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1 Esitietoja
1.1 Supremum ja infimum

1. Anna jokin sellainen vililld [0, 4] rajoitettu funktio f, ettd joukossa

A= {f(z) |z e0,4]}

ei ole suurinta eikd pieninti alkiota. Tdssi tehtdvissi ei tarvitse antaa tdsmallisti pe-
rustelua, ettd suurinta ja pienintd alkiota ei ole olemassa. Esimerkiksi funktion ku-
vaajaan tukeutuva perustelu on riittiva.

2. Anna sellainen vililld |—2, 2] jatkuva ja rajoitettu funktio f, ettd

(a) sup A # max A jainf A # min A, (b) sup A # max A jainf A = min 4,
(¢)sup A =max Ajainf A £ min A, (d)sup A = max A jainf A = min A,

kun A = {f(z) | z € ]—-2,2[ }. Ylld inf A # min A ja sup A # max A tarkoittavat,
ettd min A ja max A eivit ole olemassa. Tdssé tehtdvissi ei tarvitse antaa tasmallistd
perustelua, ettd infimum ja supremum toteuttavat vaaditut ehdot. Esimerkiksi funk-
tion kuvaajaan tukeutuva perustelu on riittava.

3. Olkoon A rajoitettu ja epityhjd joukko, A > 0ja B = {Aa | a € A} . Osoita tdsmil-
lisesti perustellen, ettd

(a) supB = \-supA, (b) inf B = X -inf A.

4. Olkoon A rajoitettu ja epityhji joukko, A < 0ja B = {\a | a € A} . Osoita tdsml-
lisesti perustellen, ettd

(a) supB = \-inf A, (b) inf B = X -sup A.

5. Olkoot A ja B rajoitettuja ja epityhjid joukkoja ja C' = {a+b|a € Ajab e B}.
Osoita tasmallisesti perustellen, ettd

(a) supC = sup A+ sup B, (b) inf C' = inf A + inf B.

6. Osoita tasmillisesti perustellen, ettd jos A C R ja B C R ovat sellaisia epityhjii
joukkoja, ettd a < b kaikilla a € A ja kaikilla b € B, niin

sup A < inf B.

7. Olkoot A C R ja B C R epityhjiid ja rajoitettuja joukkoja. Todista, ettd jos
sup A = inf B,
niin jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa sellaiset alkiot a € A jab € B, etti
b—a < e.

Onko my0s kéddnteinen véite tosi?



8. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epityhjid ja rajoitettuja joukkoja, ettd a < b
kaikilla ¢ € A ja kaikilla b € B. Todista, ettd jos jokaista lukua € > 0 kohti on
olemassa sellaiset alkiot a € A jab € B, etti

b—a < g,
niin
supA = inf B.

Tehtivissd 9 ja 10 oletetaan, ettin € Z ., f: [0,1] — R on sellainen funktio, ettd f(0) =
Oja f(1)=1,ja
A= {f@) |z e [ELE]) (k=12....n).
9. Osoita, ettd jos f on vililld [0, 1] aidosti kasvava, niin

n

isupAk — Ziank = 1.
k=1

k=1

10. Osoita, ettd jos f on jatkuva vililld [0, 1], niin on olemassa sellainen ¢ € [0, 1], etti

fle) = %Zsup Ay
k=1

1.2 Raja-arvo ja jatkuvuus

1. Maédrité (perustellen) max A, kun
A= {yER‘y:w—arctan|x+1|, xER}.

Osoita myos, ettd joukossa A ei ole pieninti alkiota.

2. Olkoon a > 0. Osoita, ettd funktiolla
f(z) = ¥ * —cosw

on ainakin yksi nollakohta vililli |0, a].

3. Osoita, ettd funktio
1

e + |tan x|

fx) =
saavuttaa vililld | — 7, 7| suurimman arvonsa.
4. Madrita vakiot a ja b siten, ettd funktio

aarccos (1 —e ™), kunz <0,
flx) =<, kun z = 0,

1
e"™ + arctan (ex), kunz >0,

tulee jatkuvaksi pisteessd z = 0.



10.

. Médrita

mlif& (log(cot z) + log(3sinz)).

Mairité jokin sellainen vili [a, b], ettd funktiolla
f(z) = (24 cosz)” —2arctanx

on ainakin nelji nollakohtaa vililld |a, b|.

. Ratkaise yhtalo
(@) 2°° = (32)*, (b)) 2 =(z+6)",  (c) 2% = /e
Maidrita X oo
(@) lim xTeew, (b) lim xles.
z—0+ z—0+
Mairiti
. Vesr' —1 .oad¥®—1
(a) ilg(l) v (b) :lclg(l) (a € Ry).

Olkoon f sellainen vililld |a, b| jatkuva funktio, ettd

lim f(z) = lim f(z) = 0.

T—a+ f( ) z—b— f( )

Tutki, onko mahdollista, ettd (a) funktio f saavuttaa vililld |a, b| sekd suurimman ettid
pienimmin arvonsa, (b) funktio f saavuttaa vililld |a, b| vain suurimman tai vain pie-
nimmin arvonsa, (c) funktio f ei saavuta vililld |a, b[ suurinta eiki pieninti arvoaan.



2 Funktion derivaatta

2.1 Maiiritelmia ja perusominaisuuksia

1. Maéritd suoraan derivaatan midritelmaé kidyttden f’(0), kun
(@ f(x)=+vx+1, (b) f(z) = (24 z)sin(3z).

2. Olkoon x > 0. Médritd suoraan derivaatan madritelmaa kdyttden f'(x), kun

@ f) =z, (b fla)= %

3. Tutki, onko funktio

1
xsin—, kunzx # 0,

flx) = v
0, kun z = 0,

derivoituva pisteessd x = 0. MyoOnteisesséd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.
4. Tutki, onko funktio

1
f) = x sin(2x) sinP, kun x # 0,
0, kun z = 0,

derivoituva pisteessd © = (. MyoOnteisessd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.

5. Tutki, onko funktio

| V214, kna 20,
€Tr) =
0, kun z = 0,

i

derivoituva pisteessd x = 0. MyoOnteisessd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.

6. Mairitd f'(0), kun

e —1
, kunax #£ 0,
flz) = x 7
0, kun x = 0.
7. Méiritd f'(0), kun
237" — 1
, kunx # 0,
flz) = x 7
0, kun z = 0.



10.

11.

12.

13.

14.

. Funktio f on jaksollinen, jaksona w > 0, jos

flz+w) = f(x) Vi € R.

Osoita, ettd derivoituvan jaksollisen funktion derivaatta on aina jaksollinen.

Olkoon f sellainen funktio, ettd f'(0) = 3. Médritd

i A @) = f=a)

z—0 1:2

Oletetaan, ettd f(0) = 0ja f'(0) = 1. Osoita, ettd on olemassa sellainen h > 0, ettd

fla) 3
STy T2

N | —

aina, kun 0 < |z| < h.

Olkoon f sellainen pisteessd x = 0 derivoituva funktio, ettd

f0)=c (ceR) ja  flz+y) = f(=)fly) VYr,yeR.

Oletetaan lisdksi, ettd f ei ole vakiofunktio. Osoita, ettd f on derivoituva kaikilla
r € Rjaettd
f'(z) = cf(x) Vo € R.

Osoita toispuoleisia derivaattoja tutkimalla, ettd funktio

|z — 1]

) = x2 —2x + 2

ei ole derivoituva pisteessd x = 1.

Tutki, onko funktio

f(z) = lz] + V& — 2]
derivoituva pisteessd x = 1. Jos funktio ei ole derivoituva pisteessd = = 1, niin tutki
oikean- ja vasemmanpuoleisen derivaatan olemassaoloa.

Osoita, ettd funktio

2 — 22, kun z < 1,
fl@) =1,
x> —4xr+4, kunzx > 1,

on derivoituva pisteessd x = 1, ja médritd f'(1).



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Tutki, onko funktion

(@) = {3}0%

kun z > 0,

kun z = 0,

oikeanpuoleinen derivaatta olemassa pisteessd v = 0.

Mairitd sellainen vakio a € R, ettd jos

@) = {ax—i—Z,

ax® — 3z + 2a,

kun z <1,

kunz > 1,

niin raja-arvo lin% f'(z) on olemassa. Onko f tilloin derivoituva kaikilla z € R?
T—

Olkoon f sellainen funktio, etta

fy=0 ja  fl(x)>1 Va>1.

Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epdtodeksi, ettd on olemassa sellainen ¢ > 1,

etta

flz) >z

Olkoon

Vo > c.

f(x) = ze”.

Miriti lauseke derivaatalle £ (z). Todista saatu tulos induktiolla.

Osoita, ettd funktio

fla) = {sin x,

x2+x,

kun z > 0,
kun z <0,

on derivoituva mutta ei ole kahdesti derivoituva pisteessd = = 0.

Osoita, ettd funktio

kun z >
kun z <

0,
0,

on kahdesti mutta ei kolmesti derivoituva pisteessd x = 0.

2.2 Yhdistetyn funktion derivaatta

1. Miten yhdistetyn funktion derivointisdannon (= lause 2.5) todistusta voidaan yksin-
kertaistaa, jos esitettyjen oletusten lisiksi oletetaan, ettd funktio f on aidosti kasvava

2. Olkoon f sellainen derivoituva funktio, ettd f(7) =

pisteen x jossakin ympéristossid?

cos(2x + f(x)) derivaatta pisteessd x = 7.

-z

2

ja f'(m) = 3. Madritd funktion



10.

. Olkoon f kaikkialla derivoituva funktio ja g(z) = f(f(f(f(z)))). Oletetaan lisiksi,

ettd on olemassa sellaiset pisteet a € R jab € R, ettd
flay=b  ja  f(b)=a.

Osoita, ettd ¢'(a) = ¢'(b).

Tutki, onko f’(0) positiivinen, kun

(a) f(z) = sin(sin(sin(x + 1))), (b) f(x) = cos(z + cos(x + cosx)).

. Olkoon

Ratkaise yhtilo f'(x) = 0.

Osoita, ettd funktiolle f(x) = tan(3x) pitee

f"(z) > 18- f(x) vz € |0, &[.

Hyperboliset funktiot sinh x (hyperbolinen sini) ja cosh x (hyperbolinen kosini) seki
tanh x (hyperbolinen tangentti) midritellddn eksponenttifunktion avulla siten, ettd

) et —e " e +e " sinh
sinhz = —5 coshx = —  Ja tanhx =

cosh x

kaikilla x € R. Hyperboliset funktiot muistuttavat monilta ominaisuuksiltaan trigo-
nometrisia funktioita. Osoita, ettid

(a) D(sinhz) = coshz, (b) D(coshz) =sinhzx
1
(c) D(tanhz) =1 — tanh®z, (d) D(tanhz) = ———
cosh” z

kaikilla z € R.

. Anna esimerkki sellaisesta kaikilla x € R derivoituvasta funktiosta f, ettd f'(0) = 3

ja f'(x) ei ole jatkuva pisteessd z = 0.

Osoita, ettd funktio
23 sin l, kun x # 0,
f(z) = o
0, kun z = 0,

on derivoituva ja f'(x) on jatkuva kaikilla = € R. Osoita lisiksi, ettd funktio f'(z) ei
ole derivoituva pisteessd x = 0.

Midritd f'(1), kun

@ flz)=4%, () f(z)=3""% (o) f(z)=2>"



2.3 Kianteisfunktion derivaatta

1.

10.

Maiiritéd funktion

flx)=+v2x -1 (z>1)
derivaatta sekd kiyttdmdilld yhdistetyn funktion derivoimissdintod ettd kayttamalla
kédénteisfunktion derivoimissdintoa.

Maiiritd funktion

flx)=2"+22+1
kidinteisfunktion f~!(z) derivaatta pisteissi z = 1 ja z = 4. Voit olettaa tunnetuksi,
ettd f on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

. Madritéa funktion

flz)=a2"+2*+ 22— 4

kdgnteisfunktion f~!(z) derivaatta pisteissi x = 0 ja z = 48. Voit olettaa tunnetuksi,
ettd f on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

Maiérita f’(O)’ kun
@ 1) = aresin(27I0) ) pa) = aresin (TR
g 7 1+ a2 '
. Olkoon f: ]0,7[— R,

f(z) = (sinz)®**.

Madritd f'(x) ja tutki, missd vilin |0, 7| pisteissd f’(z) = 0.
Miiritd f'(7) ja ¢’(0), kun

f(z) =arctan(sinz)  ja  g(z) = (22 +2)7@.
Mairitd /(%) ja ¢’(0), kun

2
f(z) = arctan(1 + sin4x) ja  g(z) = (@ +z+ 1)@,

. Olkoon

g(x) — f(l.)cosa:7
missid f(z) on derivoituva ja positiivinen kaikilla x € R. Osoita, ettd ¢’(0) = f/(0).
Miriti f’(r), kun
(a) f(l‘) = (;1;'2 T 1)c0569€7 (b) f(l’) = (e + smx)m

Areasini
arsinh x = log (x + Va2 + 1)
on luvun 2.2 tehtdvissd 7 médritellyn hyperbolisen sinin kédédnteisfunktio. Osoita, ettd

1
D(arsinhr) = ——— Vr € R.

V2 +1

10



2.4 Rollen lause ja viliarvolause

1. Olkoot f: R — R jag: R — R sellaisia funktioita, etti
f(0)=g(0) ja  f(0)>g(0).
Osoita, ettd on olemassa a > 0 siten, ettd f(x) > g(z) kaikilla x € [0, a].

2. Olkoon f: R — R sellainen vililld [a, b] jatkuva ja vililld |a, b derivoituva funktio,
ettd f(a) = f(b) = 0. Osoita, ettd on olemassa sellainen vilin |a, b piste &, ettd

F'(€) = (&)

Vihje: Sovella Rollen lausetta sopivaan apufunktioon.

3. Olkoon k € R. Osoita, ettd jos f on sellainen vililld [a, b] derivoituva funktio, ettd
fila) <k < f(b),
niin on olemassa sellainen vilin |a, b| piste ¢, ettid
() =k,
Vihje: Tarkastele funktiota g(z) = f(z) — k(z — a).
4. Osoita, ettd funktiolla

f(r) = arctanx — arcsin
1+$2

on korkeintaan yksi positiivinen nollakohta.

5. Osoita, ettd funktiolla

f(z) = 1+ 2v3arcsin 1;”_:[

— 4arctany/z
on korkeintaan yksi nollakohta vililld ]0, 1|.

6. Osoita, ettd funktiolla
(@) f(x)=22°+32" + 2> - 92 —7,  (b) f(x)=log(e” + 1) — 2*

on korkeintaan kaksi nollakohtaa.

7. Osoita, ettd funktiolla
f(x) =22° +32° — 9z + 1

on tasmalleen kaksi positiivista nollakohtaa.

11



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Osoita, ettd funktiolla

f(z) = 2°+22° —T2° — 5x + 4

on tdsmaélleen kolme nollakohtaa.

Mairita tasmallisesti perustellen funktion

(@) f(z)=e"—z—3,

nollakohtien lukumaara.

Todista Cauchyn viliarvokaavaa kiyttiden, ettd

37 > 2ttt _q Vo > 1.

Vihje: Vihennid epdyhtdlon molemmilta puolilta sopiva vakio.

Olkoon f sellainen funktio, ettd f(1) =1 ja

fl(z) <2 Vaelld].

Osoita, ettd f(4) < 7.

Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f: R — R, ettd f(0) =0, f(4)

fl(z) <1 V€ [0,4],

tai osoita, ettd tdllaista funktiota ei voi olla olemassa.

(b) f(x) = 2 —xlog2 —2

Dja

Olkoon f sellainen kaikkialla jatkuva ja derivoituva funktio, etti f(0) = 5 ja

f'(x) < arctanz + log(z? + 1)

Vo € R.

Midrité tdsmallisesti perustellen jokin sellainen luku ¢ € R, ettd f(2) < c.

Osoita viliarvolausetta kdyttden, ettd

kun 0 < z < 1.

Osoita, etti

sinr < z,

sinz —siny| < |z —y|

kaikilla z, y € R.

Osoita, ettd

larc tan x — arctany| < |x —y|

12

Vz,y € R.



17.

18.

19.

20.

Mairitd viliarvolausetta kdyttden

lim (Vz +2—x).
T—00
Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva jossakin pisteen a puhkaistussa ymparistossa
ja
lim f'(z)=A (AeR).

T—ra

Todista, ettd jos f on jatkuva pisteessi a, niin f on derivoituva pisteessi a ja
f'(a) = A.

Olkoon f sellainen koko reaalilukujoukossa jatkuva funktio, etti f on derivoituva
kaikilla x # 0 ja
If'(x)] <3 Vz#0.

Osoita, ettd funktio g(x) = f(x?) on derivoituva pisteessd x = 0, ja médritd ¢'(0).

Olkoon f koko reaalilukujen joukossa derivoituva funktio. Osoita suoraan raja-arvon
maédrittelyyn (ja viliarvolauseeseen) perustuen, etti jos

lim f'(z) =0,
r—r0Q0

niin
lim M =0.
r—oo I

2.5 Integraalilaskennan peruslause

1.

Olkoon A € R. Osoita, ettid jos f'(x) = A kaikilla z € R, niin on olemassa sellainen
vakio C' € R, ettd
flz)=Az+C Vz € R.

Miiritd yllid olevaa tulosta kéyttden sellainen funktio F, ettd F'(0) = 4 ja F'(z) =5
kaikilla x € R.

2. Madritd f(x), kun tiedetdén, ettd f(1) = f'(1) = 10 ja

3.

f"(x) = 6z+4 VzeR.

Oletetaan, ettd funktioista sin  ja cos x tiedetdin vain niiden derivointikaavat ja arvot
pisteessd x = 0. Osoita nditi tietoja kdyttden, ettd

sin?z +cos?z = 1 Vr € R.

4. Olkoon a € R. Osoita integraalilaskennan peruslausetta kayttden, ettid

logx® = alogx Va > 0.

13



10.

. Osoita, ettd

arctanx + arccotx = g Vzr € R.
Osoita, ettd funktio
f(z) = arcsin(2z* — 1) + 2arccosz

on vakio vililld |0, 1], ja mééritd tima vakio.

. Osoita, ettd funktio

f(x) = arccosz + arccos V1 — x2

on vakio vililld |0, 1], ja mééritd timé vakio. Onko f vakio myos vililld |—1, 0] ?

. Osoita, ettid

2arcsiny/r = % +arcsin(2z —1) V€ [0,1].

Osoita, ettd funktio

r) = arctanx + arc tan
1) 14+
on vakio kaikilla z > —1, ja méérita tama vakio.

Olkoon f sellainen funktio, ettid

f0)=1  ja  fiz)=[f(x) VzeR.

Osoita, ettd f(z) = e” kaikilla x € R.

Vihje: Sovella integraalilaskennan peruslausetta sopivaan apufunktioon.

14



3 Derivoituvan funktion ominaisuuksia

3.1 [P’Hospitalin sainto

1. Maéarita
2P — 4+ 2 e —1—x . r—tanx
@ ilg% 7 —12x + 11° ®) :}:lgtl) x?  © :lvli% r—sinx’
2. Maiarita
22012 _ 32704 4 2 o 322017 1723 4+ 14
@ il—% 6230 — 13210 47’ ®) algr% 487 4 g3 — 9
3. Osoita, ettd
. arctanw
lim — = 1.
z—0 x
4. Madarita
@ lim arc taun(Qx)7 ) lim arcsin(2z) — 2 arc sinx‘
x—0 €x z—0 $3
5. Mairiti sellainen vakio a € R, ettd
) o 1
(@ lim 2290 () i T
=0 x +sinz 21 (x —1)2
6. Maddritd sellaiset vakiot a € R jab € R, ettd
in 3
lim (Sm ‘ +i+b) — 0.
z—0 3 22
7. Madiritetddn raja-arvo
lim —
=0 T + COSXT
kayttdmailla I’Hospitalin sdéntod. Siis
1 1
lim —2— — lim - ~ 1.
=0 T + CosST z—0 1 —sinx 1-0

Onko tulos oikein ja jos e, niin misséd on virhe ja miké on oikea raja-arvo?

8. Madritd
1 log(1 —
@ lim %% ) qm 80T
z—0+ cot x z—0+  log(sinx) 2—>00
9. Osoita, ettd
Lo (e
lim 10BGIAT) g,

2—0+ log(sin bx)

15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Maarita

(@ lim L (b) lim _VE
20 cosz — 1 z—0+ log(x + 1)

tai osoita, ettd raja-arvoa ei ole (dérelliseni eikd dédrettdméind) olemassa.

Maiérita
) 1 1 . 5
(a) lim ( — ), (b) lim (\/I5+7x4+2—x).
z—1 \logx o —1 T—00
Mairitd . . | . |
(a) hm(. ——), (b) hm—<, ——).
e—0 \sinz =0 r\sinx
Maiérita
(a) lir{l log x - log(1 — x), (b) lim xsin(m — 2arctanz).
r—1— T—r00
Mairitd
3 . .
: 5¥loe(72) : e’—1 : ¥ —1
(a) xli%gr(?x)“ g(7e) (b) xli}& (arc tan ) , (c) IIEOHJF T .

Osoita, ettd )
(@) lim (logz)= = 1, (b) lim ¥Yn = 1.
T—r00 n—oo

Maarita

) 1 sin x ) 1
i og(z+sinx)
@ Jim (3) 7 © lip (cota)mr,

Funktiosta f tiedetdén, ettd f(z) on derivoituva ja f’(z) on jatkuva pisteessd = = 0,

f(0) =0ja f'(0) = 2. Miérité raja-arvo

lim (1 + f(x))* .

z—0

Maaritd
(a) glci_%(Q:c—l)ﬁ, ) lim(* —52)5, (@ limare,
Madritd
@ lim(1+2)*",  (b) lim (z+cosz)s, () lim (tanz)™27.

=7
Maarita sellainen vakio a € R, ettid

lim (“a)m _ 4

T—00 Tr—a

16



3.2 Funktion monotonisuus

1.

10.

Osoita, ettd funktio
B 1+sinx

/()

on aidosti vihenevi vililla |0, 7.

1—cosz

Osoita, ettd funktiolla
f(z) = 62° — 152" 4 102° + 1

on kiénteisfunktio, joka on jatkuva kaikilla z € R. Missd pisteissd kddnteisfunktion
derivaattaa ei voida maarittai?

. Osoita, ettd

23
arctanz > x — 3

kun z > 0.

Olkoon z > 0. Miiriti laajin vili, jolla funktio

f(@) = (3o

on aidosti viheneva.

Osoita, ettd funktio

on aidosti kasvava, kun x > \/LE

Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio
f(@) = (log(1+2))*  (z>0)

aidosti monotoninen, kun x > 0.

Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio
f(x) =2 (2 >0)

aidosti kasvava tai aidosti vihenevi vililld |0, 1].

. Olkoon f sellainen funktio, ettd f'(0) = 1ja f’(x) on jatkuva pisteessd x = 0. Osoita,

ettd on olemassa sellainen h > 0, ettd f on aidosti kasvava vililli [0, h].

Olkoon a > 0 ja f sellainen derivoituva funktio, ettd f'(x) > 1 + a kaikilla x € R.
Osoita, ettid on olemassa sellainen ¢ € R, ettd f(x) > x aina, kun z > c.

Vihje: Tarkastele erotusta f(z) — x.

Olkoon f vililld | —oo, 0 derivoituva funktio. Osoita, etti jos
0< fllx) <1 Vo <0,

niin raja-arvo lirg f(z) on (direllisend) olemassa.
z—0—

17



3.3 Funktion aariarvot

1. Tutki, onko piste x = 0 funktion

flz) = 1—e)'(1—2)"

paikallinen &dédriarvokohta.
2. Méirité funktion
f(z) =log(a® +4) + arc tan% (x #0)
paikalliset dériarvokohdat ja ddriarvojen laatu vililld |0, co.

3. Mairitéd funktion
f(r) = arctan(x — z?)

paikalliset ddriarvokohdat ja dédriarvojen laatu.

4. Madritd funktion
arccotxr, kunz <0,

f(z) =q arccosz, kun0 <z <1,
log x, kunz > 1,

paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

5. Madrita funktion

£ 2’32_95, kun z < 2,
xT) =
logy(x +2), kunz > 2,

paikalliset ddriarvokohdat ja ddriarvojen laatu.

6. Maddrita funktion
f(x) = (arc tan x)>c®@n® (x > 0)

paikalliset ddriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

7. Madrita funktion

log x ki
x'o87T, un x > 0,
f(z) =

arccotx, kunax <0,

paikalliset ddriarvokohdat ja ddriarvojen laatu.
8. Maiiritd funktion

Fa) = 23 kun z < 0,
= (22 +1)**, kunz >0,

paikalliset ddriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

18



9. Méiritéd funktion
f(z) = arctan(cosx)

suurin ja pienin arvo vélilld [0, 7].

10. Osoita, ettd
xloge > x—1 Yz > 0.
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4 Pinta-alat ja porrasfunktiot

4.1 Ala- ja ylasumma

1. Laske vilin [0, 1] jakoja P, = {0, i, %, 1} ja P, = {0, %, %, 1} vastaavat funktion
f(z) = a?
ala- ja yldsummat.

2. Laske funktion sin z ala- ja yldsumma vélilld [0, 27], kun jako on tasavilinen ja osa-
vilien lukuméird n = 4.

3. Arvioi ala- ja ylisummia kdyttimélld funktion

243, kun|z| <1,
fz) =
4 —2zx, kun|z|>1,

kuvaajan ja z-akselin viliin jddvén alueen pinta-alaa vililld [—2, 2], kun (a) vilin
jakopisteet ovat {—2, —1, 1, 2}, (b) jako on tasavilinen ja osavilien lukumiérid n = 4.

4. Arvioi ala- ja yldisummia kdyttamailld funktion

fa) = {xQ, kun z > 0,

2241, kunz <0,

kuvaajan ja z-akselin viliin jadvén alueen pinta-alaa valilld [—2, 2], kun (a) vilin
jakopisteet ovat { —2, —1, 1, 2}, (b) jako on tasavilinen ja osavélien lukumiérd n = 4.

5. Arvioi ala- ja ylasummia kédyttdmailla funktion

kuvaajan ja z-akselin viliin jadvin alueen pinta-alaa vililld [1, 2], kun jako on tasa-
vilinen ja osavilien lukuméaard n = 4.

6. Olkoon L5
T

Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 5] jaosta P, ettd Up(f) — Lp(f) < 1.

7. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio, P jokin vilin [a, b] jako ja Lp(f) ja Up(f)
funktion f jakoa P vastaavat ala- ja ylisumma. Osoita, ettd on olemassa sellaiset
luvut ¢1, ¢5 € [a, b], ettd

Lp(f) = fle)b—a) ja  Up(f) = f(c)(b—a)

Vihje: Suljetulla vililld jatkuvan funktion ominaisuudet.
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8. Laske funktion
fla) = +2

jakoa P = {—1,—1,0,2} vastaava Riemannin summa Sp(f,§),kun & = —1,&% =0
jags=1.

9. Olkoon P = {0,1,2,3,4} vilin [0, 4] tasavilinen jako ja

f@) =z —1].

Maiiritd sellaiset jaon P osavilien pisteet, ettd funktion f jakoa P vastaava Riemannin
summa Sp(f, &) on (a) 4, (b) 5, (c) 6. Laske my6s Lp(f) ja Up(f).

10. Olkoon P = {0, 2,3} vilin [0, 3] jako. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f, etti
funktion f jakoa P vastaava Riemannin summa Sp(f,§) ei ole Lp(f) tai Up(f)
milldin pisteiden ¢ valinnalla.

4.2 Porrasfunktio

1. Anna jokin vilin [0, 2] jako, joka siséltdd porrasfunktion

f(@) = [a* =)

porraspisteet vililli [0, 2].

2. Osoita, ettd funktio
f(x) = [22] -1

porrasfunktio vililld [1, 3].

3. Tutki, mitka funktioista

v 2], - 2®], [e]-= [2] -2 ja [z]- |z

ovat vilin [—1, 1] porrasfunktioita.

4. Olkoon A = {+ | n € Z,}. Tutki, onko funktio

x, kunz € A,
J(x) = {2, kunz ¢ A,

porrasfunktio (a) valilld [0, 1], (b) vililld [a,1] (0 <a < 1).

5. Tutki, onko funktio
kun x > 0,

0, kun z <0,
porrasfunktio (a) vililld [0, 5], (b) vililld [a, 5] (0 < a < 5) .
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6. Anna esimerkki sellaisesta vilin [1, 4] porrasfunktiosta f, ettd f(z) < 2z < f(z)+1
kaikilla = € [1,4].

7. Onko mahdollista, ettd |f| on vilin [a, b] porrasfunktio, vaikka f ei ole vilin [a, b]
porrasfunktio?

8. Olkoot f ja g vilin [a, b] porrasfunktioita. Osoita, ettd myos (a) f + g, (b) fg on
vilin [a, b] porrasfunktio.

9. Olkoon g: R — R jokin funktio ja f vilin [a, b] porrasfunktio. Osoita todeksi tai
(vastaesimerkilld) epdtodeksi, ettd myds (a) go f, (b) fog on vilin [a, b] porrasfunktio.

10. Olkoon f jokin ei-negatiivinen funktio ja g sellainen porrasfunktio, ettd g < f vilil-
14 [a, b]. Osoita, ettd on olemassa sellainen vilin [a, b] porrasfunktio h, ettd

O<h<f ja g<h</f
4.3 Porrasfunktion integraali

1. Anna jokin vilin [—1, 2] jako, joka siséltdd porrasfunktion

(@ f(x) = L:EQJ -1, (b) f(z) = |z] + [z + 3]

porraspisteet vililld [—1, 2], ja médritd funktion f porrasintegraali yli vélin [—1, 2].

2. Anna jokin vilin [0, 6] jako, joka sisiltdd porrasfunktion

)= [VE] - 13- 5

porraspisteet vililld [0, 6], ja médritd funktion f porrasintegraali yli vélin [0, 6].

3. Olkoon n € Z. . Osoita, ettd

(a)/ Jdr = M= /n[:ﬂdx:w.
0

4. Olkoon n € Z, ja g sellainen vilin [0, n] porrasfunktio, etti g(x) = (—1)* - k aina,
kun k < x < k + 1 (k € N). Olkoon lisiksi

(a) Médrita f(3) ja f(4). (b) Tutki, milld luvun n arvoilla | f(n)| = 5.

5. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 4] porrasfunktiosta f, etti

/Ozf_zl, /ng_5 ja /04f_2.
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10.

11.

12.

13.

Anna esimerkki sellaisesta vilin [—2, 4] porrasfunktiosta f, ettd

/f—6 /f—/Qf—S ja /Qf—O

Olkoon f(z) = x?—2z+ 1. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 3] porrasfunktiosta g,
ettd g < f vililld [0, 3] ja

3 3 3
(a)/QZL (b)/g:§
0 0

. Olkoon f(x) = |z — 3|. Anna esimerkki sellaisesta vilin [1, 7| porrasfunktiosta h,

ettd f < hvililld [1, 7] ja

7 7
(a)/h:16, (b)/h:13.
1 1

Olkoon f(z) = |z + 1|. Anna esimerkki sellaisista vilin [—3, 3] porrasfunktioista ¢
jah,ettd g < f < hvililld [-3, 3] ja

3 3
[o-fo-
-3 -3

r+2, kunx <0,
4—2x, kunzx > 0.

Olkoon
f(z) =

Anna esimerkki sellaisista vilin [—2, 4] porrasfunktioista g ja h, etti ¢ < f < h

valilla [—2, 4] ja
4 4
[o-fo-
-2 -2

Olkoon f(x) = 5x+ 1. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 4] porrasfunktiosta g, ettd

g < fvililld [0,4] ja
4 4
(a)/g>34, (b)/g>43.
0 0

Olkoon f(x) = 2x+ 3. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 6] porrasfunktiosta h, ettd
h > f vililld [0, 6] ja

6 6
(a) / h < 60, (b) / h < 55.
0 0

Olkoot f ja g sellaisia vilin [a, b] porrasfunktioita, ettd f > 0jag < M (M € R)
vililld [a, b]. Osoita suoraan porrasfunktioiden arvoja tarkastelemalla, ettid

/abfgﬁM/abf.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Osoita, ettd jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < h vililld [a, b], niin

b b
Jos ]

Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epdtodeksi, ettd jos ¢ ja h ovat vilin [a, b] por-
rasfunktioita ja
b b
fo=/n

Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epédtodeksi, ettd jos fi, fo, g1 ja go ovat sellaisia
vilin [a, b] porrasfunktioita, ettd f; < gy ja fo < go vililld [a, b], niin

/abflf2 < /ab9192-

Anna esimerkki sellaisista vilin [2, 4] porrasfunktioista f ja g, ettd f < 3 vililld [2, 4]

ja
4 4
/fg>3/g
2 2

Osoita, etti jos f ja g ovat vilin [a, b] porrasfunktioita, niin

/f+g /f+/

Olkoon f sellainen vilin [0, 8] porrasfunktio, etti

Kff:& Kff:5ja Aéﬁ:&
(a)/f (b)/f Ja(C)/f

Anna myds esimerkki vilin [0, 8] porrasfunktiosta, joka toteuttaa yll4 olevat ehdot.

niin g < h vililld [a, b].

Mairita

Olkoot f; ja fo sellaisia vilillé [a, b] médriteltyjd funktioita, ettd f(z) = fo(x) valilld
[a, b] lukuun ottamatta yhtd pistettd pistettd ¢ € ]a, b[. Olkoon lisiksi £ > 0. Osoita,
ettd jos on olemassa sellaiset vilin [a,b] porrasfunktiot g ja h, etti g < f; < h

vililli [a, b] ja
/ / g <

niin on olemassa myds sellaiset vilin [a, b] porrasfunktiot ¢’ ja b/, ettd ¢’ < fo < A/

vililld [a, b] ja
b b
/ h'—/ J < e
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S Riemann-integraali

5.1 Ala- ja ylidintegraali

Voit olettaa tunnetuksi luvun 1.1 harjoitustehtivissi todistetut supremumin ja infimumin
ominaisuudet.

1. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja A > 0. Osoita, ettd

@ IL(Af]a,b]) = A~ Io(f,[a,0]),  (b) Tu(Af,[a,b]) = A~ Ty (f,[a,b]).
2. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja A < 0. Osoita, ettéd

@ I.(Af,[a,b]) = A-Tu(f.[a,0]), (b) Iy(Af,[a,b]) = A-I(f,[a,b]).
3. Olkoot f ja g vililld |a, b] rajoitettuja funktioita. Osoita, etti

(a) [L(f+ga [a’ b]) 2 IL(f> [CL?bD + IL(ga [a’ b])a
) Iu(f+g,[a,b]) < Iu(f.[a,d]) + Uslg,[a,b]).

4. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja ¢ € ]a, b[. Osoita, ettd

(a) ]L<f7 [aab]) = IL(f7 [CL,C]) + IL(f7 [C7b])7
b) Iy(f,la,b]) = Iu(fla,d) + Lu(f,[c,b]).

5. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f, ettd
I(f,00,2) =1 ja Iu(f,[0,2]) =3.
6. Maddritd tasméllisesti perustellen I;;( f, [4, 6]), kun

_ (22 4+ 1" kunz € Q,
J(@) = 1, kunz € R\ Q.

7. Anna esimerkki sellaisista funktioista f ja g, ettéd

IL(f,12,5]) + 1e(g, [2,5]) < 1L(f +9,[2,5]).

Tiassi tehtidvissd alaintegraalien arvoja ei tarvitse perustella tasmallisesti. Esimerkiksi
funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittava.

Vihje: Voit olettaa tehtivien 1 ja 2 tulokset tunnetuksi.
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8. Anna esimerkki sellaisista funktioista f ja g, ettd

[U<f+ga [274]) < IU(f> [274])+[U(97 [274])'

Tissi tehtdvissi yldintegraalien arvoja ei tarvitse perustella tisméllisesti. Esimerkik-
si funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittava.

Vihje: Voit olettaa tehtivien 1 ja 2 tulokset tunnetuksi.

9. Olkoon

_Jz, kunzeQ,
f(x)_{O, kunz € R\ Q.

Osoita, ettd 17,(f,[0,3]) < Iy(f, [0, 3]).

Vihje: Voit olettaa tehtivin 4 tulokset tunnetuksi.

10. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epéto-
deksi, ettii jos g on sellainen vilin [a, b] porrasfunktio, ettd

b
/QSQMMW

niin g < f vililld [a, b].

5.2 Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus

1. Osoita, ettid funktio

_J5—x, kunze€Q,
J(@) = {x, kunz € R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva vililli [0, 2].

2. Olkoon A = {1 | n € Z, }. Osoita, etti funktio

f() = 1, kunx € A,
= 0, kunz € R\ A,

on Riemann-integroituva vélilli [0, 1].

3. Olkoon A = {¥2=1 | n € Z, }. Osoita, etti funktio

f) = 1, kunz € A,
¥ = 5, kunz € R\ A,

Riemann-integroituva vililla [0, 3].
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4. Olkoon f: R — R sellainen funktio, ettd f(0) = 0 ja f on jatkuva pisteessd x = 0
sekd Riemann-integroituva jokaisella osavililld [a, 3] (0 < a < 3). Todista, ettd f on
Riemann-integroituva vililld [0, 3.

5. Olkoon f sellainen funktio, etté

lim f(z) = f(4) = 6

r—4—

ja f on Riemann-integroituva jokaisella vililld [2, a] (2 < a < 4). Tutki tdsmdllisesti
perustellen, onko f Riemann-integroituva vililld [2, 4].

6. Osoita Riemannin ehtoa kiyttien,' etti funktio e® on Riemann-integroituva vilil-

14 [0,0] (b > 0) ja
b
/ “dr = e® — 1.
0

Vihje: Ks. kurssimonisteen esimerkki 5.6.

7. Osoita Riemannin ehtoa kiyttden,' ettd funktio f(z) = 1 — x on Riemann-integroi-
tuva vililli [0, 2] ja

/:f(x)da: ~ 0.

8. Osoita Riemannin ehtoa kiyttden, ettd funktio sin z on Riemann-integroituva vilil-
14 [0, 1].

9. Olkoon f(x) = 22. Anna esimerkki sellaisista vililld [2, 6] mééritellyistd porras-
funktioista g ja h,ettda g < f < hja

6 6
/h—/g§10_2.
2 2

10. Olkoon f(x) = x2*. Anna esimerkki sellaisista valilld [0, 4] midritellyistd porras-
funktioista g ja h,ettdi g < f < hja

4 4
/h—/ggl.
0 0

5.3 Integroituvia funktioita

1. Todista, etti jos funktio f on vihenevé vililld [a, b], niin f on Riemann-integroituva
vililld [a, b].

'Lausetta 5.7 voi kiytti.

27



. Tutki, onko funktio

1
f(z)={ 1+ [tanz]
0, kun z = g

, kunz € [O,%[,

Riemann-integroituva vililla [O, %} .

. Tutki, onko funktio

kunz € [-2,2],2 # 1,
0, kun x =1,
Riemann-integroituva (a) valilld [0, 1], (b) valilld [—2, 2].

. Tutki, onko funktio

b
f(.%') — ((sin w)cosx"

0, kun z = ,

, kunz e [1,7],

Riemann-integroituva vélilla [1, 7].
. Olkoon f sellainen vililli [a, b] rajoitettu funktio, ettd
sup{f(z) | € [¢,d]} —inf{f(z) [z € [e,d]} < d—c
aina, kun [c, d| C [a, b]. Todista, ettd f on Riemann-integroituva vélilli [a, b].

. Olkoon f: [a,b] — R sellainen funktio, ettd f saavuttaa jokaisella vilin [a, b] sulje-
tulla osavélilld suurimman ja pienimmén arvonsa ja ettd

|f(x) = f(y)] < 5|z -yl

aina, kun z, y € [a, b]. Todista Riemannin ehtoa kiyttéen, ettd f on Riemann-integroi-
tuva vililld [a, b].

. Osoita, ettid funktio
1
xsin =, kunx # 0,
fz) = o
1, kunz = 0,
on Riemann-integroituva milld tahansa suljetulla vililld |a, b].

. Osoita todeksi tai epitodeksi, ettd jos funktio f on jatkuva pisteessd z = 0, niin on
olemassa sellainen a > 0, ettd f on Riemann-integroituva vililld [0, a].
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9. Osoita tasméllisesti perustellen, ettd funktio

3sin%, kun = #£ 0,
3, kun z = 0,

fx) =

on Riemann-integroituva vililla [0, 7].
10. Tutki tdsmdllisesti perustellen, onko funktio

2cos =, kunz # T,
f(z) =

0, kun z = m,

Riemann-integroituva vililld [0, 27].

5.4 Perusominaisuuksia

1. Osoita, ettd jos f ja g ovat Riemann-integroituvia vililld [a, b], niin myds f + g on
Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

/ab(f+g) = /abf+/abg.

1 5 .3
(@) / (¢ +4z+3)dz,  (b) / Ly
0 1

X

2. Mairitid

3. Osoita, ettd jos f ja g ovat vililld [a, b] Riemann-integroituvia funktioita, niin myos
funktio (a) h(z) = max{f(x),g(x)}, (b) h(z) = min{f(z),g(x)} on Riemann-
integroituva vililld [a, b].

Vihje: Esitd funktio A kdyttden funktioita f ja g sekd itseisarvofunktiota.

4. Onko mahdollista, etti (a) funktio | f| on Riemann-integroituva vililld [a, b], vaikka f
ei ole Riemann-integroituva vililld [a, b], (b) funktio fg on Riemann-integroituva
vililld [a, b], vaikka funktiot f ja g eivit ole Riemann-integroituvia vililli [a, b]?

5. Olkoon ¢ < b < a. Osoita, ettd

/abf=/acf +/be.

Voit olettaa tunnetuksi, ettd f on Riemann-integroituva kaikilla tarkasteltavilla vileil-
14.
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6. Tiedetdin, ettd

/Ozf:5, /04f:2 ja /25f:1.

@Kﬁ @fﬁ @fﬁ

/Olf:S, /OQf:1 ja /jf:a
@A%(Qﬁﬁ@l%ja@ff

8. Olkoon a, b > 0. Osoita, ettd
b
/ erdr = ¥ — e

log4 1
(a) / e — 2| dz, (b) / max{e”, |z| + 1} dz.
0 -2

Maarita
7. Tiedetdin, ettd

Mairita

9. Miirita

Vihje: Voit olettaa tehtivin 8 tuloksen tunnetuksi.

10. Perustele, miksi funktio f(z) = x|z | on Riemann-integroituva vililld [0, 3], ja maa-

ritd (perustellen)
3
/ x|z|de
0

5.5 Integraalien arviointia

1. Osoita, ettd

2. Osoita, ettd

2
(a) / Vi +1dr < 6, < V2.
0

3
1
b ———dx
(b) /1 ]
3. Osoita, ettd
a+1
/ cos(ax +arctanz)dr < 1 Va € R.

4. Osoita, etti

3T . e2
1 1 —1
(@) Y e < 2, (b) / BT e < e—1
el’—l—l
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10.

11.

12.

13.

. Osoita, ettd

2e
e+1

Osoita, ettd

V2 <

Osoita, ettd

e+1 T\
— ) d
@ /1 ( 2e ) v
. Osoita, ettd

4
(a) / arctan(z® — 3z +3)dx > ,
0

Osoita, ettd

1
(a) / arctanzdr < —,
0

Osoita, etti

AN
|\H
,
+
=

NIE]
QU

5
VAN
[\
=

1 X
) € _dr < (b>0)
e 0o Ef—x e—
3 e 62
1
1
T (b) / arctanxdr < -—.

2
e—1 < / e* 7% dy < e?—1.
0

Osoita, etti jos integrointivililli 0 < f(z) < g(x), niin

/a o) de

kaikilla a, b € R (olivatpa luvut missé tahansa jérjestyksessd). Osoita myos, ettd epi-

<

/a ' o) da

yhtild ei vilttdmittd ole voimassa, jos luovutaan vaatimuksesta f(x) > 0.

Osoita, etti

2t
(@) lim / snidr =0 (b lim
t—=0 f, x

Osoita, ettd

Vihje: /2
0

i

& _
2
sin" xdx = /
0

[N

jus

2 cos(nz)

z = 0.

n—oo Jq n2 + x2

2
lim sin" xdx = 0.
n—0o0 0

2
sin” x dx + /

Bl

N
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Olkoon f sellainen vililld [2, 4] jatkuva funktio, ettd
IRCICERE
kaikille vilin [2, 4] porrasfunktioille g. Todista, ettd f(x) = 0 kaikilla x € [2,4].

Olkoon f sellainen vililld [0, 4] Riemann-integroituva funktio, ettd f on vasemmalta
jatkuva pisteessid x = 4. Oletetaan lisdksi, ettd

[ s =0

aina, kun ¢ on sellainen vililld [0, 4] Riemann-integroituva funktio, ettid g(4) = 6.
Osoita, ettd f(4) = 0.

Olkoon f sellainen vililld [a, b] jatkuva ei-negatiivinen funktio, ettd

/abf(x)dx>0.

Osoita tdsmillisesti perustellen, ettd on olemassa sellainen vilin [a, b] porrasfunktio g,
etti 0 < g < fja
b b
0 < / g(z)dx < / f(z)dx

Olkoon f sellainen vililld [0, 1] jatkuva funktio, ettd f(0) = 1ja0 < f(z) < 1

kaikilla z € ]0, 1] ja ) 1
Aﬂ@mzﬁqmwm

Miti voit péitelld funktiosta f?

Olkoot f ja g sellaisia vililld [a, b] jatkuvia funktioita, ettd

/abf(x) dr = /abg(x) dx.

Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € [a, b], ettd f(c) = g(c).

Osoita (vastaesimerkilld), ettd tehtdvin 18 tulos ei vilttamittd pade, jos edes toinen
funktioista f ja g ei ole jatkuva vililld [a, b].

Osoita, ettd

1
(a) / V2zxe® +2xdr < e,
0

| S

Vihje: Caychy-Schwarzin epiyhtilo.
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5.6 Integraalilaskennan viliarvolause

1. Olkoon funktio f Riemann-integroituva vililld [a, b] sekd

m= inf f(z) ja M = sup f(z).

veab 2 € [ad]

Osoita, ettd jos f ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen p € [m, M|, ettd

[ s = uo-a)

2. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio ja

1 b
h=g— | f@da

[ - wa=o

Osoita, etti

3. Maidritd integraalilaskennan viliarvolausetta kiyttaen

1 3a _: 2) 1 t
(a) lim —/ o mdx, (b) lim —— [ sin(t/z)dx (a > 0).

a—0+ @ T t=at t —a

a

4. Madritd integraalilaskennan viliarvolausetta kiyttden

1 v 2+1 ) 1 T
(a) glclir(l] % mdt, (b) i;rr% x—l/l sin(arctant) dt.
5. Olkoon N Cos T
fw) = (1+ nx)

Koska funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vililld [0, 1], niin integraalilaskennan
viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen & € |0, 1], ettéd

ncosf n 1
Siis suppiloperiaatteen nojalla
1
lim _MCoST L .

n—oo  Jq (1 —+ n;lj)Q

Kyseinen raja-arvo on kuitenkin 1, joten missd kohtaa paittelyssd on virhe ja mikd
virhe on?
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6. Osoita integraalilaskennan viliarvolausetta kdyttden, ettd
1
3 < / VI +22dx < V10.
0

7. Olkoon f sellainen vililld [a, b] jatkuva funktio, ettd

b
/ f(z)dx = 0.
Osoita, ettd on olemassa sellainen piste ¢ € ]a, b[, ettd f(c) = 0.

8. Madiriti integraalilaskennan viliarvolausetta tai yleistettyd integraalilaskennan viliar-
volausetta kdyttden

3t e 1 t
(a) lim t / — dr, (b) lim — / xcos(e”) dz.
t X 0

t—0+ t—0+ ¢

9. Osoita yleistettyd integraalilaskennan véliarvolausetta kdyttden, ettid

1
2 11
/ V1—22de > —.
; 24
1
2 11

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi, ettd / (1—2%)dr = YR
0

10. Osoita yleistettyd integraalilaskennan viliarvolausetta kdyttiden, ettd jos a > 0, niin
3 5 5

1 ( a _l_a) </“ 1 Qe < a3+a
a——+ — T a——+ —.
1+ab 3 5 o 1+ a2 3 5

Vihje: 1 + 25 = (1 + 22)(1 — 2% + z*). Voit olettaa tunnetuksi, etti

/(1—x2+x4)dac =a——+—.
0

5.7 Riemannin summa

1. Laske funktion
flz)=2+1
jakoon P = {—1,2,4, 5} liittyvd Riemannin summa Sp(f,§), kun (a) & = 1,& =3
ja&s =95, =2,6 =2jads =4,

2. Laske funktion
f(z) =2% -2

jakoon P = {—2,—1,1,4} liittyvd Riemannin summa Sp(f,¢), kun (a) & = —2,
=0ja&s=2,(b)& = —\/5, §o = —%jaﬁs = \/§
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. Olkoon
flz) =]z —1] -1

ja Sp(f,€) jokin vilin [0, 6] jakoa P = {0, 1, 3,6} vastaava funktion f Riemannin
summa. Onko mahdollista, ettd Sp(f,£) =07

. Anna sellaiset vilin [—3,3] jaon P = {—3,1,3} jakovilien pisteet &; ja &, ettd
funktion
flz) = |z +1]

pisteitd &; ja & vastaava Riemannin summa Sp(f, &) = 10.
. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio, P jokin vilin [a, b] jako ja Sp(f, &) funktion f

jakoa P vastaava Riemannin summa. Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € [a, b,
ettd

Sp(f,€) = f(e)(b—a).

Vihje: Suljetulla vililld jatkuvan funktion ominaisuudet.

. Laske . )
(a) / (5 — 2z)dz, (b) / 2% dx
1 0

Riemannin summan avulla.

. Olkoon f: [0,2] - R,

_ 3, kunzx € Q,
f(x)_{l, kunz € R\ Q,

ja Sp(f, &) funktion f vilin [0, 2] jakoon P liittyvd Riemannin summa. Osoita raja-
arvon madritelmiidn perustuen, ettd raja-arvo

lim Sp(f, 5)

|P|—0

el ole olemassa.

. Médrita

n

. n
nh—>nolo Z (n+ k)%

k=1

Vihje: Tarkastele esimerkiksi vilin [1, 2] tasavilistd jakoa (ja sopivaa funktiota).

. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja Sp(f, &) funktion f vilin [a, b] jakoon P
liittyvd Riemannin summa. Onko mahdollista, ettd

lim Sp(f,&) = co?

|P|—0
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10. Olkoon Sp(f,¢) funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvd Riemannin summa' ja f
sellainen funktio, ettd f ei ole ylhdiltd rajoitettu vililld [, b]. Osoita, ettd raja-arvo

|P|—0

el ole olemassa.

'Riemannin summan miiritelmé on tissi tehtiviissd laajennettu koskemaan myds rajoittamattomia
funktioita.

36



6 Integraali ja derivaatta

6.1 Integraali ylirajansa funktiona

1. Olkoon

~J1, kunz € [0,1],
f@) = {27 kun z € ]1, 3].

Maarita N
G(x) = / fydt, ze0,3],
kun (a) ¢ € [0,1], (b) ¢ € ]1,3].

2. Osoita, ettd jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja f(z) > 0 kaikilla
x € [a, b, niin funktio

Glz) - /wf(t) @t (cclab)
on kasvava vililld [a, b].

3. Olkoon f sellainen vililld [0, 1] Riemann-integroituva funktio, ettd f(z) > 0 kaikilla
x € [0, 1]. Osoita, ettd on olemassa sellainen luku ¢ € ]0, 1], etté

/ch(x) dx = /le(m) dx.

Vihje: Voit olettaa tehtivén 2 tuloksen tunnetuksi.

4. Derivoi funktiot
T T 1
f(x) :/ 2sin(t?) dt, g(x) :/ 2sin(z®)dt ja h(z) :/ 2 sin (2?) dt.
0 0 0

5. Madritd F'(z) ja G”(x), kun

22

F(z) = /3 sin(t?)dt ja  G(z) = /wae_tht.

xT

6. Olkoon funktio f jatkuva kaikilla z € R ja

F(z) = /O DS dt.

Osoita, ettd F"(z) = f(z) kaikilla z € R.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Olkoon funktio f jatkuva kaikilla x € R. Osoita, etti

/:(/Otf(U)du) dt = /Ozf(t)(x—t)dt

kaikilla z € R.

. Osoita, ettd jos x > 0, niin

z tant
/ arctant Ty
1 t 2

Osoita, ettd

/ sin2tdt = sin’x Vr € R,
0

ja midritd titd tulosta kayttaen

us

/2 sin 2t dt ja / sin 2t dt.
0 0

Vihje: sin 2z = 2sin z cos z kaikilla x € R.

Maiaérita
1 1Y

a) li i tant) dt b) lim ——= in(t%) dt.

(a) lim x—l/l sin(arctant) dt, (b) Jim i ) sin(t%)
Madritd

(a) lim —2/ wdt, (b) lim C0t2£€/ sin )dt.

z—=0 x* [, t z—0 sin 3z t

Osoita, ettd

1 062 parcsin(1 — t)

_— dt = .
xl)%l_'— 4x? arcsin (3x) -t "
Mairita
x? 1 2x 1
. 2 .
(a) il_)lri o /1 cos(t*) dt, (b) 91;_)11% PO 1/2 mdt

sekd kayttden integraalilaskennan viliarvolausetta ettd kiyttden I’Hospitalin saantoa.

Osoita, ettd funktio

2x 1 % 1
@ )= [ oo o s [

logt

on aidosti kasvava, kun x > 2.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Tutki, onko funktio

5 tt
f(x) _ / arc co i
2z t

monotoninen vilill |0, col.

Mairita funktion

(@) f(x)= /031‘2(t —1)e Pdt, (b) f(z) = /Oh_x cos( ! >dt

paikalliset ddriarvokohdat ja dédriarvojen laatu.

“logt —1
= ————dt
fla) = [ 22

Mairita funktion

paikalliset dédriarvokohdat ja ddriarvojen laatu vililld [2, oof.

Tutki, missé pisteessa (tai pisteissd) funktio

2z et
f(a:):/ ?dt (x > 0)
saavuttaa suurimman arvonsa vililld |0, 2].

Olkoon f(x,t) sellainen (muuttujan ¢ suhteen) vililld [a,b] Riemann-integroituva
funktio, ettd sen derivaatta f, muuttujan x suhteen on jatkuva vililld /. Osoita, et-

ta
b b
d%/ Flaot)dt = / ) dt

kaikilla xz € 1.

Vihje: Differentiaalilaskennan viliarvolause.

Osoita tehtdvin 19 tulosta kdyttiden, ettd funktio

flz) = /01 et it

on vihenevi koko reaalilukujoukossa.

6.2 Integraalifunktio

1.

Mairita sellaiset vakiot a ja b, ettd funktio
F(x) = €*(asinx 4 bcosx)

on funktion f(z) = e” sin x integraalifunktio.
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. Tutki, onko F’ jonkin funktion f integraalifunktio valilld [—1, 1], kun

cosz, kunz > 0,

(a) F(xz) :{ )

x°, kun z < 0,

cos T, kun z > 0,
22+1, kunz <O.

(b) F(z) = {

. Anna esimerkki sellaisesta funktion

flz)=e™
integraalifunktiosta ', ettd (a) F'(1) > 5, (b) F'(5) = 3.
. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio ja I sellainen vililld [a, b] jat-

kuva ja vililld |a, b[ derivoituva funktio, ettd F'(z) = f(z) kaikilla x € |a, b|. Osoita,
ettd

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

Vihje: Differentiaalilaskennan véliarvolause ja Riemannin summan raja-arvo.

. Anna esimerkki sellaisesta vililld [0, 1] mééritellystd funktiosta, ettd funktio ei ole
Riemann-integroituva vililld [0, 1], mutta funktiolla on integraalifunktio (a) vilil-
1410, 1[, (b) vililld [0, 1].

Vihje: Riemann-integroituva funktio on rajoitettu.

. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio. Osoita, etté jos funktiolla f on
integraalifunktio vililli [a, b], niin myds

Glz) = /wf(t) it (c€lab))

on funktion f on integraalifunktio vililld [a, b]. Voit olettaa tehtdvin 4 tuloksen tun-
netuksi.

. Koska
d arctan(v/3tanz) 1 1
dx V3 1+ 3tan?z cos?x
ja
1+ 2sin’z = cos’x +3sin’z = cos’z (1 + 3tan’ 1),

niin integraalilaskennan pédédlauseen nojalla

™

/7r dx _ /7r 1 1 dp — / arctan(v/3 tan z) _0
0 0

1+2sin’x 1+3tan’z cos?z V3

Miksi tulos ei voi olla oikea ja missé virhe tapahtui?
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8. Olkoon f sellainen funktio, ettd f(a) = 0 ja f’ on jatkuva vililld [a, b]. Osoita, ettd

(b—a) / (f'@)?de > M,

missd M = sup{f(z) | a < x < b}.
Vihje: Cauchy-Schwarzin epdyhtilo.

9. Olkoon f sellainen funktio, etté

f(@)
/ t*dt = xcos(mx)
0
kaikilla 2 € R. Madriti f(3) ja f(4).

10. Osoita, ettd toinen raja-arvoista

1 1
lim —dx ja lim —dx
z—04+ ., I J z—0+ . \/E

on ddrellinen ja toinen dédreton.
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7 Integrointimenetelmia

Huom. Méiraamitonti integraalia koskevissa tehtivissi ei ole aina erikseen mainittu, mil-
loin esimerkiksi integroitava funktio on miiritelty. Tulokset ovat tietenkin voimassa vain
sellaisilla vileilld, joilla integraalin olemassaoloehdot ovat voimassa.

7.1 Miidrdadamaton integraali

Integrointivihje: Hyodynnd monisteen huomautuksen 7.1 integrointikaavoja ja yhdistetyn
funktion derivointisdantoa.

1. Maédrita

2
2
(a) / (62”” + 2° 4 3sin 3x) dx, (b) / T 2+ dx
x

2. Maiirita

/e””(mlogm—i—l) e

X

Vihje: Tulon derivointikaava.

3. Maidritd
(a) / cos bx dx, (b) / sin® z cos z dz, (¢) / Smf
cos
4. Madrita
(a) / 4%\/4 + 47 dz, (b) / "2 + et da.
5. Midritd

(@) / 5 ) / “ i © / ! dx
5+at et +2 (1+ x?)arctanz

6. Maiiritid

(a) /x63x2 dgj7 (b) /.73(1 + .T2>2dx, (C) / 95521+ 1d$

7. Mairita

k3 e 1
d b —d
(a) /0 | cos x| dz, (b) /1 iTToss x

8. Mairitd

—logm T
(@) e “sin(e ") dz, (b) / e cosx dx.
0

—log(2m)
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9. Miriti
1 z T
(a) / le* 1 — 1| dx, (b)/ |tan§\dx.
—1 —

Wl

10. Arvioi summaa

Sy =

k=2

klogk

sopivan integraalin avulla ja osoita, ettid

Sy > log(log(n+1)) (n>2).

7.2 Osittaisintegrointi

1. Midriti
(a) /3xsin6xdw, (b) /xexdx, (c) /1’3612d:c.
2. Mairiti
e 62 1 e 1
(a) / Vzlogzdr.  (b) / 8T br. (0 / %7 i,
1 VT 1 X
3. Mriti W
/ x cos(nx) dx (neZy).
0
4. Madrita

(a) /621\/ er + ldzx, (b) /L dx, (©) /log3 xdr.
(14 x)?
5. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio. Osoita, ettd

/ab (/:f(t)dt)dx _ /ab(x—a)f(x)dx.

6. Olkoot f ja f’" derivoituvia ja f” jatkuva vililld [0, 7r|. Laske f(0), kun tiedetdén, ettd
f(m)=2]a

/Oﬁ(f(a:) + f"(x))sinzdr = 5.
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7. Olkoon g vililld [a, b] jatkuva funktio ja f sellainen funktio, ettd f’ on jatkuva ja
f'(x) > 0 vililld [a, b]. Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € |a, b|, ettd

[ i = @ [gwas + 50) [ o)

Vihje: Sovella osittaisintegrointia (valitse sopiva funktio G, jolle G'(x) = g(z)) ja
kéytd sitten yleistettyd integraalilaskennan viliarvolausetta.

8. Osoita, ettd
1
) N COS T
lim ———dr=1.
n—oo Jq (1 + nx)Z
Vihje: Kiytd ensin osittaisintegrointia ja hyodynni sitten suppiloperiaatetta jéljelle
jddneen integraalin raja-arvon midrittaimisessa.

9. Miirita

(a) /ex cos x dx, (b) /\/1+x2 dx.

10. Johda palautuskaava integaalin

/01(1 —a)"dr  (n€Zy)

laskemiseksi.

7.3 Sijoitusmenetelmi eli muuttujanvaihto

1. Suorita integraalissa

1 og(1
/ og(l+ z) i
0

1+ a2

muuttujanvaihto tekemalld sijoitus z = tant. Tédssd tehtdvissd ei tarvitse madrittad
integraalin arvoa, riittdi tehdd mainittu muuttujanvaihto.

¢ 1—log’z
—————~dx
1T (1 + log x)
muuttujanvaihto tekemilld sijoitus z = e'. Téssé tehtdvissi ei tarvitse médrittds in-
tegraalin arvoa, riittdd tehdd mainittu muuttujanvaihto.

2. Suorita integraalissa

3. Olkoon f vililld [0, 1] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sijoitusta kdyttamalld, ettd

/0 zf(sinx)dr = 5/0 f(sinz) d.

Vihje: sin(7m — z) = sin z kaikilla z € R.
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10.

Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sijoitusta kayttamalld, ettd

/abf(x)dx - /abf(a+b—x)dx.

. Osoita sopivaa sijoitusta kdyttamalld, ettd jos « > 0, niin

1 1
1 = 1
[t = [ e
L, 1+ t2 1 1422
1 1
2 2
/ e dr = 2/ e  du.
_1 0
2

Vihje: cos z = cos(—z) kaikilla z € R.

Osoita , ettd

Funktio f on jaksollinen, jaksona w # 0, jos f(z+w) = f(z) kaikillaz € R. Osoita,
ettd jos f on jaksollinen (jaksona w # 0) funktio, joka on jatkuva kaikilla z € R, niin

(2) /:+wf(:v)drc - [ f@ae © /aa+wf<x>dx - [ 1@

kaikilla a € R.

. Tehd&én integraaliin

/03(:c —2)%dx

sijoitus (z—2)% = teliz = 24+/t. Tilloin do = st (0-2)2 =4ja(3-2)* = 1,
joten

4
3 | 1 [ 1 1
/(:E—Q)de:/ t—dt:——/ §\/Edt:—-/7532—-(4%—1):—3
0 4 2\/% 3 1 2 3 3 3

1

Selvistikddn tulos ei voi olla oikea (miksi?). Missé virhe tapahtui?

Mairita

oS

/ 2 cos(z?) d
0

seki tekemilli sijoitus = = /% (ja vaihtaen my6s integraalin rajat) ettd maarittimalla
ensin samalla sijoituksella maaraamiton integraali ja kdyttamailla sitten alkuperdisid

rajoja.
/ © _dz
e?r 4+ 1
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Madrita
1+ logx
——dx
3+ xlogx

tekemadlld sijoitus ¢t = 3 4+ x log z.

/ log x
————dv
z(1 4 log” )

kéyttamalld (a) sijoitusta t = log z, (b) sijoitusta t = 1 + log” x.

5
xr
[ L

kdyttamalld (a) sijoitusta ¢t = x3 + 1, (b) osittaisintegrointia.

/ 63x—i-2 dr

sekd tekemalld sijoitus t = 3x + 2 ettd kdyttdmalld (ilman sijoitusta) suoraan yhdis-
tetyn funktion derivoinsdantoa.

Maarita
Maarita

Maarita

Mairita
/ log(v/z + 1) dx

(a) tekemilld sijoitus ¢ = /x + 1 ja kidyttdmilld sitten osittaisintegrointia, (b) teke-
milld sijoitus ¢ = \/x ja kdyttdmilld sitten osittaisintegrointia.

Vihje (b)-kohtaan: D(t* — 1) = 2t.

Mairitd

w2

T cosy/x
seki tekemilld sijoitus ¢ = /7 ettd kiyttimalld (ilman sijoitusta) suoraan yhdistetyn
funktion derivoinsddntod.

dz

Maarita

/1 z+1
dx
0 ($2+2$+6)2

seki tekemilld sijoitus ¢ = x? + 2z + 6 ettd kiyttimélld (ilman sijoitusta) suoraan
yhdistetyn funktion derivoinsddntoa.

Mairitd .
it
/ an®x + tanx Stana g
o (I+tanz)?

tekemadlli sijoitus ¢ = tan x ja kdyttdmailla sitten osittaisintegrointia.
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19. Tiedetdin, ettd funktio f on jatkuva kaikilla x € R ja / f(z) dx = 6. Midritd

3
@ / fGa)dr,  (b) / (s
0
4
/eﬁdx
1

tekemilli sijoitus x = 2 ja kiyttdmiilli sitten osittaisintegrointia.

20. Maédrita

7.4 Rationaalifunktiot

1. Miriti
(a)/iigdx, (b) / x+1dx, ()/ 2+2 da.
2. Miiriti
@ [mrast O [
(©) /ﬁdm, (d) /mda:

3. Muodosta funktion R(z) osamurtokehitelmd, kun

3 x?

(a) R(z) = 7 (© R(z)=

1
x(r—1)%

4. Miki ehto vakioiden p, ¢, € R on toteutettava, jos funktion (z # 0, 1)

pT +q pr*+qr+r
R(z) = ——— b) R -
@ F(z) 2(r—1) () R(z) = 22(x — 1)
kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita?
5. Onko mahdollista, etti rationaalifunktion (x # 0, 1)
pT +q pr? +¢q
@ Rle) =227y ®) RB(z) =

kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita, jos p # 0 ?
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6. Miirita

3 1 ! 2
-y by [ -4
@ /0 23z 40 ®) /0x2+4x+3 “
-1
© / i de, d) / 59“" + S e
—x — — 3z
7. MaAiritda
xr— 2 1 1
b —d —d
@) /a:2 ®) /:1:4 i (©) / x(z?+1)2 v
8. Mairiti A
202 — x + r—1
d b dzx.
@ / x3 + 4x * ®) / 4a2 —4a + 3 v
9. Madarita
3 2 2 -1 22
@) /x + x4+ x+ dz. ®) /695 Sx + .
x4+ 3224+ 2 x+3)(x% 4 2)2
10. Maarita
1 T+ 2
d d
@ /(x2—|—2x+10)2 © ()/x2+2x+2 v

kayttimalld integraalille

monisteessa johdettua palautuskaavaa.

7.5 Trigonometriset funktiot

1. Muunna integraali

uy

2 1
/ - - dz
x sinz (2 4 cosx 4 2sinx)

rationaalifunktion integraaliksi tekemélld sopiva sijoitus. Saatu tulos on sievennettiavi
muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelméin teko (itse osamurtokehitelmaéa ei
tarvitse tehdi).

2. Muunna integraali

T . 9
3 sin“w
/ — dx
o cosbx
rationaalifunktion integraaliksi sekd tekemdlld sijoitus ¢ = tan § ettd tekemdlld sijoi-

tus ¢ = tanx. Tidssd tehtdvissi ei tarvitse madrittdd integraalin arvoa, riittdd tehdd
mainittu muuttujanvaihto.
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10.

. Médrita

1
dx.
/sin3x *

% .
sin x cos x dx
0

. Miiritid

kdyttamailld sijoitusta ¢ = sin x.

. Olkoon f viililli [0, 7] jatkuva funktio. Osoita, ettd

/2 f(sinz)dx = /2 f(cos ) dx.
0 0

Vihje: sin(§ — z) = cos z kaikilla z € R.

/ cos? x dx

hyddyntimilld kaavaa cos 2z = 2 cos® z — 1.

Mairita

Meiriti i
2 3
(cosx — cos’ x) dx
0

muokkaamalla integroitavaa funktiota trigonometrian peruskaavojen avulla.

. Mairiti integraali

2 1
/ - dz
o l+sinx 4+ cosx

(a) kdyttamailld sopivaa sijoitusta, (b) muokkaamalla integroitavaa funktiota trigono-
metrian peruskaavojen avulla.
/ sin® @ dx

(a) muokkaamalla integroitavaa funktiota kaavan sin® z + cos?z = 1 avulla, (b) te-
kemadlld sijoitus z = 2 arc tant, (c) tekemadlld sijoitus ¢ = sin x ja kdyttamailla sitten
osittaisintegrointia sekd yhdistetyn funktion derivointisddntod, (d) tekemaélld sijoitus
t = cos z ja hyddyntimilld kaavaa sin (arc cost) = /1 — t2.

Maarita

Johda palautuskaava integraaleille

/Sin"xdx ja /cos”xda: (n € N).
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7.6 Algebralliset funktiot
1. Muunna integraali
4 4
(a) / V3r+4dr, (b) / xV3r +4dx
0 0

rationaalifunktion integraaliksi tekemilld sopiva sijoitus. Téssd tehtdvissi ei tarvitse
madrittdd integraalin arvoa, riittdd tehdd mainittu muuttujanvaihto.

2. Maidrita . )
1
(a) / ﬁdx, (b) / — .
3. Midriti

12 1 2 T

3
Pl Lzl
/ 3/ L dx
%x—l—l r—1

rationaalifunktion integraaliksi tekemélld sopiva sijoitus. Saatu tulos on sievennettiavi
muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelméin teko (itse osamurtokehitelméa ei

tarvitse tehdi).
/ 1 1+
dz.
24+4r+3V1—=x

1 1
—_— b d
(@) /\/m—xde’ ®) / 2 — 6x — 922 v

kayttdmailla nelidintid ja yhdistetyn funktion derivointikaavaa.

4. Muunna integraali

5. Mairitd

6. Mddrita

7. Miirita

V3 1
(a) / V4 — x?dr, (b) / Vo —x2dr.
3 0

8. Osoita, ettdi muotoa R(x,v/x2?+ 1) olevan funktion, missd R on rationaalifunktio,
integrointi voidaan aina palauttaa rationaalifunktion integroinniksi tekemilld sijoitus

t=x+Va2+1.
9. Mairita
| =
——dx
2 +1

kiyttamailld tehtdvin 8 sijoitusta t = z + Va2 + 1.
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10. Osoita, ettéd jos b* — 4ac > 0, niin muotoa R(x,vax? + bx + ¢) olevan funktion,
missd R on rationaalifunktio, integrointi voidaan aina palauttaa rationaalifunktion
integroinniksi sopivalla sijoituksella.
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