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2 Epaoleellinen integraali

Integrointivihje: Hyodynnd yhdistetyn funktion integrointisadntoa.

2.1 Integraalin suppeneminen

1. Maédrita

4 3 1
1 1 1
(a) / dz, (b) / ——dux, (c) / ———dx
o Vd—z o V9—3z 0o (1—2x)3
tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.
2. Maidrita

Pl 21 © 1
d b d d
Of = O et © ) at

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

3. Tutki, milld vakion p € R arvoilla epdoleellinen integraali

21
| oy
. z(log z)P

suppenee. Myonteisessd tapauksessa méadritd integraalin arvo.

4. Osoita, ettd integraalin
Tsinx

0 VT

epdoleellisuus on ndenndistd siind mielessd, ettd integroitava funktio voidaan muuntaa
Riemann-integroituvaksi médrittelemélld sille nollassa jokin arvo.

dz

5. Maiéritd

b4 21

d b —d
(21)/_556Jr4 , ()/O(x_l)Qx
tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

6. Maidritd

5 1 2

(a) / dx, (b) / tanx dr
0o L— 3 ™

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

7. Miiritd

| ’ 1
a —du, b dx.
()/_1\/1—4x2 ()/1 V—x?+4r -3
Vihje: —z? +4r —3=(z—1)3—xz)=1— (z — 2)%



8.

10.

Esitéd epédoleellinen integraali

0 1
————d
/0 25— 622+ 8z

Riemann-integraalien raja-arvojen summana.

Olkoon f sellainen jokaisella vilin [a, b suljetulla osavililld Riemann-integroituva
funktio, ettd epéoleellinen integraali

/a ’ f(a)dz

suppenee. Osoita, ettd jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen piste

c € la, b|, ettd
| ey

Olkoon f jokaisella vilin [a, b suljetulla osavililldi Riemann-integroituva funktio.
Oletetaan lisdksi, ettd jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen piste

c € la, b, ettd
| ey

aina, kun ¢ < 21, 29 < b. Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/a ) de

Vihje: Cauchyn suppenemisehto (lukujonoille).

<é€

aina, kun ¢ < z, 25 < b.

<e€

suppenee.

2.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

1.

2.

Tutki, suppeneeko epédoleellinen integraali

11
/2 dr .
o logx

Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kiyttden, suppeneeko epdoleellinen inte-
graali

"1+ cosx 214 cosz '3z +sinz




10.

. Osoita majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttien, ettd toinen epéoleellisista inte-

graaleista

S| L |
d ‘ d
/0 2ygr B /0 T+ /x ¢

suppenee ja toinen hajaantuu.

Osoita, ettd toinen epidoleellisista integraaleista

3 —X 3 —X
e e
dx ja /—d:l:.

suppenee ja toinen hajaantuu.

. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epioleellinen inte-

graali

L | ! 1
—d b ———dx.
(a)/o Jr +x v ( )/0 2 —tenlig

Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

r+1 '\/x + xsint
<a>/ ; o [ VEEIny g,
T —i—\/_ o X +sinx

1
/ e dr
0

. Osoita, ettid

hajaantuu, kun s < 0.

. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kédyttden, suppeneeko epéoleellinen inte-

graali

sin x

bl
(a)/o mdw, (b)/ \/—3—2\/de, ()/ I_IQ

Tutki, milld vakion s € R arvoilla epdoleellinen integraali
1
1
| o
o r¥log(x+1)
suppenee.
Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epidoleellinen inte-

graali
Larcsinz
——dx.
0TI

arcsin x
Vihje: Raja-arvo lim ———.
z—0+ T



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epidoleellinen inte-

1 1 e
do, ) [ oo @
1 o €% —cosx 0

graali

1

1
.

o ¢ —

Tutki, suppeneeko epédoleellinen integraali

@ / T sin (;%x)
0 T

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

: ]
/ - dx
o (sinx)p

suppenee tdsmilleen silloin, kun p < 1.

Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

1
1
@ /0 log(z2 + 1) dz,

Oletetaan, etté funktiot f ja g ovat jatkuvia ja f on ei-negatiivinen vililld [2, 5[. Osoi-

ta, ettd jos
lim g(x) =

T—5—

niin epéoleelliset integraalit

1
1

b d

()/0 vVsinx v

) /2log 1+\/_

sin x
e —

3,

[t [ i@

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vililld [0, 1[. Osoita, ettd epd-

oleelliset integraalit

[ [ e

suppenevat samanaikaisesti.

Oletetaan, etté funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vélilld |—1, 1[. Osoita, ettd epi-

oleelliset integraalit

QK;ﬂ@dw ao [

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

1

1

(12" f(x) do

r—1
¢ dx



18. Olkoon f sellainen vililld [0, 4] jatkuva funktio, ettd f(0) = 2. Tutki, suppeneeko
epdoleellinen integraali
4
/ A
0

19. Olkoot f: [a,b]— R ja g: [a,b]— R sellaisia ei-negatiivisia funktioita, ettid f ja g
ovat Riemann-integroituvia vililld [a, c| kaikilla ¢ € [a, b[ ja

lim @:A

z—b— ()
missd A € R ja A > 0. Osoita, ettd epdoleelliset integraalit

[rwa w [

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

Y

20. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali
"ogx % log(sin z)
@ [ o [T
0o VI 0 Ve

1
Vihje: Kun s > 0, niin lim 98~

z—o00 25

=0.

2.3 Itseinen suppeneminen

1. Osoita, ettd toinen epioleellisista integraaleista

1 1
cos(log x) i / cos(log x) g
0 Ve 0 x

suppenee ja toinen hajaantuu.

X

2. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

()/ 1+281n;d (b)/ esin(cotz) _
. v x3+3\/_

3. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

sin(log(2 — z)) / 22 + 5sin(tan z)
()/ 2—:15—1—\/2de (b) N dz.

4. Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/W(%W-ﬂ%%%)emﬂ
0 er +xr—1

dx

suppenee.



10.

. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

dz.

/l log(v/2 4 cos(1 + log z))
0 Vi —x

Tutki, suppeneeko epédoleellinen integraali

(a)/ \/m LS ) /1\%008'

tanx

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/ vV sin( COt(L’)d

T
tan sm x

suppenee.

. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, b] sulje-

tulla osavililld. Osoita, ettd jos epdoleelliset integraalit

/ab flz)dx  ja /abg(x) dx

suppenevat itseisesti, myos funktion f + g ep#oleellinen integraali vélilli [a, b] sup-
penee itseisesti.

Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia vilillé [a, |
kaikilla ¢ € ]a, b] ja epéoleelliset integraalit

/ab P)dr  a /ang(x) d

suppenevat. Osoita, ettd epdoleellinen integraali
b
[ ragta)do

Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, b sulje-
tulla osavililld. Osoita, ettd jos epdoleellinen integraali

/ () de

suppenee itseisesti ja g on rajoitettu vililld [a, b], niin epédoleellinen integraali

/  f(w)a(a) de

suppenee. Vihje: (f £ g)? > 0.

suppenee.



2.4 Integrointi yli 4drettoméan vilin

2.4.1 Integraalin suppeneminen

1. Médrita

o 1 < 1 o 1

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

0 1 o0 1 o 1
(a) / iz, (b / —dz, (c) / LS
0 r2+2xr+42 2 wlog”x s T24x—2

Myonteisessi tapauksessa médritd epdoleellisen integraalin arvo.

Vihje: (a): 22 +2z+2 = (z+1)*+ 1, (¢): Kunz > 2, niin -1 — =1 (-L; — L),

24x—2

3. Milld vakion k£ € R arvoilla epédoleellinen integraali

o
/ e~k da
0

suppenee? Miki on télldin epédoleellisen integraalin arvo?

4. Osoita, ettd

/°° arctan x 2
arctant . T
0 1+ a2 8

5. Olkoon f(x) sellainen funktio, ettd f’(x) on jatkuva kaikilla z > a ja

lim f(z) = f(a).

T—00

/aoo fl(x)dz = 0.

1

fla) = { =
(=DF -k, kunz € Z,.

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

| 1@

suppenee, ja maidritd epdoleellisen integraalin arvo.

Osoita, ettd

6. Olkoon
kuinz € R{\ Z,,



2.4.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kiyttien, suppeneeko epdoleellinen inte-

graali
*3x —sinz — 2 dr — 3
—d b d
(a)/l x3 “ ()/ B ysing 1"

. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epéoleellinen inte-

graali

 Jog (22 + 1) 4 © 9
(a) / log("+1) . @) / :H -dz, () / 2rCsT
1 X

x—i—Sln x

Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali

> tan g > 2 1
(a)/ an - i, (b)/ VI +J/rcosx + .
. T+ oy 2+ \/r+3

Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epidoleellinen inte-
graali

e e LY A LY A
(a)/2 x2+\3/x_+1dx, (b) dx (c) dx (a>1).

Osoita majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, ettd toinen epéoleellisista inte-

graaleista
o 1 o 1
/ ——dx ja / —dx
1 x+logx . x?2—logx

suppenee ja toinen hajaantuu.

Tutki, suppenevatko epéoleelliset integraalit

>~ 1 >~ 1
—dx ja / — dx.
] 1

®© 2e7 T cos’ x 3r
——dr < —.
0 x?+1 4

Osoita, etti

Olkoon funktio f(z) jatkuva kaikilla x > 1 ja
lim /()

= —2.
z—oo logx

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/ @) gy
1

10

suppenee.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Tutki, milld vakion a € R arvoilla epédoleellinen integraali

o
_pea
/e”’cdx
1

Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f(z) > 0ja g(x) > 0 kaikillaz > aja f sekd g
ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, oo suljetulla osavililld. Oletetaan li-
saksi, ettd

@)

m=—==0 ja / g(x) dx suppenee.

z=o0 g()
/a " o) du

Todista, ettd my0Os

Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f(z) > 0ja g(x) > Okaikillaz > aja f sekd g
ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, co] suljetulla osavililld. Oletetaan li-
siksi, ettd

suppenee.

suppenee.

lim @) = ja / g(z) dr hajaantuu.

/aoof(x)dx

Todista, ettd my0Os

hajaantuu.

Tutki epéoleellisen integraalin
dr. ()/‘”Zx—ksmx .

<341
@ [ o f e

suppenemista sekd kdyttien majorantti- ja minoranttiperiaatteita ettd kiyttden osa-
madritestid (lause 2.35).

Mairitd kaikki vakion s € R arvot, joilla epédoleellinen integraali

/ 2+ 3r+2

- dx
0 2x®+4x3+1
suppenee

Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

o 1
/ o
1 m%/sin%

11



21. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali

| > 1
(a) /1 sin — dz, (b) /1 oz + 4 —Togs)’

22. Osoita, ettd toinen epdoleellisista integraaleista

/100 (log(z+1) —logz)dz  ja /100 (log(z® + 1) — log(z?)) dx

suppenee ja toinen hajaantuu.

2.4.3 Itseinen suppeneminen

23. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

cos T *“4dcosx —3
—d b —d
()/ 22 +sin’z “ ()/1 x? *
24. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali
* ginz cos (
—d b dz.
(a)/l T+ /T “ ()/ :p2—2x+2 v

25. Osoita, ettd

/ e sinz da
1
26. Olkoon f(x) sellainen kaikilla = > 0 jatkuva funktio, ettd

[ st
/0 " f@)e e da

oo —tx o3
. e SN r
hm —dI = 0.

t—o0 - T

suppenee.

suppenee itseisesti. Osoita, ettd

suppenee kaikilla a > 1.

27. Osoita, ettd

28. Osoita, ettd jos epdoleellinen integraali

| 1w

| s@as| < [ s as

suppenee itseisesti, niin

12



2.4.4 Muut rajoittamattomat vilit

29. Midritd

3 1 1 1 0 )
(a) /_Oomdﬂf, (b) /_Oo\/6——q;dx’ (C) /_0026 dx

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

(a) /Oo eIl g (b) /OO - +1x2 dz, (c) /oo 2 d

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

30. Madritd

31. Olkoon a € R. Osoita, ettd

/ 1
de = .
o T2+ 2ax +a?+ 1

Vihje: 22 + 2az + a* = (v + a)>.

32. Osoita, ettd epidoleellinen integraali
& 2
/ e dx
—00

Vihje: Kiyti funktiota e 1*l majoranttina.

suppenee.

2.4.5 Rajoittamaton funktio ja dareton véli

33. Mairitd

()/me_ﬁd (b)/1 —d @ [
a x, x, c —dz
0 2Vx o V1—1x oo XP
tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

34. Esitd epdoleellinen integraali

© 1
—d
/_oon—élx v

Riemann-integraalien raja-arvojen summana. Osoita my0s, ettd epdoleellinen inte-
graali hajaantuu.

13



35.

36.

37.

38.

39.

40.

Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

e 1 &0 1
—d b - d=x.
<a>/0 — s ()/0 VoLl

Osoita minoranttiperiaatetta kdyttden, ettd epioleelliset integraalit

o 1 < 1
d j d
/0 r+T von /0 s+ a2

hajaantuvat.

Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali

(a)/1 xz—a:dx’ (b)/1 \/ﬁd% (C)/1 PR

Tutki, milld vakion p € R arvoilla epéoleellinen integraali
> 1
| sart
o rP(1+z)p
suppenee.

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

o0 _ : q
/ (x —sinx) " (g€ R)
0

xP

suppenee tismilleen silloin, kun ¢ + 1 < p < 3¢ + 1.

Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali

1
Q_ﬁdx.

© | _ 4sin?2 © 1 _ 9cos(l
(a)/ : sin de (b)/ cos(log x) .
o 3+ o 2Hr+x

14



3 Sarjateorian alkeita

3.1 Maairitelmia

1. Olkoon

ix_ 6 8 10 . 244
— T 34745 5.6 (n+2)(n+3) ’

missi
2n+4

(n+2)(n+3)

on sarjan n:s termi. Madritd termi xx, kun () p =0, (b)p=1,(c)p=3,(d) p = 5.

2. Tutkittavasta sarjasta tiedetdin, ettd jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen
vakio N € Z,, ettd sarjan osasummat 5, ja S,, toteuttavat ehdon

|Sn — S| < ¢

aina, kun n > N jam > N. Voidaanko timén perusteella osoittaa, ettd tutkittava
sarja suppenee tai hajaantuu?

3. Osoita osasummia tarkastelemalla, ettd sarja

> 1 1 > k
(a) —, (b) -, (©) —
;k(k:JrQ) ;l@—l ;(lﬁ—Fl)!

suppenee, ja madritd sarjan summa.

4. Osoita, ettd

5. Osoita osasummia tarkastelemalla, ettd sarja

= 1
log 1+ )
Z 08 +k
k=1
hajaantuu.

6. Olkoon S,, harmonisen sarjan n:s osasumma ja

T, = S, —logn (n€Zy).

Osoita, ettd lukujono (z,,) suppenee.!

'Lukujonon raja-arvoa kutsutaan Eulerin tai Eulerin-Mascheronin vakioksi (= 0, 5772 . .) ja merkitizn
usein symbolilla .

15



7. Anna esimerkki geometrisesta sarjasta, jonka summa on (a) 5, (b) 10.

8. Maiiritd sellainen vakio r € R, ettd
l+e +e +e¥ +--- = 0.

9. Mairitd pienin sellainen luku n € N, ettd

10. Osoita, ettd sarja

k=0
suppenee ja
0o 1 k
Z (=1) = arctanl = z.
— 2k +1 4

k=0

3.2 Perustuloksia

oo
1. Osoita, ettd jos z > 541 > 0 kaikilla & € Z ja sarja Z Ik, suppenee, niin
k=1

lim kx, = 0.
k—o0
Vihje: Hyodynnd Cauchyn suppenemisehtoa (osasummien jonoon).
2. Osoita, ettd jos x;, > 0 kaikilla k¥ € Z ja sarja
D
k=1
suppenee, niin joukossa {x | k € Z, } on suurin luku.

3. Tutki, suppeneeko sarja

—~ k = 5k2 —1 -
@ Y g ® > e ) Y (VR Rk
k=1 k=1 k=1

4. Osoita, ettd sarja

WS-, m Y e A
n=1 ’ n=2 (log n)%7 n=1 <2n)'

hajaantuu.

16



10.

. Olkoon a € R. Osoita, ettd sarja

o0

§ eaflmr

k=0

suppenee, ja madritd sellainen vakion a arvo, ettd sarjan summa on 1.

Tutki, suppeneeko sarja

0 2k+1 + 3k+2 34+ 2k & 2k+2 4. (_1)k
(a) Z g4k (b) Z 3k+2 7 © 3k+1 :
k=0 k=0

Myonteisessd tapauksessa madritd sarjan summa.

Osoita, ettd

i 2"+ n?+n _
n+l
“—~ n(n+1)2"*

. Oletetaan (kurssilta Analyysi A) tunnetuksi, ettd

°01

Mairitd tdmén tuloksen avulla sarjan

k-1 k+1 (k=1 (k+1)
(a) Z—k! : (b) Z—k! : © Y o
k=2 k=2 k=2

Tutki, suppeneeko sarja

0 k 2k+3+3k 1 3k+1—|—/€
(a) ;W2cos(k7r), (b) Z . (© Zk—gk

Myonteisessd tapauksessa médritd sarjan summa.
Osoita, ettd jos sarja
1 +sink
D g
k=0

suppenee, niin sarjan summa on korkeintaan 2.

17



3.3 Positiiviterminen sarja
1. Osoita lausetta 3.12 kiyttden, ettd jos xy, yr > 0 kaikilla & € Z ja sarjat
ook D m
k=1 k=1

suppenevat, myos sarja

0
E LYk
k=1

suppenee.

3.3.1 Integraalitarkastin

2. Tutki integraalitarkastinta kdyttden, suppeneeko sarja

= k =k = k?
@) Z (k2 +1)2 (b) Z k2 _ 1’ © Z ek®
k=1 k=2 k=1
3. Tutki, milld vakion p > 0 arvoilla sarja
- 1
“— n(logn)

suppenee.

4. Osoita, ettd sarja

o0

1
Z nlogn (loglogn)p

n=27
suppenee, kun p > 1.

5. Tutki, suppeneeko sarja

o0

> - ! (ke Z.).

(logmn)(loglogn)--- (log---logn)
= k kpl
p

YlI4 oletetaan, ettd N on niin suuri, ettd log - - - log n on miiritelty.

6. Tutki, milld vakion a > 0 arvoilla sarja

00
E : alog n
n=1

suppenee.

Vihje: Muunna sarjan termi n:n potenssiksi.

18



7.

Osoita, etti

NN

> 2 s m > 1
< = b) — < <
(a);wﬂ 2’ ()4—;@“—

3.3.2 Majorantti- ja minoranttiperiaate

8.

10.

11.

12.

13.

Tutki sekd kéyttden integraalitarkastinta ettd kiyttden majorantti- tai minoranttiperi-
aatetta, suppeneeko sarja

= 1 =~ 1 — 2k
@ > 5T ®) Z(k+1)2’ © > i
k=1 k=1 k=1
Osoita, ettd toinen sarjoista
k2 +cos(km + k) +1 _ 2\ 2k —cos(k*r + k) — 1
> o > 5
k=1 k=1

suppenee ja toinen hajaantuu.

Osoita, ettd toinen sarjoista

n=2

suppenee ja toinen hajaantuu.

Tutki, suppeneeko sarja

o0

3n + 2 > 1 > —6
a g —_, b E —_— C g .
@ o+l © “— log(n + 2) © £~ /16n° + 3n7 + 2

Osoita, ettd toinen sarjoista

i\/rH—l—\/n—l . i\/n—l—l—\/n—l

ja

Vn n

n=1 n=1

suppenee ja toinen hajaantuu.

Tutki, suppeneeko sarja

in(2?) dz, b /—d.
(al);/0 sin(z®) dx ();:;0 mx
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Osoita, ettd sarja

22n(n!)? = (2n)!
(a) Z TES ;2%(711)2’ (©) Z

nln

hajaantuu.

Osoita, ettd jos a; > ar1 > 0 kaikilla £ € Z, niin sarjat

oo oo
Yo  ja ) @
k=1 k=1
suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

Tutki, suppeneeko sarja

S 1
(a) nz:;arctanﬁ, (b) Z/ 1+x2

. . . arctanz
Vihje: Raja-arvo lim ———.
x—0 x

Tutki, milld vakion p € R arvoilla sarja

suppenee.

Osoita, ettd sarja

suppenee, jos lim z, = 2.
k—o00

Osoita, ettd sarja

hajaantuu, jos lim x; = 2.
k—o0
Olkoot (a,,), (b,) ja (¢,) sellaisia lukujonoja, ettd

lim a, =2, limnb,=2 ja lim(n+a,)
n— 00 n— 00 n—00

Tutki, suppeneeko sarja
@ ) b, ® .
n=1 n=1

20
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21. Osoita, ettd jos lim kxp = A > 0, niin sarja
k—o00

oo
D
k=1
hajaantuu.

22. Osoita, ettd jos on olemassa sellainen ky € Z, ettd x;, > 0jay, > 0 kaikilla k > kg,
jasellainen A € R, ettd

Ty
lim — = A,
k—o0 Yk
niin sarjat
oo o
g Ty ja E Yk
k=1 k=1

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

3.3.3 Osamaaritarkastin

23. Tutki sekd kiyttden majorantti- tai minoranttiperiaatetta ett kiyttden osaméairitar-
kastinta, suppeneeko sarja

oo 1 o0 s
(a) ;mv ()23k+1 ()ZQk—f—k

24. Osoita, ettd jos on olemassa sellainen kg € Z, ettd z;, > 0 ja

1
Lh+1 > 1--

Tl k

kaikilla & > kg, niin sarja 220:1 xx, hajaantuu.

25. Tutki osamédritarkastinta kdyttden, suppeneeko sarja

>, 3[k/2] 3+3+32+32+33+33+
4k 4 42 743 T 44 45 46

26. Tutki, voidaanko sarjan

0 glk/2]
>
k=1

suppeneminen osoittaa osamédratarkastinta kdyttden. Osoita my®0s, ettd sarja suppe-
nee.
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27.

28.

29.

30.

Tutki, voidaanko sarjan
S (VEta-vE) (@ #0)
k=

1

suppeneminen tai hajaantuminen selvittdd osaméaéritarkastimen avulla.

Tutki, suppeneeko sarja
=k = k! X e = 5k
@ D> o O D @Y et @Y
k=1 k=1 k=1 k=1
Tutki, milld vakion p > 0 arvoilla sarja

[eS)
> 7"
n=1

suppenee.

Tutki, suppeneeko sarja
X 9nlogn

= n"(2n)! = 2"(n +1)!
@3 G O X T © X

n=1 n=1

Vihje: lim (1+1)" =e.

n—oo

3.4 Vuorotteleva sarja

1.

2.

3.

Tutki, suppeneeko sarja

k

— (-1 — (- -k ) 12k+3
(a) ;M()gk, (b) ;ﬁ ©) Z

Osoita, ettd sarja

= _, 227(n!)?
2 - (2n(—i- i)!

n=1

suppenee.

Tutki, suppeneeko sarja

00 )1 -k cos7r—2arctank; -
b
@ Z k;+1000  ® Z O Z

H
T
Jn

22



. Osoita, ettd sarja

suppenee.

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi luvun 3.1 tehtdvin 6 raja-arvotuloksen.

. Olkoon f sellainen vilillé [0, 1] jatkuva funktio, ettd f(0) = 2. Osoita, ettd sarja

g cos (n) /0 " o) do

suppenee.

. Osoita, ettd

DO | —

= (=)t =1
S =i

. Maédritd sellainen luku n € Z ., ettd sarjan

0 —1)k+1
y =)

k=1

jaannostermi R, on varmasti pienempi kuin 0,01, kun (a) s = 1, (b) s = 2, (c) s = 3.

. Osoita, ettd sarja

SI
2k —1
k=1
suppenee, ja midritd jokin sellainen vakio n € Z,, ettd jos sarjan osasummas-

sa on vihintddn n termid, niin osasumman arvo eroaa sarjan summasta vihemmén
kuin 0,01.

. Osoita, ettd
oo

_1\k
3 _SN(CDE 0
720 © & (2k) T 720

IN

. Tutki, suppeneeko sarja

to— ot

i (—1)k1 S S S
2k + (=1)*k 6 3 12 5 18

k=1
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3.5 Itseinen suppeneminen

1. Tutki sarjan
L (—1)kt cos( 2 — 1) cos(km)
b
@ ; si—2 ® Z k+2 O Z 3k + 5k + 1

suppenemista ja itseistd suppenemista.

2. Osoita, ettd sarja

i (k + 2) cosk + sin(k3 + 1)

3
pt k?+3
suppenee.
3. Osoita, ettd sarja
i (—1)"logn
n
n=2
suppenee ehdollisesti.
4. Tutki sarjan
)" logn 1)t
(a)z 2 +3 7 ()Zloge"—i-e")

suppenemista ja itseistd suppenemista.

5. Tutki sarjan

Z(—l)k sin z

k=2

suppenemista ja itseistd suppenemista.

6. Osoita, ettd sarja

0 1 n
S
vt o 1+e”

suppenee ehdollisesti.

7. Osoita, ettd sarja

= (2n)!
@ ; (—2)n(n)2’ ®) Z on log n”)

hajaantuu.
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10.

. Osoita, ettd jos sarjat

Z T ja Z Yk
k=1 k=1

suppenevat ja ainakin toinen niistd suppenee itseisesti, myos sarja

0
E LYk
k=1

suppenee.

Osoita majoranttiperiaatetta kdyttden, ettd jos sarjat
oo o0
2 . 2
POE D B
k=1 k=1
suppenevat, niin sarja

00
E Tk Yk
k=1

suppenee (itseisesti).

Vihje: Tarkastele sarjaa, jonka termi on ¢, = max{z?,y7} (k € Z).
Todista, ettd jos sarjat

dak o Du

k=1 k=1

suppenevat ja p > 2, myos sarja

Z(fk - yk)p

k=1

[e.9]

suppenee.

Vihje: Voit olettaa tehtidvin 9 tuloksen tunnetuksi.
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4 Funktiosarjoista

4.1 Funktiosarjan suppeneminen

1. Tutki luvun 4.1 esimerkkejd hyddyntéden, suppeneeko sarja

Z 2n+1 + ( 3)n+3
— n 3"
2. Tutki luvun 4.1 esimerkkisarjojen suppenemistuloksia hyddyntiden, milli muuttujan x
arvoilla sarjat

> (22 — 3)k , . (2 — 3x)k
2. D T
k=1 k=1

suppenevat.
3. Osoita, ettd sarja
Suy
292n
—n 2
suppenee tismilleen silloin, kun x € [—2, 6].

4. Tutki, milld muuttujan z arvoilla sarja

> (20 +1)" = (4o +1)"
(a) ;T’ (b) ;T
suppenee.

5. Osoita, ettd sarja

S (WET - V)

oo
k=1
suppenee vain pisteessd = 0.
6. Maddritd sarjan
o0
E sin )
k=0
summafunktio valilla | -7, 71.

7. Tutki, milld muuttujan x arvoilla sarja

o0 r2n .
(a) ZlnT (b) Zn ,

suppenee.
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10.

. Tutki, milld muuttujan x arvoilla sarja

=1 2z —1\" > 1
b
(a);3n—|—1<aj+3> ’ ();Hx%
suppenee.

Osoita, ettd sarja

suppenee tidsmilleen silloin, kun x > 1.

Osoita, ettd jos uy(x) > 0 kaikilla z € R ja kaikilla & € N, niin sarjat

Z log(1 + ug(x)) ja Z ug ()

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti (kaikilla x € R).

4.2 Sarjan tasainen suppeneminen

1.

Todista, ettd jos sarja
o0
D uk()
k=0

suppenee tasaisesti vileilld [a, b] ja [b, c], niin sarja suppenee tasaisesti myos vélil-
14 [a, .

Todista, ettd jos sarjat

Zuk(x) ja Zwk(aﬁ)

suppenevat tasaisesti vililld 7, my0s sarja

> (un(@) + wi(w))

k=0

suppenee tasaisesti valilla /.

. Osoita, ettd sarja

k=1

suppenee tasaisesti vililld [a, o[ (a > 0).
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10.

Osoita, ettd sarja

—~ nx +1

suppenee tasaisesti vilill [1, 2].

. Olkoon b > 0. Osoita, ettd sarja

—1)*
Z( ) k3 4+«

k=0
suppenee tasaisesti vililla |0, b].
Osoita, ettd sarja
D ()1 )
n=1

suppenee tasaisesti valilld [0, 1].
Osoita, ettd sarja
o0 oo k
—kx x
@ Y e ®) >
k=1 k=0

ei suppene tasaisesti vililld |0, ool.

. Olkoon [ jokin reaalilukuvili. Osoita, ettd jos uy(x) > wupyq(z) kaikilla x € [ ja

kaikilla £ € N ja jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku ky € N,
ettd |uy(x)| < € kaikilla x € [ ja kaikilla k > kg, niin sarja

> (1) ug(x)

k=0

suppenee tasaisesti valillad /.

Osoita, etti jos funktio g on rajoitettu ja sarja » .-, uj(z) suppenee tasaisesti vilil-
14 [a, b], my0s sarja

suppenee tasaisesti vililli [a, b].

Osoita, etti jos wi(x) > 0 kaikilla z € [a, ] ja kaikilla k € N ja sarja ), wy(z)
suppenee tasaisesti vililld [a, b], my0s sarja

o0

Z em_mek(x)

k=0

suppenee tasaisesti vélilli [a, b].
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Perustele, miksi Weierstrassin M-testin avulla ei voida osoittaa, ettd sarja
k:2 + k3 k:3 sin

suppenee tasaisesti vililld [0, 7r].

Osoita, ettd sarja

- 1 =, arc tan (kz) k+2sinz
@ ZxQ—l—/{:Q’ ®) Z 2k ’ © Zk4+81nx
k=1

k=0

suppenee tasaisesti joukossa R.

Osoita, ettd sarja

o0

k:—l—l sin(z + k) 2cosx + ksinz
<>Z . ()Zkuk , ()Z_kuk%m%l&

suppenee tasaisesti vililld [0, col.

Osoita, ettd sarjat

> k 2k . o (_1)kx2k+1
Z D D T
— £~ (2k +1)!

suppenevat tasaisesti jokaisella dérelliselld vililli [a, b].

Olkoon b > 1. Osoita, etti sarja

= log (k*z)
>~
k=1

suppenee tasaisesti vililld [1, b].
Osoita, ettd sarja

- (—1)* k + arctan(k + x)
7 b
@ §2k+kx+l’ ®) Z k3 —k+x

suppenee tasaisesti vililld [1, oo].

Osoita, ettd sarja

suppenee tasaisesti valilli [0, 1].
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18. Tutki, suppeneeko sarja

2 k(1 + ka?)

k=1
tasaisesti valilld [0, 2].

19. Tutki, suppeneeko sarja

oo
E 1’267’”

k=1
tasaisesti vililld [0, co.
20. Osoita, ettd sarja
= log(1 + kz?)
>
k=1

suppenee kaikilla € R ja ettd suppeneminen on tasaista vililld [—b, b] (b > 0).

4.3 Tasaisen suppenemisen seurauksia

4.3.1 Summafunktion jatkuvuus
1. Osoita, ettd funktio
—ka? 2.1+ 2sin (kz + arc tan z)

(@ f(z) = Ze 2 (b) f(z) = 3k
k=1

k=1

on jatkuva kaikilla x € R.

2. Osoita sarjan summafunktiota tarkastelemalla, ettd sarja

o0

> 2Rkl - 2x)

k=1

ei suppene tasaisesti vililli [0, 1].

3. Osoita sarjan summafunktiota tarkastelemalla, ettd sarja

Z _1 _1
(x2k+1 J— x2k—1)

00
k=1

ei suppene tasaisesti vililld [0, 1].

4. Mairita

[e.9]

) 1
2 Z(k+1)(k+x)'

k=1
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5. Osoita, ettd funktiolla

on ainakin yksi nollakohta.

Vihje: Bolzanon lause.

4.3.2 Sarjan integrointi

6. Todista, ettd jos funktiot u;(x) ovat jatkuvia vililld [0, 1] ja sarja f(z) = >/, uk(2)
suppenee tasaisesti vililld [0, 1], niin

Jim Oli(iuk(l«)) ar = [ f)dr.

7. Mairita

0 2 0
(a) / ( COS /{J.I)) d.T, (b) / (Z ke—kx) dax
L N =1

8. Osoita, ettd
3 & 1 1
— _dr = =.
/2 (,;(Hk)z) T3

" (o= (2n 4 1) sin(z + 2n7) 1
[ (B g -5

n=1

9. Osoita, ettd

10. Osoita, ettid jos

up(z) = 2" (1 —2)(KP*x — (k- 1)?) (keZ,),

/01 (iw(m)) d +# i/oluk(l’)dl‘

Miti voit péitelld integroitavan sarjan tasaisesta suppenemisesta vélilli [0, 1]?

niin

11. Osoita, ettd
1, 0o 1
/ (Z(l — xz)xk> dr = Z/ (1 — 2?)z" du,
0 Ng=o k=00

vaikka integroitava sarja ei suppene tasaisesti vililld [0, 1] (ks. monisteen esimerk-
ki 4.13).
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12.

13.

Miiritd funktion log(1 + z) sarjaesitystd hyddyntéen sarjan
i S
k
k=1

summafunktio vililld [—1, 1].
Mairitd sarjan

(-
>

00
k=1

summa.

4.3.3 Sarjan derivointi

14.

15.

16.

17.

18.

Osoita, ettd funktio
o0
T
) = arc tan (—)
f(@) g -

on derivoituva kaikilla z € R.

Osoita, ettd funktio

f(x) Z log (nn2+x )

on derivoituva kaikilla = € R, ja médrita f/(0).

Mairité sarjan termeittiin derivointia hyddyntiden funktion

k=1

derivaatta pisteessd x = 1. Osoita my®0s, ettd termeittdin derivointi on sallittu.

Osoita, ettd funktio

k=1
on derivoituva ja silld on ainakin kaksi derivaatan nollakohtaa vililld |0, 27].

Vihje: Rollen lause.

Osoita eksponenttifunktion sarjaesitystd hyodyntéden, etti

> k2gk
k!

= (2 +2)e”
k=1

kaikilla z € R.
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19. Maiiritd sarjan

oo

1
D 5

k=1
summa.

20. Osoita eksponenttifunktion sarjaesitystd ja majoranttiperiaatetta hyodyntien, etti sar-

]a
=1

suppenee, kun a > 1.
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S Potenssisarjoista

5.1 Maiaritelma

1. Maédrita potenssisarjan

) [e%S) 1
§ CLk.I‘k § :_ 2n

4n
k=0 n=1

kertoimet ag, a1, as, . . ., ja tutki, missé pisteissd potenssisarja suppenee.

2. Mairitd potenssisarjan

[e.e]

e 3.7,‘ 4 3 2n+1
e = 3o e
k=0 g

n=

keskipiste c ja kertoimet ag, ay, as, . ..
3. Osoita, ettd tehtdvin 2 potenssisarja suppenee kaikilla z € R.

4. Osoita, ettd potenssisarja

suppenee tismdlleen silloin, kun x € [—1,1].

5. Tutki, milld luvuilla @ > 0 pétee, ettd potenssisarja

o0 o0

(a) 23%’“ (b) Z %xk

suppenee vililld | —a, af.

6. Osoita, etti jos potenssisarja Y .-, axz"” suppenee pisteessd r > 0, niin potenssisarja

suppenee kaikilla x € R.

7. Olkoon a; > 0 kaikilla & € N. Osoita, ettd jos potenssisarja Y - , axz"” suppenee,
kun |z| < 1, ja hajaantuu pisteessd x = 1, niin

(e.)
lim g apx” = oo
r—1—

k=0
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8. Olkoon
00
Z akxk
k=0
potenssisarja, joka suppenee pisteessid x = 2 ja hajaantuu pisteessd x = 6. Voidaanko
ylld olevan tiedon perusteella osoittaa, ettd tarkasteltava potenssisarja suppenee tai

hajaantuu, kun (a) x = 1, (b) x = -7, (¢c) v = 4?

9. Tutki, missd pisteissd potenssisarja

Z ap(x — 2)*

suppenee, kun >/, a; on ehdollisesti suppeneva vuorotteleva sarja.

10. Olkoon p(y) = ay® + by + c jokin toisen asteen polynomi (a, b, ¢ # 0). Osoita, etti

potenssisarja
> plk)a*
k=0
suppenee tismilleen silloin, kun |z| < 1.

5.2 Potenssisarjan suppenemisside ja -vili

1. Potenssisarjasta

o0

E CLkZL‘k

k=0
tiedetiddn, ettd sen suppenemissidde on 3. Voidaanko ylld olevan tiedon perusteella

osoittaa, ettd tarkasteltava potenssisarja suppenee tai hajaantuu, kun (a) x = 2, (b)
r=-3,(c)xr=—4?

2. Anna esimerkki potenssisarjasta, joka suppenee ehdollisesti suppenemisvilinsd mo-
lemmissa pédtepisteissa.

3. Anna esimerkki potenssisarjasta, joka suppenee ehdollisesti suppenemisvilinsi toi-
sessa paitepisteessd ja itseisesti suppenemisvélinsi toisessa padtepisteessd, tai osoita,
ettd tdllaista potenssisarjaa ei ole olemassa.

4. Olkoon potenssisarjan y -, ax* suppenemisside 2. Midritid potenssisarjan

o0 o0 o0
@ Y apc'd¥, 0 Y a™, () ) apt"
k=0 k=0 k=0

suppenemissdade (c € Ry, n € Z,).
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10.

11.

. Olkoot Ry ja Rs (jérjestyksessi) potenssisarjojen

o0 o0

. 2
E CLk{L'k ja E akxk
k=0 k=0

suppenemissiteet. Osoita, ettd jos 1 < R < 0o, niin Ry = 1.

Vihje: Huomioi itseinen suppeneminen.

Olkoon R potenssisarjan

o0

St
k=0
suppenemisside. Osoita, etti jos b > R, niin joukko {a,b* | k € N} ei ole rajoitettu.
Mairitd potenssisarjan
oo
St
k=0

suppenemissidde, kun tiedetdén, ettd klim ar, = 0 jasarja ) .- a; hajaantuu.
—00

Olkoon 98 < A < 99. Médritd potenssisarjan

oo
E akxk
k=0

suppenemissidde, kun lim a; = A.
k—o0

Olkoon o« = 0,aiasas . . . irrationaaliluvun « desimaaliesitys. Mairitd potenssisarjan

o

suppenemisside.

Olkoon IR potenssisarjan

suppenemissidde. Osoita, ettd jos R > 1, niin joukko {a; | £ € N} on rajoitettu.
Piteeko tulos, jos R = 1?7

Olkoon IR potenssisarjan
> ot
k=0
suppenemissdde. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epatodeksi, ettd jos (a) R = 1,

(b) R < 1, niin on olemassa sellainen m > 0 ja sellainen ky € N, ettd |ax| > m
kaikilla & > k.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Mairita potenssisarjan
= gk
2%
suppenemissdde sekd tutkimalla sarjan suppenemista pisteissd © = 1 jax = —1 ettd
kayttamalld monisteen lausetta 5.10.

Mairitd potenssisarjan

@ > 2t ) Y et @ D ket @ Z(4k>+1
k=1 k=1 k=1

k=0

suppenemisside.

Mairita potenssisarjan
oo
g nPx"
n=1

suppenemissdde ja tutki sarjan suppenemista suppenemisvélin péddtepisteissd vakion
p € R eri arvoilla.

Anna esimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemissidde on 5. Onko mahdollista, ettd
sarja suppenee suppenemisvilinsd molemmisssa péddtepisteissi.

Anna esimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemissdde on 8 ja joka suppenee sup-
penemisvilinsd molemmisssa péétepisteissi, sekd esimerkki potenssisarjasta, jonka
suppenemissdde on 8 ja joka hajaantuu suppenemisvilinsd molemmisssa pédtepis-
teissa.

Mairitd potenssisarjan

= (n)* < (-1 <
(a) ; (3n)!$ , (b ;mx ., (© ; 2 nsm<%)x
suppenemisside.

Mairitd potenssisarjan

() i 3" 1og(1 n %)ﬂ (b) i 3" log (3" + 3%") 2"

n=1 n=0

suppenemisside.
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19. Maiiritd potenssisarjan
nl(n+1) - 1 n.mn
(a) ZWw , (b) > nl(er —1)"x
n=1 n=1

suppenemissade.

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi raja-arvotuloksen lim n”(e% — 1" =/e.

n—oo

20. Madritd potenssisarjan
N (D"
— " b — " €eR
(a) ;1(\/”+ vn)x (b) n§1 o L (PER)
suppenemisside.

5.3 Potenssisarjan maarittelema funktio

1. Tutki, milld luvuilla @ > 0 pitee, ettd potenssisarja

(@) Y 3ka* b > ikx’f
k=0 k=0 3

suppenee tasaisesti vélilld [—a, al.

2. Anna esimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemissidde on 1 ja joka suppenee tasai-
sesti valilld [—1, 1].

3. Anna esimerkki potenssisarjasta
e.¢]
>
k=0
jonka suppenemisside on 2 ja joka ei suppene tasaisesti vililld |—2, 2[.
4. Osoita, ettd arkustangentin sarja
i (_1)k x2k+1
pr 2k+1

suppenee tasaisesti vililld [3, 1].

5. Osoita, ettd

Np I Gt A
;(2k+1)3k - 2V3]

0
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10.

1.

2.

Mairitéd funktion
= 1
)= 3
k4k
k=1
derivaatta pisteessd x = 1.

Osoita, ettd

- 1
(a) kz_o(kﬂ)x’f:(l_xQ, (b) Zk+ )(k 4 2)z

kaikilla z € |—1, 1].

Mairita funktion

_OO n _Oon+1 2n

derivaatat f(2919(0) ja £(2029)(0).
Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f, ettd
f(0)=3 ja f™0) = n Vn > 1.
Miiritd myos f(1) ja f(2).
Mairiti sellainen rationaalifunktio f, ettd

f™0) = 2"n!  V¥YneN.

5.4 Taylorin sarja

Olkoon f sellainen funktio, etta
|f ()] < 2"

kaikilla x € R ja kaikilla n € Z. Osoita, ettd funktion f Maclaurinin sarja esittdd
funktiota f kaikilla x € R.

Olkoon f sellainen funktio, ettd

n!

() (
1@ < 5

kaikilla x € R ja kaikilla n € Z,. Osoita, ettd funktion f Maclaurinin sarja esittdd
funktiota f kaikilla z € |—3, 3.
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10.

. Madrita funktion

1
f(l’):m

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

Mairita funktion

(@) f(z)=e?", (b) f(z) =2, ©) flz)=2ze" !

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

. On melko helppo osoittaa, ettd

: 2 - (_1)k 22k+1 2k+2
SIn”r = Z ml’ Vl’ € R.
k=0

Osoita ylld olevaa tulosta ja funktion sin x Maclaurinin sarjaa kiyttien, ettd

2sinx cosx = sin2x Ve € R.

Maariti funktion

@ flz)=

x
1 — 24

. () f(x) =27 Sin(%), (c) f(x)=1log(l — 2x)

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

. Midrité funktio, jonka Maclaurinin sarja vililld [—1, 1] on

ZOO (D" sk
xr .
k= k

1
Miiritd funktion
(a) f(x) = cos(2z?), (b) f(z) = arctan(3x)

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

Mairita hyperbolisen sinin eli funktion

xZ —ZX

e’ —e
sinhz =
2
Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.
Mairitda hyperbolisen kosinin eli funktion
e +e®
coshzx = —5

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Miriti derivaatat £(2°19)(0) ja f2020(0), kun f(z) = arc tan .

Miriti derivaatta % (0), kun

e"—1—-x
, kunx # 0,
fa) =4 ’
3, kunz = 0
Miritd derivaatat £2°19)(0) ja £(2020(0), kun
sin x
, kunz # 0,
flx)=q
1, kun z = 0.
Mairitd potenssisarjaesitystd kdyttden raja-arvo
. arctanx . 1> e 222 - 211
(a) lim — (b) lim T (c) lim 1 :
Madiriti potenssisarjaesityksid kiyttden raja-arvo
(@ lim sin x — arc tanx’ (b lim (e** — 1) log(1 + x?)
=0 22log(l + z) 20 (1 — cos3z)?
Mairitéd potenssisarjaesityksid kdyttden raja-arvo
— si 1 1 log 2
(@ lim — 22 () lim (— _ ) (©) lim &%
=0 2°CoST z—0 \x  sInx =1 x —1
Mairita potenssisarjaesitystd kdyttden raja-arvo
Y 2 N Y 9
(a) lim 5/0 (1—e)dt, (b) lim F/o sin (2t%) dt.

Oletetaan, ettd Maclaurinin sarja
flz) = F0)+ ) axat
k=1

esittdd funktiota f pisteen x = 0 jossakin ympéristossd ja ko > 0 on pienin indeksin k
arvo, jolle a; # 0. Osoita, ettd jos kg on pariton, niin piste z = 0 ei ole funktion f
paikallinen &dériarvokohta.

Maiiritd integraalin
1
/ sin(2?) dx
0
likiarvo siten, ettd virhe on itseisarvoltaan pienempi kuin 10~%.

Mairitd funktion cos x likiarvo pisteessd x = L siten, ettd virhe on itseisarvoltaan

2
pienempi kuin 107%,
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