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1 Lukuteoriaa

Lukuteoria on karkeasti sanottuna matematiikan osa-alue, joka kasittelee kokonaisluku-
jen ominaisuuksia. Téssd monisteessa paneudutaan varsinkin jaollisuuden problema-
tiikkaan.

Kokonaislukujen joukkoa merkitsemme symbolilla Z. Kaikki taman pykalan luvut ovat
kokonaislukuja ellei toisin mainita.

1.1 Jaollisuus

Maaritelma Luku a on luvun b tekija (eli luku b on jaollinen luvulla a eli luku a
jakaa luvun b), jos on olemassa sellainen ¢ € Z, ettd b = ac.

Merkinta Jos luku a on luvun b tekijé, niin merkitddn a | b. Muussa tapauksessa
afb.

Esimerkki 1.1.1 On helppo todeta, ettd 3 | 6 ja 3 | 7. Mitkad ovat lukujen 6 ja 7
kaikki tekijat?

Esimerkki 1.1.2 Todista, ettd n | 3 ¢ aina, kun n on pariton kokonaisluku.
i=1

Esimerkki 1.1.3 Todista, ettd a | 0 ja 1| a aina, kun a € Z.

Lause 1.1.1 Oletetaan, ettd a, b, ¢ € Z. Silloin
1)albalc=alb+c,
2) alb,alc=alb—c,
3) alb, c|d=ac|bd,
)

4) a|b=a|bd.

Todistus 1) Oletetaan, ettd a | b ja a | ¢. Silloin on olemassa sellaiset e ja f, ettd
b=aejac=af. Niinollen b+c=ae+af =ale+ f). Siisa | b+c.
2-4) Harjoitustehtava. O

Lause 1.1.2 Oletetaan, etta a, b, c € Z". Silloin
1) ala,

2) a|bbla=a=0,



3) alb,blc=alc.

Todistus Harjoitustehtava.

Huomautus Lauseen 1.1.2 mukaan jaollisuusrelaatio | on osittainen jarjestysrelaatio
joukossa Z*.

Huomautus Lauseen 1.1.2 kaavaa 2 voi kayttaa lukuteoreettisten yhtaloiden todis-
tamiseen. (Vrt. joukko-opissa A = B < A C B, B C A ja logiikassa (p < q) < (p =
4.9 = p).

Esimerkki 1.1.4 Todista, etta

1) a|b,a|c=a|zb+ycaina, kun z, y € Z,
2) a|bcld®a+c|b+d,

3)albyafc=al|b+e,
)

4) a|(=a).

1.2 Suurin yhteinen tekija

Maaritelma Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on # 0. Silloin ¢ on
lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji (syt), jos

1) cla,c|bja

2)dla,d|b=d<c.
Merkinta Lukujen a ja b suurinta yhteista tekijaa merkitdan symbolilla (a, b), syt(a, b)
tai ged(a, b). Huom. (a,b) = (b, a).

Huomautus Lukujen suurin yhteinen tekija (syt) on aina olemassa ja on yksi-
kasitteinen.

Huomautus 1) Syt:n méaritelmén mukaan (a,b)|a ja (a,b)b.

2) Kohdan 1 ja lauseen 1.1.2 kohdan 3 perusteella ¢|(a,b) = c|a,c|b. (Lauseen 1.3.5
seurauksen 1 mukaan edellinen kaava on voimassa kéénteisestikin.)

Esimerkki 1.2.1 On helppo todeta, etté (6,9) = 3. Miké on (6, 16)7

Esimerkki 1.2.2 On helppo todeta, ettd (0,a) = |a| (a # 0) ja (1,a) = 1 aina, kun
a € Z.



Esimerkki 1.2.3 Todista, ettd (a,a + 1) = 1 aina, kun a € Z.

Huomautus Pykalissa 1.3 ja 1.7 esittelemme menetelmia, joilla syt voidaan maarittaa
mekaanisesti.

Maaritelma Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, jos (a,b) = 1. Kéytetddn myds
sanontaa keskendan jaottomia.

Lause 1.2.1 Oletetaan, ettd a,b > 0. Jos (a,b) = ¢, niin a/c ja b/c ovat kesken#én
jaottomia.

Todistus Harjoitustehtava.

1.3 Jakoalgoritmi

Lause 1.3.1 (Jakoalgoritmi) Jokaista lukua a ja b (# 0) kohti on olemassa sellaiset
yksikdsitteiset luvut q ja r, ettd

a=bq+r, missd 0 <r <|b|.

Huomautus Lukua a sanotaan jaettavaksi, lukua b jakajaksi, lukua q osamadrdksi ja
lukua r jakojddnnokseksi. Usein merkitadn r = amodb (vrt. § 1.9).

Lauseen 1.3.1 todistus Olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja, ettd b > 0. (Tapaus
b < 0 kasitelladn vastaavasti.) Todistetaan ensiksi, ettd lauseen 1.3.1 mukaiset luvut ¢
ja r ovat olemassa. Merkitaan
a
-[2)

missé [a/b] on suurin kokonaisluku, joka on < a/b, ja merkitdén

r=a—bq.
Koska
To1< [q —g<?
b b 1=
niin
a—b<bg<a.
Téaten

0<a—bg=r<h.
Nain olemme todistaneet, ettd lauseen 1.3.1 luvut ¢ ja r ovat olemassa.

Todistamme toiseksi, etta luvut ¢ ja r ovat yksikésitteiset. Oletamme, etta

a=0bd +1r, 0<r <b.



Silloin

0=>b(¢—q)+(r—r).
Néin ollen b | (r —7'). Koska 0 < r <bja0 <7 < b, niin —b < r —1" < beli
|r — | < b. Siis r = /. Koska b # 0, niin ¢ = ¢’. Néin olemme todistaneet lukujen ¢
ja r yksikasitteisyyden. Siis lause 1.3.1 on voimassa. O

Esimerkki 1.3.1 Selvasti 7 =2-3 4+ 1. Kirjoita jakoalgoritmi, kun a = —7 ja b = 3.

Lause 1.3.2 Olkoon b > 2. Jokainen luku a € Z* wvoidaan esittiad yksikdsitteisesti
muodossa
a = anb™ + a1 0™ 4+ -+ arb + ao,

missa 0 < a; <b,1=0,1,...,m.
Todistus Harjoitustehtava. Vihje. Sovelletaan jakoalgoritmia.
Huomautus Lauseen 1.3.2 esitystd merkitddn myos niin, ettd a = (am@m_1 - - - a100)p-
Jos b = 10, niin kyseessa on kymmenjarjestelman esitys.
Esimerkki 1.3.2 Kymmenjarjestelméssé esitetty luku (93),, on 8-jarjestelméssé esi-
tettynd (135)g. Nimittdin

93=8-11+5=8(8-1+3)+5=1-8+3-8+5.
Lause 1.3.3 Jos a = bq + r, niin (a,b) = (b,r).

Todistus Merkitéédn (a,b) = c¢. Todistetaan, etta (b,r) = c eli ettéd (b,a — bq) = c.
Osa 1. Todistetaan, ettd ¢ on lukujen b ja a — bq yhteinen tekija. Koska ¢ | a, ¢ | b,
niin ¢ | (—bg). Néin ollen lauseen 1.1.1 nojalla, ¢ | (a — bg). Siis ¢ | b ja ¢ | (a — bg).
Nain osa 1 on todistettu.

Osa 2. Todistetaan, etta c on lukujen b ja a—bq suurin yhteinen tekija. Oletetaan, etta
d|bjad]| (a—bg). Voidaan todeta, ettd d | a ja d | b. Niin ollen syt:n médritelmén
nojalla d < ¢. Siis osa 2 on todistettu. O

Huomautus Lauseesta 1.3.3 seuraa, etta jaettavan ja jakajan syt on yhtasuuri kuin
jakajan ja jakojaannoksen syt.
Lause 1.3.4 (Eukleideen algoritmi) Olkoot a ja b sellaisia positiivisia kokonaislu-

kuja, etti b | a. Silloin voidaan kirjoittaa

= bg1+7r, 0<ry <b,

b = T1gs + T2, O<T’2<T’1,
ri = Toqs+13, 0 <r3 <y,
Th—2 = Th—1qr +7%, 0 <71y <rp_1,

Tk—1 = Tkqk+1,



ts. prosessi pddtlyy niin, ettd jokin jakojadnnos ryyq (k > 1) on = 0. Viimeinen
nollasta poikkeava jakojiinnds ry on = (a,b). (Josb | a, niinry =0 ja (a,b) =b.)

Todistus 1) Koska jakojadannoksien jono ri,79,73,... on aidosti véhenevé jono ei-
negatiivisia kokonaislukuja, niin on olemassa sellainen k, etta ry 1 = 0.

2) Lauseen 1.3.3 nojalla
(a,b) = (b,11) = (r1,7r9) = - - = (1%, 0) = ry.

Nain olemme todistaneet lauseen 1.3.4. O

Esimerkki 1.3.3 Sovella Eukleideen algoritmia lukuihin 86 ja 8. Totea, etté (86,8) =
2.

Lause 1.3.5 Olkoot a ja b kokonaislukuja. Silloin

dz,y € Z:(a,b) = ax + by.

Todistus FEukleideen algoritmissa kaikki jakojaannokset ovat muotoa ax + by. Siis
myo0s 7 eli (a,b) on tatd muotoa. Liséksi jos bla, niin (a,b) =a-0+b-1. O

Esimerkki 1.3.4 Luku (64, 6) voidaan kirjoittaa muodossa (64,6) = 64-(—1)+6-11.

Seuraus 1 Jos ¢ |ajac|b, niin ¢ | (a,b).
Todistus Lauseen 1.3.5 mukaan

(a,b) = ax + by.
Koska ¢ | a ja ¢ | b, niin ¢ | (az + by) eli ¢ | (a,b). O
Seuraus 2 Jos a | bcja (a,b) =1, niin a | c.
Todistus Lauseen 1.3.5 mukaan

1 = az + by.

Siis

¢ = axc + byc.
Koska a | axc ja a | byc, niin a | (axc+ ayc) eli a | c. O
Seuraus 3 Josa|c, b|cja(a,b) =1, niin ab | c.
Todistus Olettamusten ja lauseen 1.3.5 nojalla ¢ = ad, ¢ = be ja 1 = ax + by, joten

¢ = axc + byc = azxbe + byad = ab(xe + yd).

Néin ollen ab | c¢. O



1.4 Lineaarinen Diofantoksen yhtalo

Maaritelma Diofantoksen yhtalo on yhden tai usean muuttujan yhtalo, jolle etsitaan
kokonaislukuratkaisuja. Kahden muuttujan lineaarinen Diofantoksen yhtdlo on muotoa

ax + by = c, (1)

missa a, b, c € Z.
Lause 1.4.1 Diofantoksen yhtdlo ax + by = ¢ on ratkeava, jos ja vain jos (a,b) | c.

Todistus Merkitdan (a,b) = d. Oletetaan, ettd az + by = ¢ on ratkeava. Koska d | a
jad|b, niin d | ax + by eli d | c. Siis (a,b) | c.
Oletetaan kadnteisesti, ettd (a,b) | ¢ eli d | ¢. Lauseen 1.3.5 mukaan on olemassa
sellaiset kokonaisluvut u ja v, etta
d = au + bv.

Toisaalta on olemassa sellainen e, etta

de = c.
Nain ollen

a(ue) + b(ve) = c,

joten yhtalo ax + by = c on ratkeava. O

Huomautus YVYlla lause 1.4.1 antaa menetelman, jolla voidaan tarkistaa, onko yhtalo
ax + by = c ratkeava.

Huomautus Alla lause 1.4.2 antaa menetelmén, jolla ratkaisut saadaan.

Lause 1.4.2 Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja. Merkitdin (a,b) = d. Jos yhtilé ax +
by = ¢ on ratkeava (ts. jos d | ¢), niin yhtdlon kaikki ratkaisut ovat

{ZC = Io—i‘bt/d, tGZ, (2)

Yy = yo_at/d7

missa xo, Yo on yksi ratkaisu.

Huomautus Viela puuttuu menetelma yksittaisen ratkaisun etsimiseksi. Yksittainen
ratkaisu saadaan esimerkiksi keksimalla tai Eukleideen algoritmilla.

Huomautus Kaava (2) on luonteeltaan suoran parametriesityksen kaltainen.



Lauseen 1.4.2 todistus 1) Kyseessé olevat parit ovat ratkaisuja, silla
a(zo +bt/d) + b(yo — at/d) = axo + byy = c.

2) Todistetaan, ettd niin saadaan kaikki ratkaisut. Olkoon z, y mielivaltainen ratkaisu.
Silloin
axr + by = ¢ = axg + byo,

joten
a(z — xo) +b(y — yo) = 0.

Kun jaetaan puolittain luvulla d, saadaan

a b
S —w0) + 5y —90) = 0

eli

 (w—20) = (s — o). ®)
Nain ollen
b a
7 g(x — o).
Lauseen 1.2.1 ja lauseen 1.3.5 seurauksen 2 nojalla
b
p | z — xo.
Siis
T — Ty = gt
eli
b
T =xy+ gt.
Nyt yhtélon (3) nojalla
gét = é(y )
dd d ’
joten
Yy =1yo — at/d.

Siis kaava (2) on voimassa. O

Diofantoksen yhtilon ax + by = ¢ ratkaisualgoritmi

1. Tutkitaan, onko (a,b) | ¢ ts. onko yhtdlo ratkeava (ks. lause 1.4.1).

2. Etsitaan jokin yksittainen ratkaisu g, yo
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2.1. keksimélla (tai tietokoneella) tai

2.2. Eukleideen algoritmin avulla [(a,b) = au+bv |- 55 € Z].

3. Yleinen ratkaisu on

r = w9+ bt/(a,b),
te,
{ y = Yo— CLt/((I, b)a

(ks. lause 1.4.2).

Esimerkki 1.4.1 Ratkaistaan yhtalo 19z 4+ 94y = 1994 ylla olevalla algoritmilla.

1. Koska (19,94) | 1994, niin yhtalé on ratkeava.
2.1. Yksittainen ratkaisu zg = 100, yo = 1 l0ydetdan keksimalla.
3. Yleinen ratkaisu on

{x = 100+94, ,

y = 1-19t,
Esimerkki 1.4.2 Ratkaistaan yhtalo 15z 4+ 6y = 199.
1. Koska (15,6) J 199, niin yht&lo ei ole ratkeava.

Esimerkki 1.4.3 Ratkaistaan yhtalo 52z 4 62y = 6.

1. Tutkitaan, onko relaatio (52,62) | 6 voimassa. Eukleideen algoritmilla saadaan

62 = 52-1+ 10,
52 = 10-5+2,
10 = 2-5.

Siis syt(52,62) = 2. Koska 2 | 6, niin yhtélo on ratkeava.
2.2. Etsitaan yksittainen ratkaisu Eukleideen algoritmilla. Kohdan 1 nojalla saadaan
2 = 52—-10-5=52—-(62—-52)-5
526 + 62 - (—5).

Kun kerrotaan puolittain luvulla 3 (eli luvulla ¢/(a, b)), saadaan
6=52-18+62- (—15).

Siis yksittainen ratkaisu on xy = 18, yg = —15.
3. Kaikki ratkaisut ovat

{x = x+bt/(a,b) =18 + 31t,

y = yo—at/(a,b) = —15— 26t, =

11



Esimerkki 1.4.4 Olkoot kaytossa kahden kupin vaaka ja punnukset, jotka painavat
a ja b kiloa, missa a, b € Z*. Punnitaan esine, jonka paino w kiloa on tuntematon.
Punnitus on mahdollista silloin ja vain silloin, kun

Jr,y € Z:w = ax + by

eli silloin ja vain silloin, kun

(a,b) | w.

Kaikki painot w (€ Z*) on mahdollista punnita silloin ja vain silloin, kun (a,b) = 1.

1.5 Alkuluvuista

Maaritelma Luku p (> 1) on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijit ovat 1 ja p.
Merkinta Alkulukujen joukkoa merkitdan symbolilla P.

Maaritelma Luku a (> 1) on yhdistetty luku, jos se ei ole alkuluku (ts. a = bc, missé
1 <b,c<a).

Esimerkki 1.5.1 Luvut 2, 3 ja 5 ovat alkulukuja. Luvut 4 ja 6 ovat yhdistettyja

lukuja. Lukua 20 pienemmat alkuluvut ovat 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ja 19. Mika on
seuraava alkuluku?

Esimerkki 1.5.2 Luku 2 on ainoa parillinen alkuluku.

Esimerkki 1.5.3 Todista, ettid a* + 4 on yhdistetty luku aina, kun a > 1.

Ratkaisu Kirjoitetaan a* 4+ 4 muodossa

at+4 = a*+4a®+ 4 — 4d?
— (@ +2)’ - (20)?
= (a* +2—2a)(a* + 2+ 2a).

Koska a > 1, niin a®> +2 — 2a > 1 ja a®> + 2 + 2a > 1. Siis a* + 4 on yhdistetty luku.
Esimerkki 1.5.4 Milloin a® — 1 on yhdistetty luku?

Esimerkki 1.5.5 Todista, ettd (a,a + p) voi saada vain arvot 1 ja p, kun p € P.
Lause 1.5.1 Jokainen luku a (> 1) on alkulukujen tulo (jossa voi olla yksi tai useampia

tekijiita).
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Todistus Sovelletaan induktiota luvun a suhteen. Jos @ = 2, niin a on alkuluku ja
véite on oikein. Oletetaan, ettd viite on oikein, kun a < k£ (kK > 2). Silloin jos k
on alkuluku, niin vaite on oikein. Jos taas k£ on yhdistetty luku, niin £ = bc, missa
1 < b,c < k. Nain ollen induktio-olettamuksen nojalla b ja ¢ ovat alkulukujen tuloja,
joten bc eli k£ on alkulukujen tulo. O

Lause 1.5.2 (Eukleides) Alkulukuja on ddretén mddrd.

Todistus Tehdaian vastaoletus, jonka mukaan alkulukuja on darellinen maara. Olkoot
ne pi, pa, ..., pp. Merkitdaan N =14 pips---p,. Lauseen 1.5.1 mukaan on olemassa
sellainen ¢ = 1, 2, ..., n, ettd p; | N. Koska lisdksi p; | p1p2---pn, niin p; | N —
pipe -+ pp eli p; | 1. Tdméa on mahdotonta, joten vastaoletus on véérin ja siis véite on
oikein. O

1.6 Aritmetiikan peruslause

Esitdmme aluksi apulauseita (eli lemmoja) aritmetiikan peruslauseen todistamista var-
ten.

Lemma 1.6.1 Jos p on alkuluku ja p | ab, niin p | a tai p | b.
Todistus Jos p | a, niin silloin ei ole mitdén todistettavaa. Oletetaan, ettd p [ a.
Silloin (p,a) = 1, silld luvun p ainoat tekijat ovat 1 ja p. Nyt lauseen 1.3.5 seurauksen

2 nojalla p | b. O

Lemma 1.6.2 Jos p on alkuluku ja p | ajas---a,, niin on olemassa sellainen i =
1,2,...,n, ettip| a;.

Todistus Induktiolla luvun n suhteen.

Lemma 1.6.3 Jos py, ps, ..., pn ovat alkulukuja ja p | p1ps -+ - pn, niin on olemassa
sellainen 1 =1,2,... ,n, etta p = p;.
Todistus Lemman 1.6.2 nojalla on olemassa sellainen i = 1,2,... ,n, ettd p | p;.

Koska p > 1 ja luvun p; ainoat tekijat ovat 1 ja p, niin p = p;. O

Nyt olemme valmiit todistamaan aritmetiikan peruslauseen.

Lause 1.6.1 Jokainen kokonaisluku a (> 2) voidaan esittdd alkulukujen tulona ja tamd
tulo on yksikdsitteinen tekijoitten jarjestysta lukuunottamatta.

13



Todistus Sovelletaan induktiota luvun a suhteen. Jos a = 2, niin lause on oikein.
Oletetaan, etta lause on oikein, kun 2 < a < k. Todistetaan, etta se on oikein, kun
a = k. Jos k on alkuluku, niin silloin ei ole mitaan todistettavaa. Oletetaan, ettda k on
yvhdistetty luku ja etta luvulla £ on kaksi alkutuloesitysta, sanokaamme

k=pip2--ps = qq2- - @- (1)

Todistamme, ettd s = t ja ettd jokainen p on yhtdsuuri kuin jokin ¢q. Koska p; |
G192 - - - ¢, niin lemman 1.6.3 mukaan p; = ¢;, missa ¢ = 1, 2, ..., n. Muutetaan
lukujen ¢ numerointia niin, etta p; = ¢;. Néain ollen

k/p1 =pops- - ps = G2q3 - - -

Jos s > 2tait > 2 niin 1 < k/p; < k. Induktio-olettamuksen mukaan luvun k/p;
tuloesitykset ovat samat, joten s =t ja luvun k esitykset yhtalossa (1) ovat samat. O

Esimerkki 1.6.1 Luvun 8750 esitys alkulukujen tulona on 8750 =2-5-5-5-5-7.
Tama voidaan kirjoittaa muodossa

8750 =2-5%.7
tai

8750 = ] p*®,

peP

missd a(2) =1, a(3) =0, a(5) =4, a(7) =1, a(p) =0 (p > 11).

Esimerkki 1.6.2 Luku 600 voidaan kirjoittaa muodossa

600 = 23 -3 .52
tail
600 = ] p*®,
peP

missé a(2) =3, a(3)=1,a(5) =2,a(p) =0 (p > 7).

Maaritelma Luvun a (> 1) kanoninen alkutekijiesitys on muotoa

a=pi'pst Py (2)
Missa p1, Pa, -+, Pn (P1 < P2 < -+ < p,) ovat luvun a alkutekijat (eli alkulukutekijét)
ja ay, as, ..., a, > 0. Kanoniseksi alkutekijaesitykseksi sanotaan myos esitysta
a=1]] o), (3)
peP

14



missd p kdy ldpi kaikki alkuluvut ja a(p) > 0. Usein (3) kirjoitetaan lyhyesti a =
1L, p*®) eli merkintia € P jétetédén pois.

Huomautus Kaavassa (3) a(p) > 0, jos ja vain jos p | a, ts. p on luvun a alkute-
kija. Edelleen kaavassa (3) tulo on #édrellinen, ts. a(p) > 0 vain dérelliselld maaralla
alkulukuja p. Kaava (3) on hyodyllinen monissa teoreettisissa tarkasteluissa.

Huomautus Kanonista alkutekijaesitysta sanotaan usein lyhyesti kanoniseksi esityk-

sekst.

Esimerkki 1.6.3 Esimerkeissa 1.6.1 ja 1.6.2 on lukujen 8750 ja 600 kanoniset esityk-
set.

Esimerkki 1.6.4 Luku a on parillinen, jos ja vain jos a(2) on > 0 sen kanonisessa
esityksessa.

1.7 Aritmetiikan peruslauseen sovelluksia

Aritmetiikan peruslause on erittiin kédyttokelpoinen tyovaline monissa sellaisissa teh-
tavissa, jotka kasittelevat luvun tekijoita, lukujen syt:ta ja lukujen tuloja. Esitamme
tassa joitakin esimerkkeja. Koko tassa pykaldssa tarkastelemme positiivisia kokonais-
lukuja ja merkitsemme

a=py'py’ oy, a1, ag, ... ,a, >0 (1)

tai
a=[]p"®, a(p)>0. (2)

Lause 1.7.1 Luku d on luvun a tekiji (eli d | a), jos ja vain jos d on muotoa

d=T1[»"", (3)
p
missa 0 < d(p) < a(p), p € P.

Todistus Oletetaan, ettd d | a. Silloin a = db, missi b € Z*. Merkitidn b = ] p*®),
p

missd b(p) > 0. Silloin
a(p) = d(p) +b(p), peP,

missa a(p), d(p), b(p) > 0, p € P. Néin ollen 0 < d(p) < a(p), p € P, eli d on
muotoa (3).

Oletetaan kiinteisesti, ettd d on muotoa (3). Merkitdin b = [[p*®~4P)  Silloin
p
a(p) —d(p) >0, p € P, joten b € Z*. Siis a = bd, missia b € Z*, elid | a. O
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Seuraus Luvun a tekijoitten lukumaara on

[I(a(p) +1)

p

eli
n

Esimerkki 1.7.1 Luvun 200 kanoninen esitys on 23 - 52. Siis luvun 200 tekijit ovat

1, 5, 52,

2, 2.5 = 2.5
22 92.5  22.52
28 923.5  23.52

Luvun 200 tekijoitten lukumééra on (34 1)(2 4 1) eli 12.

Lause 1.7.2 Lukujen a ja b syt on

(a, b) — H pc(p)7

P
missd ¢(p) = min{a(p), b(p)}-
Todistus Merkitiin kirjaimella ¢ yhtdlon oikean puolen lukua, ts. ¢ = [[p°®), missi
p
¢(p) = min{a(p),b(p)}. Silloin ¢(p) < a(p) ja ¢(p) < b(p), joten lauseen 1.7.1 nojalla
cla, c|b. (4)

Oletetaan, ettd d | a, d | b. Silloin lauseen 1.7.1 mukaan d(p) < a(p) ja d(p) < b(p),
joten d(p) < min{a(p),b(p)} eli d(p) < c¢(p). Néin ollen d | ¢. Siis

d<c. (5)
Kaavoja (4) ja (5) nojalla ¢ = (a,b). O
Esimerkki 1.7.2 Lauseen 1.7.2 nojalla saadaan
(60,18) = (22-3-5,2-3%) =2'.3' .50 =6,

Esimerkki 1.7.3 Todista, ettd (ac,bc) = (a,b)c.

Ratkaisu Sovelletaan aritmetiikan peruslausetta ja kaavaa

minfa(p) + c(p), b(p) + c(p)} = min{a(p), b(p)} + c(p).
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Maaritelma Luku ¢ on lukujen a ja b pienin yhteinen monikerta (pym), jos
1) ¢>0,
2) aleblc,

3) ald,bld, d>0=c<d.

Merkinta Lukujen a ja b pienintd yhteista monikertaa merkitdén symbolilla [a, b],
pym|a, b] tai lem[a, b].

Huomautus Lukujen pienin yhteinen monikerta (pym) on aina olemassa ja on yk-
sikasitteinen.

Esimerkki 1.7.4 Selvésti [6,9] = 18.

Lause 1.7.3 Lukujen a ja b pym on

[a, b] — Hpc(p)’

p
missd c(p) = max{a(p),b(p)}.
Todistus Harjoitustehtava. (vrt. lauseen 1.7.2 todistus)
Esimerkki 1.7.5 Lauseen 1.7.3 nojalla
[60,18] = [22-3-5,2-3% =2%-32.5 = 180.
Lause 1.7.4 Lukujen a ja b syt ja pym toteuttavat yhtalon
(a,b)[a,b] = ab.
Todistus Sovelletaan aritmetiikan peruslausetta ja kaavaa
min{a(p), b(p)} + max{a(p),b(p)} = a(p) + b(p). O
Esimerkki 1.7.6 Aikaisemmin on todettu, ettd (a,a + 1) = 1. Néiin ollen lauseen

1.7.4 perusteella
l[a,a 4+ 1] = a(a+1).
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1.8 Kongruenssi

Maaritelma Olkoon m € Z*. Silloin sanotaan, ettd luku a on kongruentti luvun b
kanssa modulo m, jos

m | (a —b).
Merkinta Jos luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo m, niin merkitaan
a=b (modm).
Esimerkki 1.8.1 Selvésti 5 =7 (mod 2), mutta 6 #7 (mod 2).

Lause 1.8.1 a=b (mod m), jos ja vain jos
Jke€Z:a=b+ km.
Todistus Lause seuraa suoraan maaritelmasta. O
Lause 1.8.2 Kongruenssi = on ekvivalenssirelaatio, ts.
1) a=a (modm),
2) a=b (modm)=b=a (modm),
3) a=b (modm),b=c (modm)=a=c (modm).

Todistus 1) Kohta 1) seuraa relaatiosta m | 0.

2) Oletetaan, ettd a = b (mod m). Silloin m | (a — b), joten m | (b —a). Siis b = a
(mod m).
3) Harjoitustehtéva. O

Lause 1.8.3 Oletetaan, ettd a =b (mod m) jac=d (mod m). Silloin

1) ar +cy=br+dy (modm) aina, kun z, y € Z,

\)

ac (mod m),

w

)
)
) a” =b" (mod m) aina, kun n € Z* U {0},
4)

f(a) = f(b) aina, kun f on kokonaislukukertoiminen polynomi.
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Todistus 1) Koska m | (a —b) ja m | (¢ — d), niin
m | (a—bz+ (c—d)y

eli
m | (ax + cy) — (bx + dy).

Nain ollen kohta 1) pitda paikkansa.
2) Harjoitustehtava.
3) Sovelletaan induktiota luvun n suhteen ja kohtaa 2).

4) Sovelletaan induktiota polynomin asteen suhteen. O

Esimerkki 1.8.2 Olkoon luvun a esitys 10-jarjestelméssi a = (a,a,_1 - .. ajag)1o. Sil-
loin
3lae3|a,+ap1+--+a+ ap.

Todistus Merkitain f(z) = a,2"+a, 12" '+ -+a1z+ao. Koskal0=1 (mod 3),
niin f(10) = f(1) (mod 3) eli

a=ay,+a,—1+---+a +ay (mod3).
Nain ollen lauseen 1.8.2 nojalla

3la & a=0 (mod 3)
& aptap1+--+a+a =0 (mod 3)
< 3lap+tap1+--+a+ag. O

Huomautus Edellinen esimerkki pitaa paikkansa, kun luku 3 korvataan luvulla 9.
Esimerkki 1.8.3 Relaatio 9 | 819 on voimassa, koska 9| (8 + 1 +9).
Lause 1.8.4 Merkitidn (a,m) = d. Silloin
ab=ac (modm)<b=c (modm/d).
Todistus Selvésti

ab=ac (modm) < m]a(b—-c)
mya
21309

& % ‘ b—c (lauseen 1.3.5 seuraus 2)

& b=c (mod m/d).

Naéin lause 1.8.4 on todistettu. O
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Esimerkki 1.8.4 Lauseen 1.8.4 avulla saadaan

4x

20 (mod 6) <2z =5 (mod 3).

Siis x =2 (mod 3).

Huomautus Jos a = b (mod m), niin (a,m) = (b,m). (Harjoitustehtéava.)

1.9 Jaannos ja kongruenssi

Kun luku a jaetaan jakoalgoritmin mukaisesti luvulla m (> 0), niin saadaan
a=gm+r, (1)

missa 0 < r < m. Lukua r sanotaan jaannokseksi. Tassa yhteydessa puhutaan tarkem-
min jaannoksesta modulo m ja merkitaan » = a mod m. Jaannoksella on selkea yhteys
kongruenssiin, joka todetaan tassa pykalassa.

Lause 1.9.1 1) Jos r = amodm, niin a =r (mod m).

2) Josa=r (modm) ja0<r<m, ninr=amodm.

Todistus Seuraa jakoalgoritmin (1) ja lauseen 1.8.1 avulla.

Seuraus Jokaista kokonaislukua a kohti on olemassa yksikéasitteinen » € {0,1,...,
m—1} niin, ettd a =r (mod m). Tama yksikésitteinen r on luvun a jadnnés modulo
m.

Huomautus Lauseista 1.8.2 ja 1.8.3 seuraa, etta kun tuloja ja summia sisaltavassa
kokonaislukulausekkeessa jokin yhteenlaskettava tai tulontekija korvataan sen kanssa
kongruentin luvun kanssa  (mod m), niin saatu uusi lauseke on kongruentti alku-
periisen lausekkeen kanssa  (mod m).

Esimerkki 1.9.1 Miaritd 322°° mod 3 eli luvun 32%2°! jiinnos modulo 3.

Ratkaisu Etsitadn sellainen r € {0, 1,2}, ettd 32! = r (mod 3). Huomautuksen
periaatteella saadaan

322000 = (_1)201 — _1 =2 (mod 3)

eli jaannos on 2.
Esimerkki 1.9.2 Miéritd luvun 27 4 17 - 6833 jaannos modulo 5.
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Ratkaisu Huomautuksen periaatteella saadaan

271+17'6833 — 435'2+17'6833
= (—1D)*®- 2417138 = 24+ 17
= 15=0 (mod 5).

Niin ollen 5 | 2™ + 17 - 6533 eli jadnnos on 0.

Esimerkki 1.9.3 Miiritd lukujen 7835714 ja 3°1% 4! jaannokset modulo 4.

Ratkaisu Huomautuksen periaatteella saadaan

7835714 = 78357 -100 + 14
= 78357-0+14=2 (mod 4)

ja
100
il = U+214 30+ 414 -+ 4 100!
=1
= 1+24+24+0+---+0=1 (mod4).

Siis jaannokset ovat 2 ja 1.

Lause 1.9.2 a =b (mod m), jos ja vain jos amod m = bmod m.

Todistus Oletetaan, ettd a = b (mod m). Todistetaan, ettd a mod m = bmod m.

Kirjoitetaan
a=qgm-+r, 0<r<m.

Silloin
r = amod m.

Oletuksen ja lauseen 1.8.1 mukaan on olemassa sellainen k, etta
a=>b+km.
Kaavojen (2) ja (4) perusteella
b+km=gm+r, 0<r<m
eli

b=(¢g—km+r, 0<r<m.
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Nain ollen
bmodm =r. (5)

Kaavojen (3) ja (5) perusteella a mod m = bmod m.

Oletetaan kdanteisesti, ettd a mod m = bmod m. Todistetaan, ettd a =b (mod m).
Kirjoitetaan

a = gn+r, 0<r<m,
b = ¢dm+7", 0<r <m.

Oletuksen mukaan r = r’. Nain ollen
a—b=(q—4q)m,
joten
m|a—b.

Siis
a=0b (modm).O

1.10 Jaannosluokat
Olkoon m € Z™ kiinted. Lauseessa 1.8.2 on todistettu, ettd kongruenssi = (mod m)
on ekvivalenssirelaatio joukossa Z. Tama antaa oikeutuksen seuraavalle maaritelmalle.

Maaritelma Olkoon m € Z* kiinted. Silloin ekvivalenssirelaation =  (mod m)
ekvivalenssiluokkia sanotaan jadannosluokiks: modulo m.

Merkinta Merkitdan lyhyesti @ = (a/ = (modm)) (ks. §1.14), ts.
a={x€Zlz=a (modm)}.

Siis @ on luvun a jaannosluokka modulo m.

Huomautus Jaannosluokka @ riippuu luvusta m, vaikka se ei merkinnasta @ ilmene-
kaan. Jos modulo m ei selvia asiayhteydesta, niin se on syyta mainita erikseen. Termin
jaannosluokka luontevuus tulee selvaksi alla olevista ominaisuuksista.

Merkinta Merkitaan lyhyesti
Z,, = (Z/ = (modm))

(ks. §1.14), ts.
Z,={alacZ}.

Siis Z,, on kaikkien jadnnosluokkien joukko modulo m.
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Lause 1.10.1 Kokoelma 0, 1, 2, ..., m — 1 kasittiaa kaikki jaannosluokat modulo m
tasmdlleen kerran, ts.

Zm ={0,1,2,... ;m—1}, (1)

missa jadannosluokat 0, 1, 2, ..., m — 1 ovat erisuuret.

Todistus Todistetaan ensiksi kaava (1). Selvasti {6, 1,2,... ,m} C Z,,. Todis-
tetaan, ettd Z,, C {6, 1,2,... ,m}. Olkoon @ € Z,, mielivaltainen jaannosluokka.
Merkitdén r = amodm. Silloin a =r (mod m) ja 0 < r < m. Ekvivalenssirelaation
ominaisuuksien nojalla @ =7 ja 0 <r < m. Siisa € {6, 1,2,... ,m}.

Todistetaan toiseksi, ettd jaannosluokat 0, 1, 2, ..., m — 1 ovat erisuuret. Oletetaan,
ettd @ = U, missa 0 < u, v < m. Silloin ekvivalenssiluokkien yleisten ominaisuuksien
nojalla

u=v (mod m),

joten
m|u—wv.

Koska 0 < |u —v| <m, niinu—v=0eliu=wv. 0O

Lause 1.10.2 Joukko Z,, muodostaa joukon Z osituksen, ts. sen alkiot ovat erilliset
ja niiden unioni on 2.

Todistus Lause 1.10.2 seuraa suoraan ekvivalenssiluokkien ominaisuuksista. O

Huomautus Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa jaannosluokille:

1) 7

{r €Z| xmodm =r}, kun 0 < r < m,
2) @ =T, missd r = amod m,

3) x ja y kuuluvat samaan jadnnosluokkaan < z =y (mod m) < zmodm =
ymod m,

4)a=bsa=b (modm)<s amodm =bmodm,
5) @ ={x € Z| zmodm = amodm},
6) r € @, missd r = amod m.

Todistetaan ominaisuus 1). Oletetaan, ettd z € 7. Silloin = r (mod m), joten
lauseen 1.9.1 2) mukaan r = z modm. Kéaanteisesti, jos x modm = r, niin lauseen
1.9.1 1) mukaan x =r (mod m) elix € 7. O
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1.11 Lineaarinen kongruenssi

Polynomikongruenssit muistuttavat jossakin maarin tavallisia algebran polynomiyhtéa-
16itd. Téssa tarkastelemme vain lineaarista kongruenssia az =b (mod m).

Lause 1.11.1 Kongruenssi
axr =b (mod m) (1)

on ratkeava silloin ja vain silloin, kun (a,m) | b.

Todistus Kongruenssi (1) on ratkeava, jos ja vain jos on olemassa sellainen z, etté
m | (axz — b), ts. jos ja vain jos on olemassa sellaiset z ja y, ettd

ax —my = b. (2)

Yhtélo (2) on Diofantoksen yhtélo, joka on ratkeava, jos ja vain jos (a,m) | b. O

Huomautus Kongruenssin (1) ratkaiseminen voidaan palauttaa Diofantoksen yhté&lon
(2) ratkaisemiseen.

Lause 1.11.2 Oletetaan, ettd (a,m) | b. Silloin kongruenssin (1) kaikki ratkaisut ovat
r=u1z9 (modm/(a,m)), (3)

missa xo on yksi ratkaisu.

Todistus Lauseen 1.11.1 mukaan kongruenssi (1) on ratkeava. Lauseen 1.4.2 mukaan
yhtdlon (2) kaikki ratkaisut ovat

{x = xo+mt/(a,m), te7

Yy = Yo— mt/(&7 m)7
missé g, yo on yhtélon (2) yksi ratkaisu. Siis kongruenssin (1) ratkaisut ovat
r =x9+mt/(a,m), tEeEL,

eli kongruenssi (3) pitdd paikkansa. O

Huomautus Kongruenssilla (1) on tédsmélleen yksi ratkaisu kokonaislukuvalilla
[0,m/(a,m)). Erisuuria ratkaisuja modulo m on (a,m) kappaletta. Jos (a,m) = 1,
niin kongruenssilla (1) on yksikésitteinen ratkaisu  (mod m).

Kongruenssin az =b (mod m) ratkaisualgoritmi

Vaihe 1. Tutkitaan, onko (a,m) | b ts. onko kongruenssi ratkeava (ks. lause 1.11.1).

Vaihe 2. Etsitaan jokin yksittainen ratkaisu xg
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2.1. keksimalla,

2.2. kdymalld lapi luvut 0, 1, 2, ..., m/(a,m) — 1 (tal mitkd tahansa m/(a,m)
perékkaista lukua),

2.3. Eukleideen algoritmilla (ratkaise Diofantoksen yhtélé ax — my = b).

Vaihe 3. Yleinen ratkaisu on z = z9 (mod m/(a,m)) (ks. lause 1.11.2).

Esimerkki 1.11.1 Ratkaistaan kongruenssi 1392 =8 (mod 3).

1. Koska (139,3) | 8, niin kongruenssi on ratkeava.

2.(2.) Etsitdédn yksittdinen ratkaisu kdymalla lapi luvut 0, 1, 2. On helppo laskea, etté
0 ja 1 eivat ole ratkaisuja, mutta 2 on ratkaisu.

3. Yleinen ratkaisu on =2 (mod 3).

Esimerkki 1.11.2 Ratkaistaan kongruenssi 16z =3 (mod 8).

1. Koska (16,8) | 3, niin kongruenssi ei ole ratkeava.

Esimerkki 1.11.3 Ratkaistaan kongruenssi 152 =9 (mod 152).

1. Koska (15,152) | 9, niin kongruenssi on ratkeava.

2.(3.) Etsitédén yksittainen ratkaisu x, Eukleideen algoritmilla. Selvésti
152 =9 (mod 152) & Jy: 15z — 152y = 9.
Ratkaistaan ylla oleva Diofantoksen yhtalo Eukleideen algoritmilla:

152 = 15-10+2,
15 = 2-7+1,
2 = 1-2.

Siis

1 = 15—2-7=15—(152—15-10) - 7
15-71 — 152 7.

Kun kerrotaan viimeisin yhtalo puolittain luvulla 9, saadaan

9=15-639 —152 - 63.
~~

Zo

3. Yleinen ratkaisu on z = 639 = 31 (mod 152).
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Esimerkki 1.11.4 Ratkaistaan kongruenssi 18z =3 (mod 15).

1. Koska (8,15) | 3, niin kongruenssi on ratkeava.
2.(1.) Yksittédinen ratkaisu zo = 1 10ydetéén keksimalla.

3. Yleinen ratkaisu on x =1 (mod 5).

Huomautus kongruenssi ax = b (mod m) voidaan myo6s ratkaista manipuloimalla
kongruenssia yhtapitavasti lauseilla 1.8.2 ja 1.8.4.

Esimerkki 1.11.5 Ratkaistaan kongruenssi 22z =4 (mod 30). Saadaan

22x = 4 (mod 30) |:2
llx = 2 (mod 15) [11=-4 (mod 15)]
—4z = 2 (mod 15) |:(-2)
2 = —1 (mod15) [-1=14 (mod 15)]
2 = 14 (mod 15) |:2
x = 7 (mod 15).

Harjoitus Mitké ovat ylla olevien kongruenssien erisuuret ratkaisut modulo m?

Huomautus Kun (a,m) = 1, niin kongruenssin ax = b (mod m) ratkaisua z, varten
on olemassa eksplisiittinen kaava

To = ba‘p(m)_l,

missé p(m) on Eulerin phi-funktio. Funktiolle ¢ on muun muassa kaava

w(m)zmH(l—l)-

plm p

(Todistukset sivuutetaan.) Voiko tétéd periaatetta soveltaa yleiseen tapaukseen (a,m) |
b, kun (a,m) > 17

1.12 Esimerkki kryptologiasta

Kryptologia on salakirjoituksen teoriaa. Se tutkii systeemeja, joiden avulla muun-
netaan kaikkien osapuolten ymmartama sanoma sellaiseen muotoon, jonka ymmartavat
vain ne, jotka pystyvat purkamaan salakirjoituksen.

Terminologiaa:
kryptaaminen

selvateksti ~"—— kryptoteksti

dekryptaaminen . .
— selvateksti

Sovelluksia:
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- tietojenkésittelysysteemien tietosuoja (internet, matkaviestinta)

- kauppa-, sotilas- ja diplomatiaviestinta

Kryptologia jakautuu

- kryptografiaan, joka kehittaa kryptosysteemeja

- kryptoanalyysiin, joka pyrkii purkamaan nama systeemit

Tassa kasitelladn aihetta lyhyesti yhden esimerkkisysteemin avulla. Esimerkki on luon-
teeltaan historiallinen kuriositeetti.
Caesarin systeemi

Selvateksti koostuu kirjainjonoista, jotka aluksi muutetaan lukujonoiksi niin, etta jo-
kainen kirjain (A, ..., Z) muutetaan luvuksi: A «— 0, ..., Z « 25.

Olkoon nyt p jokin selvatekstin luku (valiltd 0 — 25). Merkitddn vastaavaa krypto-
tekstin lukua symbolilla f(p). (Symboli p tulee termisté ”plain text” eiki siis tarkoita
alkulukua.)

Kryptaaminen Caesarin systeemissa kryptoteksti muodostetaan kirjaimittain kaaval-
la

f(p) = (p+3) mod 26

eli kaavalla
flp)=p+3 (mod26) ja f(p)€{0,1,...,25}.

Esimerkki 1.12.1 Kryptataan END.
END — 4133 — 716 6 — HQG.

Dekryptaaminen Kryptoteksti puretaan kaavalla
p=f(p)—3 (mod26) ja pe{0,1,...,25}

eli kaavalla
p = (f(p) — 3) mod 26.

Esimerkki 1.12.2 Dekryptataan EBH.
EBH <+ 417« 1244« BYE.
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1.13 Mathematica-ohjelmistosta

Mathematica-ohjelmistossa on useita lukuteoreettisia komentoja. Esimerkiksi Fac-
torInteger [n] muodostaa luvun n kanonisen alkutekijéesityksen ja GCD[m,n] laskee
lukujen m ja n suurimman yhteisen tekijan. Kongruenssiyhtilé ax = b (mod m)
voidaan ratkaista komennolla Solve[ax==b && Modulus==m,x]. Lukuteoriaa varten
on myos omia ”pakkauksia”, joissa tosin on enimmaékseen sellaisia aiheita, joita ei talla
kurssilla kasitella.

1.14 Appendix (ekvivalenssirelaatio)

Tassa pykaléssa esitetdan ekvivalenssirelaation maaritelmé ja perusominaisuuksia. Asi-
at esitetaan lyhyesti luettelomaisesti, koska lukijan oletetaan tutustuneen aiemmin
tahan kasitteeseen.

Maaritelma Olkoon A ei-tyhjé joukko. Karteesisen joukon A x A osajoukkoa R
sanotaan relaatioksi joukossa A. Jos (a,b) € R, niin merkitdan a ~ b. Usein puhutaan
relaation R sijasta relaatiosta ~.

Maaritelma Relaatio ~ joukossa A on ekvivalenssi, jos
1) a ~ a (refleksiivisyys),
2) a~b= b~ a (symmetrisyys),
3) a~b, b~ c= a~ c (transitiivisuus).
Maaritelma Olkoon ~ joukon A ekvivalenssirelaatio. Silloin joukkoa a/~, missi
a/~={z € Al v ~a},

sanotaan alkion a maardamaksi ekvivalenssiluokaksi ja alkiota a taman luokan edusta-
jakst.

Lause 1.14.1 a ~ b < a/~=b/~.
Maaritelma Perhe {A;} joukon A ei-tyhjid osajoukkoja muodostaa joukon A os-

ituksen, jos joukon A jokainen alkio kuuluu yhteen ja vain yhteen joukoista A;, ts.
jos

1) A=UA4,

2) AZF‘IAj:(D, kunz%j
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Maaritelma Olkoon ~ joukon A ekvivalenssirelaatio. Kaikkien ekvivalenssiluokkien
joukkoa (tai perhettd) sanotaan tekijdjoukoksi tai osamddrdajoukoksi ja merkitdan sym-
bolilla A/~. Siis

Af~=A{a/~|a € A}.

Lause 1.14.2 Jos ~ on joukon A ekvivalenssi, niin kaikkien ekvivalenssiluokkien jouk-
ko A/~ muodostaa joukon A osituksen, ts.

1) A= U/,
2) (a/~)N(b/~) =0, kun a/~#b/~.

Harjoitus Esita osittaisen jarjestysrelaation maaritelma.
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2 Yhden laskutoimituksen struktuureja

Tassa luvussa tarkastellaan yhden laskutoimituksen algebrallisia struktuureja, ts.
(vleisid) joukkoja, jotka on varustettu yhdella (yleiselld) laskutoimituksella ja joissa
laskutoimitusta saatelee aksioomat. FErilaisia algebrallisia struktuureja saadaan sen
mukaan, millaisia aksioomat ovat. Tarkein yhden laskutoimituksen algebrallinen struk-
tuuri on ryhma. Tassa monisteessa tutkitaan potenssia ja supistamista ryhmassa,
ryhmén alistruktuureja ja ryhmien isomorfiaa (samankaltaisuutta). Konkreettiset esi-
merkit otetaan paaasiassa lukuteoriasta.

2.1 Laskutoimitus

Maaritelma Olkoon A ei-tyhja joukko. Silloin kuvausta A x A — A sanotaan
laskutoimitukseksi joukossa A (tai binddrioperaatioksi joukossa A).

Huomautus Laskutoimitus siis liittdd jokaiseen pariin (a,b) € A x A tdsmdlleen
yhden joukon A alkion. Téata joukon A alkiota merkitddn symbolilla a x b. Usein
kaytetadan myos merkintoja aob, a-b, ab, a+0b. Laskutoimitukselta siis vaaditaan, etta

1) a*b on olemassa aina, kun a,b € A (olemassaolo),

2) a* b on yksikésitteinen eli hyvin méaritelty ja

3) a*xb€ A aina, kun a,b € A (sulkeutuvuus).
Esimerkki 2.1.1 Saanto

1

a* b = ab maarittelee laskutoimituksen joukossa R,

2) a* b= a+ b maarittelee laskutoimituksen joukossa R,

4

)
)
3) a*b=a/bei miirittele laskutoimitusta joukossa R,
) axb=a— b méérittelee laskutoimituksen joukossa R,
)

5) a*b=a— b el marittele laskutoimitusta joukossa Z™.

Esimerkki 2.1.2 Olkoon E joukko ja 2F sen kaikkien osajoukkojen joukko. (Ts. 2%
on joukon E potenssijoukko. Sitd merkitddn myds P(E)). Silloin

1) AxB=ANBSB,
2) AxB=AUB

médrittelee laskutoimituksen joukossa 2%.

30



Esimerkki 2.1.3 Olkoon M,,, reaalielementtisten m x n—matriisien joukko. Silloin
1) Ax B = A+ B méérittelee laskutoimituksen joukossa M,

2) A* B = AB miéérittelee laskutoimituksen joukossa M, ., kun m = n.

Esimerkki 2.1.4 Sianto

1) a*b= a+ 2b méérittelee laskutoimituksen joukossa R,

2) a*b = a mairittelee laskutoimituksen joukossa R,

3) axb= %ab maarittelee laskutoimituksen joukossa R,

4) axb=a+ b+ ab méirittelee laskutoimituksen joukossa R,
5) axb = max {a, b} méérittelee laskutoimituksen joukossa R.

Esimerkki 2.1.5 Saanto
1) (a/b) * (¢/d) = (a+ ¢)/(b+ d) ei méarittele laskutoimitusta joukossa QT,

2) @xb = (ab) mod 3 ei méirittele laskutoimitusta joukossa Zs.

Maaritelma Paria (A, *), missd A on ei-tyhja joukko ja x sen laskutoimitus, sanotaan
(vhden laskutoimituksen) algebralliseksi struktuuriksi.

2.2 Laskulakeja

Assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus

Maaritelma Joukon A laskutoimitusta x sanotaan assosiatiiviseksi (eli listanndiseksi),
jos
(axb)xc=ax*(bxc)

aina, kun a, b, c € A, ja kommutatiiviseksi (eli vaihdannaiseksi), jos
axb=>bxa

aina, kun a, b € A.

Esimerkki 2.2.1 Esimerkin 2.1.4 1) laskutoimitus ei ole assosiatiivinen eikd kommu-
tatiivinen. Todistetaan vaitteet vastaesimerkeilla. Yleisesti

(axb)xc=(a+2b)*xc=(a+2b)+2c=a+2b+2c
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ja
ax(bxc)=ax(b+2c)=a+2(b+2c) =a+ 2b+ 4c.

Erikoisesti, (0x0) x1 = 2 ja 0% (0 % 1) = 4, joten assosiatiivisuus ei ole voimassa.
Edelleen
axb=a4+2b ja bxa=>b+ 2a.

Erikoisesti, 0 x 1 =2 ja 1 x0 = 1, joten kommutatiivisuus ei ole voimassa.

Esimerkki 2.2.2 Esimerkin 2.1.4 2) laskutoimitus on assosiatiivinen, silla
(axb)*c=axc=a

ja
ax(bxc)=axb=a

aina, kun a, b, ¢ € R. Sen sijaan kyseessa oleva laskutoimitus ei ole kommutatiivinen.
(Toteal)

Esimerkki 2.2.3 Esimerkkien 2.1.4 3) ja 4) laskutoimitukset ovat seké assosiatiivisia
ettd kommutatiivisia. (Toteal!)

Harjoitus Konstruoitava laskutoimitus, joka on kommutatiivinen mutta ei ole assosi-
atiivinen.

Neutraalialkio

Maaritelma Alkio e € A on algebrallisen struktuurin (A, x) neutraalialkio, jos
axe=exa=a
aina, kun a € A.

Lause 2.2.1 Jos parilla (A, *) on neutraalialkio, niin se on yksikdsitteinen.

Todistus Olkoot e ja €’ neutraalialkioita. Silloin
(exa=)axe=a VYa€A
ja
dxb(=bxe)=0b Vbe A.

Valitaan a = €’ ja b = e, jolloin saadaan

€= xe=e. O
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Esimerkki 2.2.4 Algebrallisen struktuurin (R, ), missé a x b = ab, neutraalialkio on
reaaliluku 1, ja algebrallisen struktuurin (R, ), missd a x b = a + b, neutraalialkio on
reaaliluku 0.

Esimerkki 2.2.5 Algebrallisen struktuurin (R, %), missid a xb = %ab, neutraalialkio
on reaaliluku 2, silla

1 1
a*2:§a2:a ja 2*(1:52@:@ Ya € A.

Algebrallisen struktuurin (R, %), missé a x b = a + b + ab, neutraalialkio on reaaliluku
0, silla
ax0=a+04+a0=a ja Oxa=0+a+0a=a VaéeA.

Vrt. esimerkit 2.1.4 3) ja 4).

Esimerkki 2.2.6 Algebrallisella struktuurilla (R, ), missid a x b = max {a, b}, ei ole
neutraalialkiota. (Huomaa, ettd —oo ¢ R.) Mydskadn algebrallisen struktuurilla
(RT, %), missa a x b = a®b?, ei ole neutraalialkiota. Tehdddn vastaoletus, ettd e on
neutraalialkio. Silloin

axe=a’e*=a VaeR",

joten e = 1/4/a Ya € R*. Kun a = 1, niin e = 1, ja kun a = 4, niin e = 1/2. Lauseen
2.2.1 mukaan e on yksikésitteinen, jolloin paadytaan ristiriitaan. Siis algebrallisella
struktuurilla (R, %), missa a x b = a*b?, ei ole neutraalialkiota

Harjoitus Onko algebrallisella struktuurilla (R, ), missd axb = ab+a, neutraalialkio?

Huomautus Kun laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, neutraalialkiota kutsu-
taan usein nolla-alkioksi. Vastaavasti kun laskutoimitus on kertolaskunkaltainen, neut-
raalialkiota kutsutaan ykkdsalkioksi.

2.3 Ryhma

Puoliryhma

Maaritelma Algebrallinen struktuuri (A, x), jonka laskutoimitus on assosiatiivinen,
on puoliryhmd.

Maaritelma Puoliryhméi (A, ), jolla on neutraalialkio, sanotaan monoidiksi.

Esimerkki 2.3.1 Pari (R,x), missd a x b = max{a,b}, on puoliryhmé, mutta ei
monoidi.

33



Esimerkki 2.3.2 Pari (Z", %), missd a x b = max{a,b}, on monoidi (ja siis myos
puoliryhmd).

Huomautus Jos puoliryhmén (vastaavasti monoidin) laskutoimitus on kommutatii-
vinen, niin puoliryhméé (vastaavasti monoidia) sanotaan kommutatiiviseksi.

Kaanteisalkio

Maaritelma Olkoon (A, %) on monoidi ja merkitddn sen neutraalialkiota kirjaimella
e. Alkion a € A sanotaan olevan yksikko (tai kddntyvd), jos on olemassa sellainen
a € A, etta

axad =ad xa=e.

Alkiota a’ sanotaan alkion a kddnteisalkioksi, ja merkitaan a’ = a=!.

Lause 2.3.1 Olkoon (A,*) on monoidi. Silloin kddntyvin alkion a kddnteisalkio on
yksikasitteinen.

Todistus Olkoot x ja y alkion a kainteisalkioita. Silloin
AaxT=2T*a=e
ja
axy=1y*xa=e.
Koska (A, x) on monoidi, voidaan kirjoittaa

r=exr=(yxa)xr=yx*(a*xx)=y*e=y.
Siis
x=y.
Nain lause 2.3.1 on todistettu. O

Esimerkki 2.3.3 Monoidissa (R, -) alkion a (# 0) kdénteisalkio on 1/a. Monoidissa
(R, +) alkion a kaanteisalkio on —a.

Huomautus Kun laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, on kaanteisalkion sijasta
syyta puhua vasta-alkiosta.

Esimerkki 2.3.4 Monoidissa (M,,«,,-) alkiolla A on kéanteisalkio, jos ja vain jos
det A # 0.

Esimerkki 2.3.5 Monoidissa (Z*,x), missd a x b = max {a,b}, vain alkiolla 1 on
kéédnteisalkio. Nimittédin, neutraalialkio on 1, ja max {a, 1} = 1, jos ja vain jos a = 1.

34



Esimerkki 2.3.6 Monoidissa (R, *), missid a x b = 1ab, alkion a (# 0) kianteisalkio
on 4/a. Nimittdin neutraalialkio on 2 ja a x4/a = 3a4/a = 2. Vrt. esimerkki 2.2.5.

Esimerkki 2.3.7 Algebrallisen struktuurin (R, *), misséd a x b = a + b + ab, alkion a
(# —1) kédnteisalkio on —a/(a + 1). (Toteal) Vrt. esimerkki 2.2.5.

1

Lause 2.3.2 Jos monoidin alkiot a ja b oval kdantyvia, niin alkiol a = b ja a= ovat

kdantyvid ja

(axb)™ = b txal,
(™t = a
Todistus Selviasti
(axb)x (b xa™) = ax(bxb N a ' =axexa!
= axa l=c.

Samoin (b~!xa™!)x (axb) = e. Siis axb on kddntyvi ja sen kdanteisalkio on b=t xa~1.

Kaava (a=1)™! = a jatetddn harjoitustehtaviksi. O
Ryhma
Maaritelma Monoidi (A, *) on ryhma, jos jokaisella alkiolla a € A on kddnteisalkio.

Huomautus Ryhméstéd kiytetddn yleensé kirjallisuudessa merkintdd (G,*). Néin
toimitaan jatkossa myos téassa esityksessa.

Lause 2.3.3 Pari (G,*) on ryhmd, jos ja vain jos

1) pari (G,*) on algebrallinen struktuuri,

)
2) laskutoimitus x on assosiatiivinen,
3) joukossa G on neutraalialkio laskutoimituksen * suhteen,
)

4) jokaisella alkiolla a € G on kdanteisalkio.

Todistus Lause 2.3.3 seuraa suoraan monoidin ja ryhmén maaritelmista. O
Maaritelma Ryhma (G, x) on Abelin ryhmd, jos laskutoimitus x on vaihdannainen.
Esimerkki 2.3.8 Parit (R, +) ja (R*,-) ovat Abelin ryhmid, missé R* = R\ {0}.
Esimerkki 2.3.9 Pari (R*,*) on Abelin ryhmé, missi a x b = Lab.

2
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Esimerkki 2.3.10 Pari (M},,,,-) on ryhmé, missa M, on sellaisten n x n—matriisien

A joukko, ettd det A # 0. Tamé ryhma ei ole Abelin ryhma.
Esimerkki 2.3.11 Pari (Z%, %), missi a x b = max {a, b}, ei ole ryhmaA.

Esimerkki 2.3.12 Jos (G, %) on ryhmé ja (axb)™' = a=! xb~! aina, kun a, b € G,
niin (G, *) on Abelin ryhma.
Todistus Ehdon (axb)™' = a ! xb~! nojalla

(axb)x(a"t%xb71) =e.
Kun tama yhtalo kerrotaan puolittain oikealta alkioilla b ja a, niin saadaan
axb=>bxa.

(Mill& perusteella yhtélo voidaan kertoa puolittain?) Siis ryhmé on Abelin ryhmé. O

2.4 Potenssi

Mairitelmd Olkoon (G, %) ryhméi ja a € G. Silloin alkion a potenssi a* (k € Z%)
maaritellaan kaavoilla

al = a, d"=ad"txa, n>2
a® = e,
a™ = (@), n>0

Huomautus Assosiatiivisuuden nojalla positiivinen potenssi voidaan kirjoittaa
n
av=axax---*a.
Lauseen 2.3.2 nojalla negatiivinen potenssi voidaan kirjoittaa

a"=(@) ' =atxa ko ka = (a7

Huomautus Assosiatiivisuuden takia positiivisen potenssin késite on mielekés jo
puoliryvhmassa. Ei-negatiivinen potenssi voidaan maaritella monoidissa ja yleinen ko-
konaislukupotenssi ryhmassa.

Huomautus Jos ryhmaéan laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, on syyta puhua
potenssin sijasta monikerrasta. Silloin merkitédén na, Oa ja (—n)a. Esimerkiksi ryh-
mésséd (R*,-) puhutaan potenssista, kun taas ryhméssa (R, +) puhutaan monikerrasta.
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Esimerkki 2.4.1 Positiivinen potenssi ei ole mielekas algebrallisessa struktuurissa
(R*, =), silld esimerkiksi (2/2)/2 = 1/2, mutta 2/(2/2) = 2.

Esimerkki 2.4.2 Olkoon (G, %) sellainen ryhmi, jossa a?

(G,*) on Abelin ryhmaA.

Todistus Koska a? = e, niin a~

= e aina, kun a € G. Silloin

! = @ aina, kun a € G. Niin ollen

axb=(axb) P =b'xat=bxa
aina, kun a, b € G.

Lause 2.4.1 Jos (G, ) on ryhmd ja a € G, niin

a“xa" = a™t"

aina, kun m, n € 7.

Todistus Harjoitustehtava.

Lause 2.4.2 Jos (G, ) on Abelin ryhmd ja a, b € G, niin
(a*b)" =a"xb"
aina, kun n € 7.

Todistus Harjoitustehtava.

Harjoitus Olkoon (G, x) sellainen ryhma, jossa (a b)* = a® x b* aina, kun a, b € G.
Todista, ettd (G,*) on Abelin ryhmaé.

2.5 Supistamislait

Lause 2.5.1 (Supistamislait) Olkoon (G,x) ryhmd. Silloin

axb=a*xc = b=c,

axc=bxc = a=b
Todistus Oletetaan, etti a xb = axc. Silloin a™ x (axb) = a~! % (a x ¢), joten

(a'xa)xb= (a"'xa)xceli exb=exc. Niin ollen b = c. (Milla perusteella edelliset
péattelyt voidaan tehdd?) Toinen ominaisuus todistetaan samalla tavalla. O
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Huomautus Kéénteiset ominaisuudet

b=c = axb=axc,
a=b = axc=bxc
ovat voimassa aina, kun x on laskutoimitus. Jos % ei ole laskutoimitus, niin ylla olevat

ominaisuudet eivat valttamatta pida paikkaansa. Vastaesimerkki 16ytyy esimerkiksi
tarkastelemalla saantoa (a/b) @ (¢/d) = (a+ ¢)/(b+ d) joukossa Q.

Huomautus Supistamislait eivat ole aina voimassa monoidissa. Esimerkiksi parit
(Myscn,+) ja (Z71, %), missd a x b = max {a,b}, ovat monoideja, ja on helppo todeta,
ettd supistuslait eivit ole voimassa. Esimerkiksi 2 x 1 = 2 x 2(= 2), mutta 1 # 2.
Valinta A on nollamatriisi on triviaali esimerkki monoidissa (M,,x,, ). Etsi jokin muu
vastaesimerkki.

Huomautus Yhtaloiden
axr=>0 ja yxa=b

ratkaisemisessa toimitaan samalla tavalla kuin supistamislakien todistuksessa. Voidaan
todistaa, etta ryhmassa kyseessa olevilla yhtaloilla on yksikasitteiset ratkaisut

r=a'xb ja y=bkal

Monoidissa yksikésitteisié ratkaisuja ei aina ole. (Toteal)

Esimerkki 2.5.1 Ratkaistaan yhtdlot 2@ z = 7 ja 2z = 7 Abelin ryhméssd (R, ®),
missa a @b =a+ b+ 1.

Ratkaisu Yhtalo 2 & x = 7 tarkoittaa, etta 2+ +1 =7 eli z = 4. Yhtalo 22 =7
tarkoittaa, etth t @x =Teliz+2x+1=7. Siis z = 3.

Huomautus Abelin ryhmaéssa a= ' xb = bx a1, joten silloin on mielekésta maaritella
osamééré (additiivisin termein erotus).

Esimerkki 2.5.2 Kéaantyville (eli ei-singulaarisille) matriiseille ei ole mielekastd mééa-

ritelld, osamadrii, silld yleensi A™'B # BA~!. Sen sijaan m X n-matriisien joukossa
on mielekés erotus B — A= (—A)+ B =B+ (—A).

2.6 Permutaatioryhmat

Maaritelma Joukon X bijektiota itselleen sanotaan joukon X permutaatioks:.
Esimerkki 2.6.1 Kuvaus f:R — R, f(z) = 2°, on joukon R permutaatio.
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Esimerkki 2.6.2 Olkoon X = {1,2,3} ja m: X — X sellainen kuvaus, ettd (1) = 2,
7(2) = 1, 7(3) = 3. Silloin 7 on joukon X permutaatio. Permutaatiota m merkitdan
usein myos

(2,1,3)

(123)
2 1 3/

Joukon X permutaatioita on kaikkiaan 3! kappaletta. Yleisemmin, n—alkioisen joukon
permutaatioiden lukumééara on n!.

ja

Merkinta Joukon X kaikkien permutaatioiden joukkoa merkitdan symbolilla Sx. Jos
X =1{1,2,...,n}, niin merkitddn Sy = S,.

Maaritelma Olkoot f: A — B ja g: B — C kuvauksia. Silloin yhdistetty kuvaus go f
on kuvaus go f: A — C, (go f)(z) = g(f(x)).

Esimerkki 2.6.3 Joukossa S3 on voimassa

(1 2 3) o (1 2 3) B (1 2 3)
3 1 2 2 1 3/ \1 3 2)°
Lause 2.6.1 Pari (Sx,0) on ryhmd.

Todistus 1) Kuvausten yhdistdminen o on laskutoimitus.
2) Kuvausten yhdistdminen o on assosiatiivinen.
3) Neutraalialkio on identtinen kuvaus I: X — X, I(a) = a.

4) Alkion 7 € Sx kéénteisalkio on kadnteiskuvaus 7!, silld se toteuttaa ehdot
mlor=1 ja mom'=1L

(Kohtien 1-4 yksityiskohtainen todistaminen sivuutetaan.) O

Esimerkki 2.6.4 Ryhmiéssi (53, o) permutaation (1

2 e, .
9 3 1) kaanteispermutaatio on
1 2 3
|
(3 ] 2).(Totea.)

Maaritelma Ryhmii (Sx, o) sanotaan symmetriseksi ryhmdksi. Sen aliryhmié (ks.
§2.9) permutaatioryhmiksi. (Permutaatioryhmié ei téssi esityksessé tarkastella yksi-
tyiskohtaisemmin.)
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2.7 Jaannosluokkaryhma

Olkoon m € Z* kiinted. Merkitddn symbolilla Z,, kaikkien jadnnosluokkien joukkoa
(mod m). Siis

Zm ={0,1,2,... ,m—1}.

Maaritelladn yhteenlasku joukossa Z,, niin, etta
a+b=a+b

aina, kun @, b € Z,,. Yhtilon oikealla puolella viivan alla oleva yhteenlasku a + b
on kokonaislukujen tavallinen yhteenlasku. Vasemman puolen yhteenlasku on maari-
teltavana oleva yhteenlasku joukossa Z,,. Tata yhteenlaskua kutsutaan usein yhteen-
laskuksi  (mod m).

Esimerkki 2.7.1 Yhteenlaskun joukossa Z, antaa taulu

el N

0
01]0
1|1

Esimerkki 2.7.2 Yhteenlaskun joukossa Z3 antaa taulu

+]/0 1 2
0/0 1 2
1|1 20
212 01

Esimerkiksi 24+ 2 =4 = 1.
Lause 2.7.1 Pari (Z,,,+) on Abelin ryhmd.

Todistus 1) Yhteenlasku (mod m) on laskutoimitus joukossa Z,,. (Totea!)

2) Yhteenlasku  (mod m) on assosiatiivinen, silla

(@+b)+¢ = a+b+e=(a+b)+c=a+(b+c)
= a+b+c=a+ (b+o).

Kolmas yhtalo seuraa tavallisen yhteenlaskun assosiatiivisuudesta. Muut yhtalot seu-
raavat yhteenlaskun  (mod m) méaéaritelméasta.

3) Struktuurin neutraalialkio (eli téssd nolla-alkio) on jadnnosluokka 0. (Toteal)

4) Jadnnosluokan @ € Z,, kddnteisalkio (eli tdssd vasta-alkio) on luvun a vastaluvun
—a maaradma jadnnosluokka (—a). (Toteal)
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5) Yhteenlasku  (mod m) on kommutatiivinen, silla

a+b=a+b=b+a=>b+a.

(Mihin yll& olevat yhtalét perustuvat?) O

Maaritelma Abelin ryhmaa (Z,,, +) sanotaan jadnndsluokkaryhmdksi  (mod m) tai
additiviseksi jadinnosluokkaryhmdksi — (mod m).

Esimerkki 2.7.3 Mitké ovat alkioiden 1 ja 2 vasta-alkiot ryhmaéssa (Zs, +)?

Ratkaisu Lauseen 2.7.1 todistuksen mukaan —(1) = —1 = 2 ja —(2) = =2 = 1.
Huomaa, etta 1+2 =3 = 0.

Esimerkki 2.7.4 Mitké ovat alkioiden 1 ja 2 vasta-alkiot ryhmaéssa (Zy4, +)?
Ratkaisu Nyt —(I) = =1 =3 ja —(2) = —2 = 2. Huomaa, etti 1+3 =4 =0 ja
2+2=4=0.

Esimerkki 2.7.5 Ratkaise yhtalot

a)
b)

]

+7 =1,

T=1

[\

ryhméssa (Zy, +).
Ratkaisu Kokeilemalla voidaan todeta, ettd a) T = 3, b) yhtalolla ei ole ratkaisua.

2.8 Alkuluokkaryhma

Olkoon m € Z™" kiinted. Maaritellaan kertolasku joukossa Z,, kaavalla
a-b=ab

aina, kun @, b € Z,,. Yhtilon oikealla puolella viivan alla tulo ab on tavallinen koko-
naislukujen tulo. Vasemman puolen tulo on maariteltavana oleva kertolasku joukossa
Z,, eli kertolasku  (mod m).

Esimerkki 2.8.1 Kertolaskun joukossa Z, antaa taulu
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Esimerkki 2.8.2 Kertolaskun joukossa Z, antaa taulu

0123
00000
1101 2 3
210 20 2
3103 21

Lause 2.8.1 Pari (Z,,,-) on kommutatiivinen monoidi.

Todistus Harjoitustehtdva. (Esimerkiksi neutraalialkio (eli téssd ykkosalkio) on
jadnnosluokka 1.) O

Pari (Z,,, ) el ole aina ryhmd, silld jaédnnosluokilla ei ole valttdméttd kadnteisalkiota.
Esimerkiksi alkiolla 2 ei ole kdanteisalkiota monoidissa (Zy,-), ts. ei ole olemassa
sellaista alkiota @, ettd 2 -a@ = 1. (Toteal)

Seuraavassa lauseessa annamme valttamattoman ja riittavan ehdon sille, etta alkiolla
a € 7, on kiaanteisalkio.

Lause 2.8.2 Alkiolla @ on kddnteisalkio monoidissa (Zyy,, ), jos ja vain jos (a,m) = 1.

Todistus Alkiolla @ on kaanteisalkio silloin ja vain silloin, kun yhtilo @ -7 = 1 on
ratkeava. Yhtdlo @ - T = 1 voidaan kirjoittaa ax = 1 eli ax = 1 (mod m), joka on
ratkeava, jos ja vain jos (a,m) | 1 eli (a,m)=1. O

Merkinta Merkitddn symbolilla Z*, niiden monoidin (Z,,, -) alkioiden joukkoa, joilla
on kaanteisalkio, ts.
Z: ={a€Z,| (a,m)=1}.

Huomautus FEhdon (a,m) = 1 toteutuminen ei riipu jadnnosluokan @ edustajan
valinnasta. Nimittéin jos b € @, niin a =b (mod m) ja siis (a, m) = (b,m).

Maaritelma Joukon Z7, alkioita sanotaan alkuluokiksi modulo m.

Esimerkki 2.8.3 Z; = {1,2,4,5,7,8}.
Esimerkki 2.8.4 Jos p on alkuluku, niin Z; = {T, 2,...,p— 1}.
Esimerkki 2.8.5 Miké on alkion 2 kianteisalkio monoidissa (Zg, -)?

Ratkaisu Kaianteisalkio on sellainen 7, ettd 22 = 1. On helppo todeta, etta T
Siis 271 = 5.

5.

Lause 2.8.3 Pari (Z,,-) on Abelin ryhmd.
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Todistus Todistetaan, ettd 1) kertolasku on laskutoimitus, 2) ykkdsalkio kuuluu
joukkoon Z? ja 3) jokaisen alkion kaanteisalkio kuuluu joukkooon Z* . Muut vaa-
timukset on jo todettu.

1) Olkoot @, b € Z*,. Silloin @ - b on olemassa ja on hyvin miéritelty. (Itse asiassa
@-b=ab.) Lisiksi kertolasku on sulkeutuva eli @- b € Z*,. Nimittiin, koska (a,m) =
(b,m) = 1, niin (ab,m) = 1. Néin ollen ab € Z*, elia-b € Z,.

2) Ykkosalkio on 1, sillda @+ 1 = al = @ aina, kun @ € Z,. Edelleen 1 € Z7
(1I,m) = 1.

3) Olkoon @ € Z*, jaa ' = 7. Silloin yhtdlé @ - T = 1 on ratkeava alkion T suhteen.
Toisaalta yhtélo on myds ratkeava alkion @ suhteen. Siis lauseen 2.8.2 mukaan (x,m) =
1, jotenz € Z;,. O

silla

Maaritelma Ryhmaéd (ZF,, ) sanotaan alkuluokkaryhméksi  (mod m).

Esimerkki 2.8.6 Ratkaise yhtélot a) 3z = 1, b) () =1, c¢) (7)* = 3 ryhmissa
Ratkaisu a)T=3, b)Z=1, c) el ratkaisua.

2.9 Aliryhma

Maaritelma Olkoon (G, *) ryhmé ja H joukon G ei-tyhjd osajoukko. Silloin (H,*)
on ryhmén (G, *) aliryhmd, jos (H,*) on ryhma.

Merkinta Jos (H,*) on ryhmén (G, *) aliryhmé, niin merkitadn (H,*) < (G, *) tai
lyhyesti H < G.

Lause 2.9.1 (Aliryhmaékriteeri) Olkoon (G,*) ryhmd ja H joukon G ei-tyhjd osa-
joukko. Silloin H < G, jos ja vain jos

Va,b€ H:iaxb™' € H. (1)
Todistus Sivuutetaan.
Esimerkki 2.9.1 Selvisti (Z,+) < (R, +).
Esimerkki 2.9.2 Merkitaan mZ = {mk:k € Z}. Silloin (mZ,+) < (Z,+).

Esimerkki 2.9.3 Olkoot (A, *) ja (B, *) ryhmén (G, *) aliryhmid. Todista, etta (AN
B, ) on ryhmén (G, ) aliryhma.

Todistus Olkoot a, b € AN B mielivaltaisia. Silloin a, b € A ja a, b € B. Koska A,
B < @, niin lauseen 2.9.1 perusteella axb™' € Ajaaxb ' € B. Siisaxb™' € AN B.
Lisaksi AN B # 0, silla ainakin e € AN B, missa e on ryhmén neutraalialkio, ja
ANB CG,silla AC G ja B CG. Nain ollen lauseen 2.9.1 perusteella AN B < G. O
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Maaritelma Ryhméé (G, *) sanotaan ddrelliseksi, jos joukossa G on darellinen maara
alkioita.

Lause 2.9.2 (Aliryhmaékriteeri aérellisille ryhmille) Olkoon (G,*) ddrellinen
ryhmda ja H joukon G ei-tyhja osajoukko. Silloin H < G, jos ja vain jos

Va,be H:axbe H. (2)

Todistus Sivuutetaan.
Esimerkki 2.9.4 ({0,3},+) < (Zg,+). (Totea!)

Esimerkki 2.9.5 ({0,4},+) £ (Zg,+). (Totea!)
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3 Kahden laskutoimituksen struktuureja

Luvussa 2 tutkittiin yhden laskutoimituksen struktuureja (A, %), joista ryhmé on kes-
keisin. Monissa joukoissa on kuitenkin useita mielekkaita laskutoimituksia, esimerkiksi
lukujoukoissa Z, Q ja R tavallinen yhteen- ja kertolasku.

Téssé luvussa tarkastellaan yleisid kahden laskutoimituksen struktuureja (R, +, ), siis
joukkoa R, kahta laskutoimitusta + ja - seka niiden keskinaisia suhteita. Laskutoimi-
tukset + ja - ovat yleisia, mutta + on yleensa tavallisen yhteenlaskun kaltainen lasku-
toimitus ja - tavallisen kertolaskun kaltainen laskutoimitus.

Laskutoimituksista + ja - kdaytetdan kuitenkin nimityksia yhteenlasku ja kertolasku.
Jos on vaarana sekaannus tavanomaisiin yhteen- ja kertolaskuihin, voi kayttaa es-
imerkiksi merkintoja & ja ©.

Kahden laskutoimituksen struktuurien tutkimisen aloitamme renkaan kéasitteesta.
Muita tarkasteltavia struktuureja ovat kokonaisalue ja kunta.

3.1 Renkaan maaritelma

Maaritelma Kolmikko (R, +, ) on rengas, jos
1) (R,+) on Abelin ryhma,
2) (R,-) on puoliryhma,
3) a(b+c¢)=ab+ac Va,b,c€R,
(a +b)c=ac+bc Va,b,ceR

eli osittelulait ovat voimassa.

Huomautus Kertolaskun symboli - jatetaan usein merkitsematta.

Huomautus Ehto 3) antaa yhteyden struktuurien (R, +) ja (R, -) vélille. Ilman sité
struktuurit (R, +) ja (R, -) olisivat toisistaan riippumattomia.

Maaritelma Rengasta (R, 4+, -) sanotaan kommutatiiviseksi, jos kertolasku - on kom-
mutatiivinen.

Maaritelma Jos puoliryhmé (R, -) on monoidi, niin rengas on l-rengas (eli ykkos-
rengas). Monoidin (R,-) neutraalialkiota sanotaan ykkdsalkioksi ja sité merkitdan
symbolilla 1.

Maaritelmd Ryhmén (R, +) neutraalialkiota sanotaan nolla-alkioksi ja merkitdan
symbolilla 0.

Esimerkki 3.1.1 Joukot Z, Q, R ja C varustettuina tavallisilla yhteen- ja kerto-
laskuilla ovat kommutatiivisia 1-renkaita.
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Esimerkki 3.1.2 Kolmikko (Z,,,+,-) on kommutatiivinen 1-rengas. (Toteal)
Esimerkki 3.1.3 Kolmikko (M, +, ) on 1-rengas.

Esimerkki 3.1.4 Olkoon (G,+) Abelin ryhméa. Merkitdén
Hom(G,G) = {f| f:G — G on homomorfismi} .

Silloin (Hom(G, G), +,0) on 1-rengas. (Toteal)

Esimerkki 3.1.5 Tutkitaan algebrallista struktuuria (R, ®, ®), missd a®b = a+b+1
jaa®b=a+ b+ ab. Osittelulait ovat voimassa, silla

a®b®c) = a®(b+c+1l)=a+b+c+1)+alb+c+1)
= (a+b+ab)+(a+c+ac)+1=(a+b+ab)®(a+c+ac)
= (a0b)@(a00)

ja
(adb)oc = (a+b+1)0c=(a+b+1)+c+(a+b+1)c

= (a+c+ac)+(b+c+bc)+1=(a+c+ac)® (b+c+be)
= (aGc)®d(bOc)

aina, kun a, b, c € R. Algebrallisen struktuurin (R, &, ®) nolla-alkio on reaaliluku —1,
silla

a®(-1)=a+(-1)+1=a ja (-1)®a=(-1)+a+1=a

aina, kun a € R. Edelleen algebrallisen struktuurin (R, ®, ®) ykkosalkio on reaaliluku
0, silla
a®0=a+0+a0=a ja 00a=0+a+0a=a

aina, kun a € R. Alkion a € R vasta-alkio on —a — 2, silla
ad(—a—2)=a+(—a—-2)+1=-1ja (—a—2)Ba=(—a—2)+a+1=—1,

missa —1 on siis struktuurin nolla-alkio.

3.2 Renkaan perusominaisuuksia

Laskulakeja

Lause 3.2.1 Olkoon (R, +,-) rengas ja olkoot a, b, ¢ € R. Silloin
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)

2) a(=b) = (—a)b = —(ab),

3) —(=a) =aq,

4) (=a)(=b) = ab,

5) a(b—c) =ab—ac, (a—b)c=ac— be,

missi a —b = a+ (—b).
Todistus 1) Osittelulain ja nolla-alkion méadritelmén nojalla
0a+ 0a = (0+0)a = 0a = 0 + Oa,

joten ryhmén (R, +) supistussdannon perusteella 0a = 0. Yhtélo a0 = 0 todistetaan
samalla tavalla. (Toteal)

2) Osittelulain, vasta-alkion mééritelmén ja kohdan 1) nojalla
a(—=b) +ab = a[(—b) +b] = al = 0.

Siis a(—b) + ab = 0, joten a(—b) on alkion ab vasta-alkio eli a(—b) = —(ab). Yhtilo
(—a)b = —(ab) todistetaan samalla tavalla.

3) Kaava on voimassa yleisesti ryhméssa (huomaa additiivinen merkinté).

4) Seuraa kohdista 2) ja 3). (Toteal)
5) Seuraa osittelulaista ja kohdasta 2). O

Seuraus Jos (R,+,-) on 1-rengas ja |R| > 2, niin 0 # 1.

Todistus Tehdian vastaoletus: 0 = 1. Silloin la = 0Oa aina, kun a € R. Siis
ykkosalkion méaritelmén ja lauseen 3.2.1 kohdan 1) nojalla a = 0 aina, kun a € R,
joten R = {0}. Néin ollen |R| = 1 < 2. Téten vastaoletus 0 = 1 on védrin ja viite
0 # 1 on oikein. O

Seuraus Olkoon (R,+,-) rengas, jossa
a+b=a-b Va,beR. (1)

Silloin R = {0}.

Todistus Olkoon a € R mielivaltainen ja asetetaan b nolla-alkioksi 0. Silloin oletta-
muksen (1) mukaan a + 0 = 0. Nyt nolla-alkion mééritelmén ja lauseen 3.2.1 nojalla
a=0.Siis R={0}. O

Monikerta ja potenssi
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Monikerralla renkaassa (R, +, -) tarkoitetaan monikertaa ryhméssa (R, +). Pykéldn 2.4
mukaan monikerta na, n € Z, on mielekas ryhmaéassa. Huomaa, etta tassa kaytetaan
additiivista terminologiaa, kun taas pykalassa 2.4 kaytetdaan multiplikatiivista termi-
nologiaa. Pykéalan 2.4 lauseet ovat voimassa renkaan monikerralle.

Potenssilla renkaassa (R, +,-) tarkoitetaan potenssia puoliryhméssé (R,-). Renkaan
potenssi a™ on mielekas, kun n € Z*. Pykalan 2.4 lauseet ovat rajoitetusti voimassa
renkaan potenssille.

Esitetaan tassa esimerkki, jossa tarkastellaan samanaikaisesti monikertaa ja potenssia.

Esimerkki 3.2.1 Olkoon (R,+,-) rengas. Silloin
(a+b)? =a*+2(ab) +V* Va,b< R, (2)

jos ja vain jos R on kommutatiivinen rengas.

Todistus 7<«" Oletetaan, ettd R on kommutatiivinen rengas. Silloin potenssin
maaritelméan ja osittelulakien nojalla

(a+0)?* = (a+b)(a+bd) =ala+b)+bla+b)
= a’+ab+ ba + b7

Kun viimeisimpaan lausekkeeseen sovelletaan renkaan kommutatiivisuutta ja moniker-
ran maaritelmaa, niin saadaan

(a+b)*=a*+ab+ ab+ b* = a® + 2(ab) + b

Siis suunta ”"<=" on todistettu. Suunta "=-" jatetaan harjoitustehtavéksi. O

Supistussaannoista

Todistetaan, etta renkaassa on voimassa
1) ab=ac# b=c,
2) ab=ac,a# 0% b=rc,
3) atb=a+c=b=c.

Kohta 1 Esimerkiksi renkaassa (Z,+,-) 0-1=0-2 mutta 1 # 2.
Kohta 2 Esimerkiksi renkaassa (Maxo, +, *)

(o o) (o 1)=(o o) (i o)
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ja (1 0) ei ole nollamatriisi, mutta

(o 1) (i o)

Kohta 3 Renkaassa (R, +,-) voidaan supistaa yhteenlaskun suhteen, silla (R, +) on
ryhma ja ryhmassa supistussaanté on voimassa.

3.3 Alirengas

Maéaritelmd  Kolmikko (S,+,-) on renkaan (R, +,-) alirengas, jos § # S C R ja
(S,+,-) on rengas.

Huomautus Yl alirenkaan (S, +,-) laskutoimitukset ovat samat kuin renkaan
(R, +,-) laskutoimitukset.

Esimerkki 3.3.1 Rengas (Zs, +,-) ei ole renkaan (Zy, +, -) alirengas. (Miksi?)

Lause 3.3.1 (Alirengaskriteeri) Olkoon (R, +,-) rengas ja S joukon R ei-tyhji osa-
joukko. Silloin (S,+,-) on renkaan (R,+,-) alirengas, jos ja vain jos

1) S on sulkeutuva vihennyslaskun suhteen,

2) S on sulkeutuva kertolaskun suhteen.
Todistus Harjoitustehtava.
Esimerkki 3.3.2 Rengas (Z,+, ) on renkaan (R, +, ) alirengas.

Esimerkki 3.3.3 Kolmikko (M}, .. +,-) el ole renkaan (M, x,,+,-) alirengas. (Mik-
si?)

Esimerkki 3.3.4 Kolmikko (M],,,+, ) on renkaan (M,x,,+,-) alirengas, missa
M) ... on n x n—diagonaalimatriisien joukko.

Esimerkki 3.3.5 Merkitaan Z(i) = {a+bi| a,b € Z}. (Tamé on niin sanottujen
Gaussin kokonaislukugen joukko.) Silloin (Z(i),+,-) on renkaan (C,+,-) alirengas.
(Toteal)
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3.4 Renkaan nollanjakajat

Maaritelma Olkoon (R, +, ) rengas. Silloin a € R on nollanjakaja, jos
1) a#0ja
2) 3be R\ {0}:ab =0 tai ba = 0.

Huomautus Ylla olevassa maaritelméassa myos alkio b on nollanjakaja.

Esimerkki 3.4.1 Lukurenkaissa ei ole nollanjakajia, kun laskutoimituksina ovat ta-
valliset yhteen- ja kertolasku. (Miksi yhteenlaskulla on merkitysté nollanjakajien ole-
massaoloon?)

Esimerkki 3.4.2 Renkaassa (Mayo, +, ) on nollanjakajia. Esimerkiksi
(1 0) (O 0> _<O O>
0 0 0 1) \o 0/
Esimerkki 3.4.3 Renkaan (Z,, +, ) ainoa nollanjakaja on 2. (Toteal!)

Esimerkki 3.4.4 Renkaassa (Z3,+,-) ei ole nollanjakajia. (Toteal!)

Lause 3.4.1 Alkioa (# 0) on renkaan (Z,, +, ) nollanjakagja, jos ja vain jos (a, m) >
1.

Todistus Olkoon @ # 0. Silloin @ on nollanjakaja, jos ja vain jos yhtalolla @z = 0 on
ratkaisu T # 0 eli kongruenssiyhtalolld ax =0 (mod m) on ratkaisu z Z 0 (mod m).
Yhtalon az =0 (mod m) kaikki ratkaisut ovat z =0 (mod m/(a,m)). Siis ratkaisu
x#0 (mod m) 16ytyy, jos ja vain jos (a,m) > 1. O

Seuraus Renkaassa (Z,,+,-) ei ole nollanjakajia, kun p on alkuluku.
Esimerkki 3.4.5 Renkaan (Zg, +, -) nollanjakajat ovat 3 ja 6. (Totea!)

Lause 3.4.2 Olkoon (R,+,-) 1-rengas. Josa € R on kddntyvd (kertolaskun suhteen),
nun a et ole nollanjakaja.

Todistus Olkoon ab = 0. Silloin a~!(ab) = a7'0. Téastd saadaan helposti, etta
b = 0. (Totea!) Samalla tavalla todistetaan, etté jos ba = 0, niin b = 0. Siis a ei ole
nollanjakaja. O

Esimerkki 3.4.6 Renkaan (M, «,, +, ) matriisit, joiden determinantti on # 0, eivét
ole nollanjakajia.

Huomautus Lause 3.4.2 ei pidd paikkaansa kéénteisesti (vaikka oletettaisiin, etté
a # 0). Esimerkiksi renkaassa (Z,+,-) luvut a (# 0, £1) eivit ole nollanjakajia
eivatka kaantyvia.
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3.5 Kokonaisalue

Maaritelma Kommutatiivista 1-rengasta, jossa ei ole nollanjakajia, sanotaan koko-
naisalueeksi. Kokonaisaluetta merkitdéan usein kolmikolla (D, +,-).

Esimerkki 3.5.1 Lukurenkaat (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-) ja (C,+, ) ovat kokonais-
alueita.

Esimerkki 3.5.2 Rengas (M, xn,+, ) ei ole kokonaisalue, kun n > 1. (Miksi?)

Lause 3.5.1 Rengas (Zy,,+,-) on kokonaisalue, jos ja vain jos m on alkuluku.

Todistus ”<" On jo itse asiassa todistettu. (Miksi?)

7= Oletetaan, ettéd rengas (Z,,, +, -) on kokonaisalue. Silloin siiné ei ole nollanjakajia.
Siis lauseen 3.4.1 mukaan (a, m) = 1 aina, kun @ # 0 eli aina, kuna =1,2, ..., m—1.
Nain ollen m on alkuluku. O

Supistussaannoista

Todistetaan, etta kokonaisalueessa on voimassa
1) ab=ac# b=c,
2) ab=ac,a#0=0b=c,
3 atb=a+c=b=c.

Kohta 1 Esimerkiksi kokonaisalueessa (Z,+,-) 0-1=0-2 mutta 1 # 2.
Kohta 2 Harjoitustehtava.

Kohta 3 Kokonaisalueessa (D, +,-) voidaan supistaa yhteenlaskun suhteen, silla
(D, +) on ryhmé ja supistamissddnto on voimassa ryhméssa.

Huomautus Kohdassa 2) alkiolla a ei valttdmétta ole kidédnteisalkiota. Siitd huoli-
matta se voidaan supistaa pois.

Harjoitus Todista, etta kokonaisalueessa

1) yhtéalolla ax = b voi olla ddreton mééra ratkaisuja,
2) yhtélolla az = b, a # 0, on korkeintaan 1 ratkaisu,

3) yhtélolla a + x = b on tdsmélleen 1 ratkaisu.
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3.6 Kunta

Maaritelmd Kommutatiivinen 1-rengas (F, +, ) on kunta, jos jokaisella joukon F'\
{0} alkiolla on kddnteisalkio.

Esimerkki 3.6.1 Lukurenkaat (Q,+,-), (R, +,-) ja (C,+,-) ovat kuntia. Lukurengas
(Z,+,-) ei ole kunta.

Esimerkki 3.6.2 Kunta (Q, +, ) on suppein lukukunta (# {0}). (Totea!)
Lause 3.6.1 Olkoon |F| > 2. Silloin (F,+,-) on kunta, jos ja vain jos
1) (F,+) on Abelin ryhmd,
2) (F\{0},-) on Abelin ryhmd,
3) osittelulait ovat voimassa.
Todistus Harjoitustehtava.
Lause 3.6.2 Jokainen kunta on kokonaisalue.
Todistus Seuraa lauseesta 3.4.2. O
Lause 3.6.3 Jokainen darellinen kokonaisalue on kunta.

Todistus Olkoon (F,+,-) aarellinen kokonaisalue ja merkitaan F' = {0, kq, ko, ... ,
k,}. Todistetaan, ettd (F,+,-) on kunta. Kokonaisalueen ja kunnan mééaritelmien
nojalla riittda todistaa, ettéd alkiolla x on kdanteisalkio aina, kun x # 0, ts. ettd jokin
tuloista zk; (i =1, 2, ..., n) on = 1. Tuloilla xk; on seuraavat kaksi ominaisuutta.

1) Kaikki tulot zk; ovat # 0, silld kokonaisalueessa ei ole nollanjakajia.

2) Kaikki tulot zk; ovat erisuuria. Nimittéin jos xks = xk,, niin x(ks — k,) = 0.
Koska tassa x # 0, niin ks — k. = 0 eli ks = k.

Kohtien 1) ja 2) nojalla tulot xk; (i = 1,2,... ,n) kdyvét lapi kaikki joukon F' nollasta
poikkeavat alkiot, siis myo6s alkion 1. Nain ollen on olemassa sellainen ¢, etta xk, = 1.
Koska rengas on kommutatiivinen, niin myos k;x = 1. Taten alkiolla x on kaanteisalkio
k;. Néin olemme todistaneet, ettd (F,+,-) on kunta. O

Lause 3.6.4 Kolmikko (Zy,,+,-) on kunta, jos ja vain jos m on alkuluku.

Todistus Seuraa lauseista 3.5.1, 3.6.2 ja 3.6.3. O

Huomautus Jos F on dérellinen kunta, niin |F| = p™, p € P. Todistus ei kuulu
taman monisteen alueeseen.
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3.7 Osamaara kunnassa

Maaritelma Olkoon (F,+, ) kunta ja olkoot a, b € F, b # 0. Silloin osamddrd a/b

maaritellaan kaavalla
&= b

b

Huomautus 1) Koska b # 0, niin ylld olevassa maaritelméassa kidnteisalkio b~ on

olemassa.
2) Koska kertolasku on kommutatiivinen, niin ab™! = b'a.

Nain ollen osaméairan maaritelma on mielekas.
Lause 3.7.1 Oletetaan, etta b, d # 0. Silloin

:§©M:M

S o 9

a
b
—a a

Todistus Todistetaan kohta 3) ja jitetdan muut kohdat harjoitustehtéviksi. Ilmeisesti

= ab t4+cedt=abtdd ' + cd ot

= ad(bd)™" + be(bd) ™!
(ad 4 be)(bd) ™!
ad + bc

bd

+
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(Milla perusteella mikin vaihe on voimassa?) O

Esimerkki 3.7.1 Oletetaan, etta (F,+,-) on kunta, a,b,¢c € F jan € Z. Todista,
etta

na a
) e
) 5 =y
ca a
9) 4 _ .2
) 5 =%
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Ratkaisu 1) Todistetaan kohta 1), kun n € Z*. Tapaus n & Z™ jatetddn harjoitus-
tehtavaksi. [lmeisesti

%“ = ()b =(a+ta+ - +a)b"
= ab ' 4ab + - +ab " =nlab)
a

(Milla perusteella mikin vaihe on voimassa?)

2) Osaméadrian méadritelmén ja kertolaskun assosiatiivisuuden nojalla

ca

> = (ca)b™ = c(ab™t) = c%.
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