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1 Ryhmateoriaa

1.1 Ryhman maaritelma

Maaritelma Olkoon (G, *) algebrallinen struktuuri. Silloin (G, *) on ryhmé, jos

1) laskutoimitus x on assosiatiivinen,
2) joukossa G on neutraalialkio laskutoimituksen x suhteen,

3) jokaisella alkiolla a € G on kddnteisalkio.

Maaritelma Ryhma (G, ) on Abelin ryhmd, jos laskutoimitus x on vaihdannainen.

1.2 Aliryhma

Maaritelma Olkoon (G, ) ryhmé ja H joukon G ei-tyhja osajoukko. Silloin (H,x)
on ryhmén (G, x) aliryhmd, jos (H,) on ryhmaé.

Merkinta Jos (H,*) on ryhmén (G, *) aliryhmé, niin merkitadn (H,*) < (G, *) tai
lyhyesti H < G.

Lause 1.2.1 (Aliryhmaéakriteeri) Olkoon (G,*) ryhmd ja H joukon G ei-tyhjd osa-
joukko. Silloin H < G, jos ja vain jos

Ya,b € H:axb™' € H. (1)
Todistus Harjoitustehtava.
Esimerkki 1.2.1 Selvésti (Z,+) < (R, +).
Esimerkki 1.2.2 Merkitadn mZ = {mk: k € Z}. Silloin (mZ,+) < (Z,+).

Esimerkki 1.2.3 Olkoot (A, ) ja (B, ) ryhmén (G, ) aliryhmid. Todista, ettd (AN
B,x) on ryhmén (G, ) aliryhma.

Todistus Olkoot a, b € AN B mielivaltaisia. Silloin a, b € A ja a, b € B. Koska A,
B < @, niin lauseen 1.2.1 perusteella axb™' € Ajaaxb™' € B. Siisaxb™t € AN B.
Lisiksi A N B # (), silld ainakin e € A N B, missa e on ryhmén neutraalialkio, ja
ANB CG,silla AC G ja B CG. Nain ollen lauseen 1.2.1 perusteella AN B < G. O

Maaritelma Ryhméi (G, *) sanotaan ddrelliseksi, jos joukossa G on darellinen maara
alkioita.



Lause 1.2.2 (Aliryhmaéakriteeri darellisille ryhmille) Olkoon (G,x) ddrellinen
ryhmda ja H joukon G ei-tyhja osajoukko. Silloin H < G, jos ja vain jos

Va,be H:axb e H. (2)

Todistus 7=" (Totea!) ”<«" Olkoot a, b € H mielivaltaisia. Kaavan (2) nojalla
jonon a % b, axb? axb3 ... kaikki jisenet ovat joukon H alkioita. Koska H on
aarellinen, niin on olemassa sellaiset m ja n, etta

axb™ =axb",

missa m < n. Silloin

axbt=axbv L

Koska n —m — 1 > 0, niin ax b1 € Heliaxb™! € H. Titen lauseen 1.2.1
perusteella H < G. O

Esimerkki 1.2.4 ({0,3},+) < (Zg,+). (Totea!)

Esimerkki 1.2.5 ({0,4},+) £ (Zs, +). (Toteal)

1.3 Sivuluokat

Maaritelma Olkoon (G, *) ryhmé ja (H,*) sen aliryhméa. Silloin alkion a € G
maaraama vasen swuluokka modulo H on

axH ={a*xh|heH}.
Vastaavasti oikea sivuluokka modulo H on
Hxa={h*a|heH}.

Kaikki vasemmat ja oikeat sivuluokat saadaan, kun a kay lapi joukon G.

Huomautus On helppo todeta, etté
1) exH=H,

)

2) a €axH jaa € Hxa aina, kun a € G,

3) jos G on Abelin ryhmé, niin a x H = H % a aina, kun a € G,
)

4) jos G ei ole Abelin ryhmaé, niin yleensd a x H # H * a. Konstruoi esimerkki
tallaisesta tilanteesta.



Esimerkki 1.3.1 Kun (G, *) = (Z,+) ja H = mZ (m > 2), niin vasemmat sivuluokat
modulo mZ ovat muotoa a + mZ, missa

a+mZ = {a+h|hemZ}
= {a+mklkeZ}
= {z|z=a (mod m)}

= a.

Siis ryhmén (Z,+) vasemmat sivuluokat modulo mZ ovat samat kuin jdénnosluokat
modulo m. Koska (Z,+) on Abelin ryhmé, niin oikeat sivuluokat ovat samat kuin
vasemmat.

Maaritelma Olkoon (G, *) ryhmé ja H < G. Silloin sanotaan, etta alkiot a, b € G
ovat vasemmanpuoleisesti kongruentteja modulo H, jos

a€bxH.

Silloin merkitaan

a=rb (mod H).
Vastaavasti maaritellddn a =g b (mod H), jos a € H % b.
Huomautus Jos (G, ) on Abelin ryhmé, niin relaatiot =5, ja =g  (mod H) ovat

samat. Nimittain silloin bx H = H % b aina, kun b € G.

Esimerkki 1.3.2 Ryhméssa (Z, +) relaatiot =1, ja =g  (mod mZ) ovat samat kuin
kongruenssirelaatio = (mod m).

Lause 1.3.1 Relaatiot =1, ja =r (mod H) ovat ekvivalenssirelaatioita joukossa G.

Todistus Todistetaan véite relaatiolle =;,  (mod H).
1) Koskae € H,niina € ax H elia=;a (mod H) aina, kun a € G.

2) Oletetaan, ettd a =, b (mod H). Silloin a = bx h, missa h € H. Koska (H,x)
on ryhma, niin A~* € H. Néin ollen b = ax h~!, missa h™! € H. Siis b =1 a
(mod H).

3) Oletetaan, ettd a =; b (mod H) ja b =; ¢ (mod H). Silloin a = bx h; ja
b = c* hy, missé hy, hy € H. Néin ollen a = (¢ * hy) x ha = ¢ x (hy x hy). Koska
hy* hy € H, niin a =, ¢ (mod H). O

Lause 1.3.2 Fkvivalenssirelaation =;,  (mod H) ekvivalenssiluokat ovat vasemmat
sivuluokat modulo H. Vastaavasti ekvivalenssirelaation =  (mod H) ekvivalenssi-
luokat ovat oikeat sivuluokat modulo H .



Todistus Harjoitustehtava.

Esimerkki 1.3.3 Kun (G, %) = (Z,+) ja H = mZ (m > 2), niin vasemmat sivuluokat
modulo mZ ovat samat kuin jaannosluokat modulo m.

Huomautus Koska vasemmat sivuluokat ovat ekvivalenssiluokkia, niin
1) kaksi vasenta sivuluokkaa ovat joko samat tai erilliset,
2)axH=bxH<a=,b (mod H)<acbxH&bcaxH,

3) vasemmat sivuluokat muodostavat joukon G osituksen,
)

4) Kohdat 1-3 ovat voimassa my0s oikeille sivuluokille.

Lause 1.3.3 Jokaisella sivuluokalla (sekd vasemmalla ettd oikealla) modulo H on sa-
ma kardinaaliluku. Erikoisesti jos H on adrellinen, niin sivuluokkien modulo H alki-
otden lukumdarat ovat samat.

Todistus Kuvaukset f: H — ax H, f(h) =axh, jag:H — H*a, g(h) = h*a, ovat
bijektioita aina, kun a € G. (Toteal) O

Esimerkki 1.3.4 Jokainen jadnnosluokka modulo m on numeroituvasti aareton.

Merkinta Merkitaan lyhyesti
G/H = (G/ =1 (mod H)).

Siis lauseen 1.3.2 perusteella G/H on ryhmén (G, *) vasempien sivuluokkien joukko
modulo H, ts.
G/H ={a*xH| a€ G}.

Lisaksi merkitaan lyhyesti
H\G = (G/ =g (mod H)).
Siis H\G on ryhmén (G, ) oikeiden sivuluokkien joukko modulo H.

Esimerkki 1.3.5 Esimerkin 1.3.3 ja Algebra I:n perusteella Z/mZ = Z,, =
{012, m—1}.
Merkinta Joukon A alkioiden lukumédrad merkitaan symbolilla |A].

Lause 1.3.4 Olkoon (G,*) adrellinen ryhma ja H < G. Olkoon |G/H| = k. Silloin
|G| = Ek|H]|.



Todistus Olkoot a; x H, as x H, ..., ax x H ryhmén (G,x) erisuuret sivuluokat
modulo H. Silloin ne muodostavat joukon GG osituksen ja lauseen 1.3.3 mukaan jokaisen
sivuluokan alkioiden lukumé&érd on |H|. Siis

k k
(Gl =>_laix H| =) |H| =kl|H|.
i=1 i=1

Nain olemme todistaneet lauseen 1.3.4. O

Seuraus (Lagrangen lause) Jos (G, *) on &érellinen ryhmé ja H < G, niin joukon H
alkioitten lukumaara on joukon G alkioitten lukumaéran tekija, ts.

H|||G).

Esimerkki 1.3.6 Jos |G| on alkuluku, niin ryhmélla (G, ) on vain triviaalit aliryhmét
({e},*) ja (G,*). (Miksi?)

1.4 Sykliset ryhmat

Olkoon (G, %) ryhmé ja a € G. Merkitdan alkion a potenssien joukkoa symbolilla {(a),
ts.

(a) = {a" k € Z}.
Koska (G, %) on ryhmé, niin (a) C G. Lauseissa 1.4.1 ja 1.4.2 tutkimme alkion a

potenssien joukon (a) ominaisuuksia tarkemmin. Sen jéilkeen méarittelemme syk-
lisen ryhmén késitteen. (Jos ryhmén laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, niin
potenssien joukon sijasta on syytd kdyttdd termid monikertojen joukko.)

Lause 1.4.1 Olkoon (G, ) ryhmd ja a € G. Silloin (a) on ryhmdin G suppein aliryh-
ma, joka sisdaltaa alkion a.

Todistus 1) Kun asetetaan k = 1, saadaan a € (a). Siis (a) sisdltdd alkion a.

2) Olkoot b, ¢ € (a) mielivaltaisesti valittuja. Silloin b = a*, ¢ = a!, missa k, | € Z.
Voidaan todeta, etti ¢ ™' = a~!. Néin ollen bxc ' =a* xa™! = a*!, missia k — [ € Z,
joten bx ¢! € (a). Taten aliryhmékriteerin (lause 1.2.1) perusteella (a) on ryhméan G
aliryhma.

3) Todistetaan vield, ettd (a) on suppein aliryhm, joka sisaltdd alkion a. Oletetaan,
ettd H < G ja a € H. Koska H on ryhmé, niin a* € H aina, kun k € Z. Siis H D (a).
Néin ollen (a) on suppein aliryhmé, joka sisdltda alkion a. O

Huomautus Aliryhmé4 (a) sanotaan alkion a generoimaksi aliryhméksi.

Huomautus Jos G on aarellinen ryhma, niin lauseiden 1.4.1 ja 1.3.4 perusteella

(a)] |IG].



Lause 1.4.2 Olkoon (G,*) ryhmd ja a € G.

i) Jos {a) on ddreton, niin kaikki potenssit a*, k € Z, ovat erisuuria.

ii) Jos (a) on ddrellinen ja merkitiin |(a)| = m, niin

(a) = {e,a,a2,... ,am_l}, (1)

missa a™ = e. Edelleen

a=esmlk (2)

ja yleisemman

IS
[
S
(3
o
I
>

(mod m). (3)

Todistus Jos kaikki potenssit ovat erisuuria, niin lause on voimassa. Oletetaan,
ettd kaikki potenssit eivét ole erisuuria. Todistetaan, ettd silloin kohta ii) on voimassa.
Olettamuksen mukaan on olemassa sellaiset r, s € Z, ettd a” = a° jar # s, sanokaamme
r > s. Silloin "7 = e, missa r — s > 0. Siis on olemassa positiivinen potenssi, joka
on = e. Olkoon m pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, etta a™ = e.

2

1) Todistetaan, ettd kaava (1) on voimassa. Suunta ” 2 ” on triviaali. Todistetaan,
suunta ” C 7. Oletetaan, ettid a® € (a). Silloin jakoalgoritmin mukaan k = qm + 7,
missa 0 < r < m. Nain ollen

ak:aqm+r:(am)q*ar:eq*ar:e*ar:ar'

Koska 0 < r < m, niin a* € {e,a,a?,... ,a™ '}. Siis kaava (1) on voimassa.

2) Todistetaan, ettd kaava (2) on voimassa. Merkitdan k = gm + r, missd 0 < r < m.
Silloin a* = a". Koska m on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, etti a™ = e,
niin

d=ecd =esr=0.

Ehto r = 0 on yhtépitava ehdon m | k kanssa.
3) Kohdan 2 nojalla saadaan

k

a* =a" < o "

=esm|k—hek=h (modm).

Nain olemme todistaneet lauseen 1.4.2. O

Esimerkki 1.4.1 Tarkastellaan ryhméa (Z3,, ). Mika on a) (
Ratkaisu Selvisti Zj, = {T,g, 7,@}. Nain ollen joukot (3) ja

lauseen 1.4.2 muotoa (1).

b) (3)7

ovat aarellisia ja siis

9,
9)



a) Lauseen 1.4.2 perusteella

9 = {9 kez}={199. .}

b) Lauseen 1.4.1 huomautuksen perusteella
@ = {kez}={13%3, .}
= {1,3.9,...}
= 7,

Esimerkki 1.4.2 Tarkastellaan ryhméad (Zy, +). Mikd on a) (2), b) (3)?
Ratkaisu a) Lauseen 1.4.2 perusteella

@ = {k2kez}={02
= {0,2,0,...} = {0,2}.

b) Lauseen 1.4.1 huomautuksen perusteella

@) ={032. .} =2

Maaritelma Ryhmaé (G, x) on syklinen, jos on olemassa sellainen a € G, ettd G = (a).

Alkiota a sanotaan syklisen ryhmén generaattoriksi.

Esimerkki 1.4.3 Ryhma (Z3,,-) on syklinen. Alkion 3 on sen generaattori (ks. esi-
merkki 1.4.1). Myos alkio 7 on sen generaattori. Sen sijaan alkiot 1 ja 9 eivét ole

generaattoreita. (Toteal)

Esimerkki 1.4.4 Ryhmé (Z4,+) on syklinen. Alkion 3 on sen generaattori (ks. es-
imerkki 1.4.2). Myos alkio 1 on sen generaattori. Sen sijaan alkiot 0 ja 2 eivat ole

generaattoreita. (Totea!)

Esimerkki 1.4.5 Ryhmi (Z{,-) ei ole syklinen, silla Z§ = {1,3,5,7} ja (I) = {1},

3) = {1,3}, (5) = {15} ja (7) = {I,7}. (Toteal)

Esimerkki 1.4.6 Ryhmaé (Z, +) on syklinen. Sen generaattorit ovat 1 ja —1. Huomaa,

etta yleisesti (m) = mZ. (Toteal)



Esimerkki 1.4.7 Ryhmé (Z,,,+) on syklinen. Alkio 1 on sen generaattori. Kaikki
generaattorit saadaan lauseen 1.4.3 seurauksena.

Lause 1.4.3 Olkoon (G,*) ddrellinen syklinen ryhmd. Olkoon |G| = m ja a € G
ryhmdn generaattori. Silloin a™ on generaattori, jos ja vain jos (m,n) =1, ts. (a") =
G, jos ja vain jos (m,n) = 1.

Todistus Oletetaan, ettd (m,n) = 1. Todistetaan, ettd (a") = G eli ettd (a") = (a).
Selvisti (a®) C (a). Todistetaan, ettd (a™) D (a). Valitaan a* € (a). Nyt (m,n) | k,

joten yhtdlo nz = k (mod m) on ratkeava (ks. Algebra I). Niin ollen, lauseen 1.4.2
k

kaavan (3) nojalla, on olemassa sellainen z, ettd a™® = a*. Titen a* € (a") ja siis
(a") 2 (a).
Kaanteisen puolen todistus jatetaan harjoitustehtavaksi. O

Seuraus Alkio @ on syklisen ryhmén (Z,,, +) generaattori, jos ja vain jos (a,m) = 1.

Esimerkki 1.4.8 Jos p on alkuluku, niin syklisen ryhmén (Z,, +) generaattorit ovat
1,2, ..., p—1. (Miksi?)

Esimerkki 1.4.9 Syklisen ryhmén (Zg, +) generaattorit ovat 1, 3, 5, 7.

Esimerkki 1.4.10 Ryhméi (Z3,, ) on syklinen ryhmé, jonka alkioiden lukumé&éré on
nelji ja jonka generaattori on 3. Koska |Z,| = 4, niin kaikki generaattorit ovat 3" ja
3% eli 3 ja 7 (vrt. esimerkit 1.4.1 ja 1.4.3).

Lause 1.4.4 Jokainen syklinen ryhmd on Abelin ryhmd.

Todistus Olkoon (G, ) syklinen ryhmé. Silloin G on muotoa
G ={d"| ke G},

! missi k, | € Z.

missi a € G. Olkoot b, ¢ € G. Silloin b ja ¢ ovat muotoa b = a*, ¢ = a
Siis
brc=ad"xd =" =dF =d xad* = cxb.

Téten (G, ) on Abelin ryhmé. O

Esimerkki 1.4.11 Ryhmét (M} ,.,") ja (Sp,0) eivit ole syklisid, koska ne eivit ole

Abelin ryhmié. (Luvuille m ja n on asetettava rajoitukset m > 2, n > 3. Miksi?)

Huomautus Jokainen Abelin ryhmé ei ole syklinen. Esimerkiksi (Zg,-) on Abelin
ryhmé, mutta ei ole syklinen (ks. esimerkki 1.4.5).
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1.5 Ryhmaisomorfismi

Maaritelma Olkoot (G, *) ja (G',e) ryhmid. Kuvaus f:G — G’ on homomorfismi
(tai lyhyesti morfismi), jos
flaxb) = f(a)e f(D)

aina, kun a, b € G.

Esimerkki 1.5.1 Tarkastellaan ryhmié (Z, +) ja (Z,,, +). Mééaritellddn f:Z — Z,,,
f(a) =a. Silloin

fla+b)=a+b=a+b= f(a)+ f(b)

aina, kun a, b € Z. Nain ollen f on morfismi.

Lause 1.5.1 Olkoot (G, *) ja (G',®) ryhmid ja olkoon f:G — G’ morfismi. Silloin

2) fla™) = f(a)™" Vaegaq,
missd e ja € ovat ryhmien (G,*) ja (G', ) neutraalialkiot.

Todistus 1) Ensiksi f(e) = f(exe) = f(e ) f(e). Kun suplstetaan f(e), niin saadaan
f(e) =¢€'. 2) Toiseksi f(a)of(a™!) = f(axa™) = f(e) = ¢ jasamoin f(a"1)ef(a) =
joten f(a™!) = f(a)™t. O

Maaritelma Olkoot (G, *) ja (G', e) ryhmid. Kuvaus f: G — G’ on isomorfismi, jos
se on bijektio ja morfismi.

Merkinta Jos ylld oleva f on olemassa, niin sanotaan, ettd G ja G’ ovat isomorfiset
ja merkitaan
G~G
tal tdsmaéllisemmin (G, *) >~ (G', ).
Huomautus Jos G ~ G’, niin isomorfismi f antaa joukkojen G ja G’ vilille 1-1-

vastaavuuden ja séilyttdd ryhmien (G, %) ja (G’, @) laskutoimituksen. Néin ollen (G, *)
ja (G’ e) ovat ryhméteoreettisesti olennaisesti samat.

Lause 1.5.2 Relaatio ~ on ekvivalensss.

Todistus 1) (Refleksiivisyys) Jokainen ryhmé (G, *) on isomorfinen itsensé kanssa.
Isomorfismiksi kelpaa kuvaus f:G — G, f(a) = a.

2) (Symmetrisyys) Oletetaan, ettd (G,*) ~ (G’,e). Olkoon f:G — G’ isomorfismi.
Silloin f on bijektio ja f(a*b) = f(a) e f(b) aina, kun a, b € G. On tunnettua, etta
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f~! on olemassa ja on bijektio G’ — G. Todistetaan, ettd f~! on morfismi G' — G.
Olkoot a', b" € G’ mielivaltaisesti valittuja. Olkoot a, b € G sellaiset, ettd f(a) = d ja
F(b) = ¥ Silloin

f7Hd et) = [T (f(a)e f(D))
= [T (flaxb))
= axb
= [THd) [T,
Niin ollen f~! on morfismi. Koska f~! on lisiksi bijektio, niin f~! on isomorfismi. Siis
(G, 0) = (G, %).

3) (Transitiivisuus) Harjoitustehtava. O

Esimerkki 1.5.2 Ryhméat (R, +) ja (R*,) ovat isomorfiset. Kuvaus f:R — RT,
f(z) = €*, on isomorfismi. (Toteal!)

Esimerkki 1.5.3 Kaikki 2-alkioiset ryhmét ovat keskendén isomorfisia. (Toteal!)

Esimerkki 1.5.4 Ryhméat (Z,+) ja (2Z,4+) ovat isomorfiset. Kuvaus f:Z — 27Z,
f(k) = 2k, on isomorfismi. (Toteal)

Esimerkki 1.5.5 Ryhmiét (Z,+) ja (R, +) eivét ole isomorfiset, silld Z on numeroi-
tuva ja R on ylinumeroituva.

Esimerkki 1.5.6 Ryhmiét (Zs3, +) ja (Z,-) eivét ole isomorfiset, silla |Z3| # |Z3|.

Esimerkki 1.5.7 Ryhmét (Q, +) ja (Q¥,-) eivét ole isomorfiset.

Todistus Tehdaan vastaoletus: ryhmat ovat isomorfiset. Olkoon f: Q — Q* isomor-
fismi. Olkoon a € Q sellainen luku, ettd f(a) = 3. On selvéd, ettd a/2 + a/2 = a
ryhméssd (Q,+). Naiin ollen f(a/2)f(a/2) = 3 ryhméssd (Q*,-). Mutta yhtalolla
r? = 3 ei ole ratkaisua ryhmaéssia (Q*,-). Naiin olemme paatyneet ristiriitaan. Siis

vastaoletus on vaarin ja vaitos on oikein. O

Huomautus Jos (G, ) on Abelin ryhmé ja (G,%) ~ (G',e), niin (G’,e) on Abelin
ryhmé. (Totea!)

Lause 1.5.3 Jos (G, ) on syklinen ryhmd ja (G,*) ~ (G', ), niin (G', ®) on syklinen
ryhma.
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Todistus Olkoon G = (a) ja f: G — G’ isomorfismi. Todistetaan, ettd G' = (f(a)).
On selvéd, ettd G’ O (f(a)), joten riittdé todistaa, ettd G' C (f(a)). Olkoon o' € G’
mielivaltainen. Silloin f~(a’) € G. Siis f71(d/) = a*, k € Z, eli a = f(a*). Koska
f on homomorfismi, niin a’ = f(a)* eli @’ € (f(a)). Niin ollen G’ C (f(a)). Siis
G'=(f(a)). O

Seuraus Jos (G, *) on syklinen ryhmaé ja (G’, e) ei ole syklinen ryhmé, niin (G, *) %

(G')e).

Esimerkki 1.5.8 Ryhmaé (Z4, +) on syklinen, mutta ryhmaé (Z, -) ei ole syklinen. Siis
(Z47 +) ;é (Z;, )

Lause 1.5.4 Samaa kardinaalilukua olevat sykliset ryhmat ovat isomorfisia.

Todistus 1) Jos ({(a),*) on numeroituvasti &éretén syklinen ryhmé, niin (Z,+) ~
({a),*). Kuvaus f:Z — (a), f(k) = a*, on isomorfismi. (Totea!)

2) Jos ((a),*) on &direllinen syklinen ryhmé ja |(a)| = m, niin (Z,,,+) ~ ({a),*).
Kuvaus f:Z,, — (a), f(k) = a*, on isomorfismi. (Totea!) O

Esimerkki 1.5.9 Lauseen 1.5.4 perusteella (Z4, +) ~ (Z3,, -).

Apulause 1.5.1 Jos ryhman alkioiden lukumddrd on alkuluku, niin ryhmd on sykli-
nen.

Todistus Harjoitustehtiava. Vihje: Sovella Lagrangen lausetta.
Lause 1.5.5 Kaikki p—alkioiset ryhmdt ovat keskendan isomorfiset, kun p on alkuluku.
Todistus Lause 1.5.5 seuraa lauseesta 1.5.4 ja apulauseesta 1.5.1. O

Lause 1.5.6 Nelialkioisia ryhmid on kaksi kappaletta (kun isomorfisia ryhmid pide-
taan samoina,).

Todistus 1) Jos (G, *) on syklinen, niin (G, x) =~ (Z4, +).

2) Oletetaan, etta (G, *) ei ole syklinen. Téllainen ryhmé on tosiaan olemassa (es-
imerkiksi (Z§,-)). Merkitdédn G = {e, a, b, c}. Silloin Lagrangen lauseen nojalla |{e)| =
1, {a)| = [{(b)| = |[{c)| = 2. Siis a® = b* = ¢* = e. Nama ehdot madraavat ryhman G
kaikki tulot yksikésitteisesti. (Toteal) Siis (G, ) ~ (Z§,-). O

Huomautus Nelialkioista ei-syklista ryhmaa sanotaan Kleinin neliryhmaksi.
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2 Polynomeista

2.1 Renkaan maaritelma
Maaritelma Kolmikko (R, +,+) on rengas, jos
1) (R,+) on Abelin ryhmaé,
2) (R,-) on puoliryhmaé,

3) alb+c)=ab+ac Va,b, c€eR,
(a+bc=ac+bc Va, b ceR

eli osittelulait ovat voimassa.

2.2 Polynomirengas

Polynomi

Analyysissa polynomi maaritellaan kuvauksena
ffR—R, f(z)=a)+ a1z + ax® + - + apz”,

missa ag, ai, as, ..., a, € R ovat polynomin kertoimia. Algebrassa polynomit
méadaritelladn toisin. Polynomi on (kerrointen) jono (ag, ai, as, . .. ,a,), jonka elementit
kuuluvat johonkin renkaaseen, ns. kerroinrenkaaseen. Jonon tutkimista helpotetaan
usein jatkamalla jono (ag,aq,aq,... ,a,) ddrettéméksi jonoksi (ag,as,as, ... ,an,0,
0,...) lisddmalld loppuun nolla-alkioita.

Maaritelma Olkoon (R, +, ) rengas. Renkaan R polynomi on déretén jono

(CLQ, ay,as, .. )

joukon R alkioita, joista vain &érellinen médrd on nollasta poikkeavia (tarkemmin

sanoen, nolla-alkiosta poikkeavia). Alkioita ag, a1, as, ... sanotaan polynomin ker-
totmiksi. Jos kaikki kertoimet ag, a1, as, ... ovat nollia, polynomia sanotaan nollapoly-
nomaksi.

Huomautus Jos polynomin kaikki kertoimet eivét ole nollia ja jos a, (n > 0) on
viimeinen nollasta poikkeava kerroin, niin

(ag,ay,as,...) = (ag,as,as,...,a,,0,0,...).

Kerrointa a,, sanotaan polynomin johtavaks: kertoimeksi.
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Merkinta Usein merkitaan muodollisesti
o
(ap, a1, as,...) = Z arx”® = ag + ayx + axr® + - + apz”, (1)
k=0

missd symboli z ei ole muuttuja vaan symbolin z potenssit 2% ilmaisevat kertoimensa
ar, paikan jonossa (ag, ai, as, ...). Jos kertoimia ay, ei tarvita, voidaan merkité lyhyesti

Alz) =Y apa®.
k=0

Lausekkeita A(z), > apz® ja ag + a1z + asx? + - - + a,x™ on joskus miellyttavampi
késitelld kuin listaa (ag, a1, ag, . ..).

Huomautus Jos a; = 0, niin termi aa* jitetdin usein merkitsemitti. Jos (R, +, )

on 1-rengas ja a; = 1, niin merkitain ayz® = 12 = 2*.

Esimerkki 2.2.1 Jos R = Z, niin
(1,0,1,0,0,...) = 1 + 2%

Huomautus Polynomit A(x) ja B(z) ovat samat, jos ja vain jos ar = by aina, kun
k=0,1,2, ...
Merkinta Renkaan (R, +,-) kaikkien polynomien joukkoa merkitdén symbolilla R [z].

Polynomien summa ja tulo

Maaritelma Polynomien yhteenlasku + ja kertolasku - méaritellaan kaavoilla

[e.e]

Alx)+ B(z) = > (ar+ b )k,
A(x)B(x) = ? <'0 aibk_i> zk.

Esimerkki 2.2.2 Olkoot polynomit A(z) = 142z + 2 ja B(x) = 2+ 2z joukon Zj [z]
alkioita. Silloin

Az) + B(z) = z+a’,
A(z)B(z) = 2+ 2%+ 22" + 22"

(Toteal)

Maaritelma Jos A(x) = ap+a1x+- - -+a,x", missi a,, # 0, niin polynomin A(x) aste
on n. Silloin merkitddn deg A(x) = n. Liséksi nollapolynomin astecksi mééaritelladn
—00.

15



Lause 2.2.1 Summan ja tulon asteille on voimassa

= max{deg A(x),deg B(x)}, jos deg A(x) # deg B(x),
deg(A(x)+B(x)){ < e j(x)g jﬁs)deggA(i))i don Blo), () # deg B(x)

deg(A(z)B(z)) < deg A(z) + deg B(x).

Todistus Harjoitustehtava.

Huomautus Jos polynomien A(z) ja B(x) johtavat kertoimet eivét ole nollanjakajia,
niin tulon asteen kaavassa on yhtasuuruus voimassa. Esimerkiksi kokonaisalueessa se
on aina voimassa.

Esimerkki 2.2.3 Olkoon A(z) = 1+ 2z € Z4[z]. Silloin deg A(z) = 1, deg(A(z) +
A(x)) = 0 ja deg(A(z)A(z)) = 0. (Toteal)

Lause 2.2.2 Jos (R,+,") on rengas, niin (R[z],+,-) on rengas.

Todistus 1) Yhteenlaskun méaritelmén ja lauseen 2.2.1 nojalla yhteenlasku on lasku-
toimitus joukossa R [z].

2) Yhteenlasku on assosiatiivinen joukossa R [z]. (Toteal)
3) Nolla-alkio on nollapolynomi.

4) Polynomin (ag, ay, . ..) vastapolynomi on (—ag, —a,...).
5) Yhteenlasku on kommutatiivinen joukossa R [z]. (Toteal)
Kohtien 1-5 nojalla (R [z],+) on Abelin ryhma.

6) Kertolaskun mééritelmén ja lauseen 2.2.1 nojalla kertolasku on laskutoimitus jou-
kossa R [x].

7) Kertolasku on assosiatiivinen. (Harjoitustehtéva.)

Kohtien 6 ja 7 nojalla (R [z],-) on puoliryhma.

8) Osittelulait ovat voimassa. (Harjoitustehtdva.) O

Polynomin maaraama kuvaus

Maaritelma Olkoon (R, +, ) rengas ja A(x) = ap + a1z + - - - + a,2™ € R[z]. Silloin
kuvausta

A:R — R, A(t) =ag+ ait + -+ + a,t", (1)

sanotaan polynomin A(x) mddrddmdksi kuvaukseksi (tai polynomikuvaukseksi). Kaa-
vassa (1) yhteen- ja kertolaskut ovat renkaan (R, +, -) laskutoimituksia. (Huomaa, etté
tosiaan A(t) € R aina, kun ¢t € R.)
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Esimerkki 2.2.4 Olkoon A(z) = 1+ x € Zj|z]. Silloin A(z) on polynomi, joka
voidaan kirjoittaa myos muodossa

Sen maaraama kuvaus on

B: Zg — Zg, B(t) = T"‘ ts,
ts. B(0) =1, B(1) =2, B(2) =148 =9 = 0. Niin ollen polynomi B(z)
ja esimerkin 2.2.4 polynomi A(z) ovat erisuuret, mutta niiden médrddméat kuvaukset
ovat samat.
Huomautus Renkaassa (R [z],+, ) ei ole mahdollista, etté eri polynomit méaraavat
samat polynomikuvaukset. (Huomaa, etta tdssa kerroinrengas on reaalilukujen rengas.)

Kunnan polynomirengas

Tarkastellaan polynomirenkaita (F [z],+,-), joissa kerroinrenkaana on kokonaisalue
(D, +, ) tai kunta (F,+,-).

Lause 2.2.3 Jos (D,+,-) on kokonaisalue, niin (D [z],+,-) on kokonaisalue.

Todistus 1) Lauseessa 2.2.2 on todistettu, ettda (D [z],+,-) on rengas.

2) Polynomien kertolasku on kommutatiivinen. (Totea!)

3) Polynomi (1,0,0,...) on ykkdsalkio.

4) Todistetaan, etta renkaassa (D [z],+,-) el ole nollanjakajia. Tehdddn vastaoletus:
On olemassa polynomit A(z) ja B(x), jotka eivit ole nollapolynomeja mutta joiden tulo
on nollapolynomi. Merkitddn A(x) = ag+a1x+- - -+a,x" ja B(x) = bo+byz+- - -+bpa™,
missi a,, b, # 0, n, m > 0. Silloin tulon A(x)B(x) johtava kerroin on a,b,,. Koska
A(x)B(z) on nollapolynomi, niin a,b,, = 0. Nain ollen a, ja b,, ovat nollanjakajia,
miké on mahdotonta, koska (D, +, ) on kokonaisalue. O

Huomautus Polynomirengas (F'[z],+,-) el ole vilttaméttd kunta, vaikka kerroin-
rengas (F,+,-) olisi kunta. Esimerkiksi renkaan (R, +,:) polynomilla 1 + z ei ole
kéadnteisalkiota. Nimittdin jos A(x) olisi kddnteisalkio, niin (1 + z)A(x) = 1. Talloin
deg(l+ z) +deg A(x) = 0,
~—

=1 >0

mika on mahdotonta.
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2.3 Polynomien jaollisuus

Polynomien jaollisuudella on paljon yhteista kokonaislukujen jaollisuuden kanssa var-
sinkin silloin, kun polynomien kerroinrengas on kunta. Tassa pykélassa esitamme
joitakin yksittaisia polynomien jaollisuuden ominaisuuksia. Oletamme yleisesti, etta
kerroinrengas on kunta.

Maaritelma Olkoon (F,+,-) kunta ja A(x), B(z) € F[z]. Jos on olemassa sellainen
C(z) € F'[z], ettd
A(z) = B(x)C(x),

niin sanotaan, ettd polynomi B(z) jakaa polynomin A(z) tai ettd polynomi B(zx) on
polynomin A(z) tekija. Silloin merkitdan

B(zx) | A(z).
Esimerkki 2.3.1 Renkaassa (Z; [z],+, -) voidaan kirjoittaa
P +d=(z-1)(z+1),

joten
r—1]22+4 ja a+T1|2*+4

Huomautus Jos B(x) | A(z) ja ¢ # 0, niin ¢B(x) | A(z), missa c¢B(x) = cby + chyx +
cboa® + -+ - (Toteal)

Lause 2.3.1 (Jakoalgoritmi) Oletetaan, ettd A(x), B(x) € F [x], missd deg B(x) >
0. Silloin A(x) voidaan kirjoittaa yksikasitteisesti muodossa

Az) = Q(z)B(x) + R(x),

missi Q(x), R(x) € F [z] ja deg R(x) < deg B(z).
Todistus Sivuutetaan.

Esimerkki 2.3.2 Voidaan laskea (esimerkiksi Mathematica-ohjelmistolla), ettd jos
A(z) =3zt +2® + 222 +1 € Zs [7] ja B(z) = 22+ 42 +2 € Zs [z], niin Q(z) = 32 +4x
ja R(z) =2z + 1.

(Vihje: << Algebra’PolynomialMod’; ?PolynomialQuotientMod; ?7PolynomialRe-
mainderMod)

Maaritelmd Kunnan K alkio @ on polynomin A(z) € K [z] nollakohta, jos se on
polynomin A(x) madrddmén kuvauksen nollakohta (ts. jos A(a) = 0).
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Esimerkki 2.3.3 Polynomin z? + 2 € Zs3[z] nollakohdat ovat 1 ja 2. Sen sijaan 0 ei
ole nollakohta. (Totea!)

Esimerkki 2.3.4 Polynomilla 2 + 2 € Zj; [z] ei ole nollakohtia. (Totea!)

Lause 2.3.2 Olkoon A(x) € K [z] ja o € K. Silloin
Ala) =0z —a| Az).

Todistus 7<" Oletetaan, ettd z — « | A(z). Silloin A(x) on muotoa A(x) = (z —
a)B(x), joten A(a) = (o — o) B(aw) = 0B(ax) = 0.
7=" Oletetaan, ettd A(a) = 0. Jakoalgoritmin (lause 2.3.1) perusteella

Az) = Qz)(x — o) +,

missd r € K. Koska A(a) = 0, niin Q(a)(aw — ) +7 = 0 eli 7 = 0. Nain ollen
r—oal|A(x). O

Esimerkki 2.3.5 Renkaassa (Z3 [z],+, ) polynomit x — 1 ja x — 2 jakavat polynomin
r?+2, mutta renkaassa (Zs [z] , +, -) mikdan 1. asteen polynomi ei jaa polynomia z?+2
(ks. esimerkit 2.3.3 ja 2.3.4).

Madéritelm& Polynomi A(x) on jaoton (engl. irreducible) renkaassa (F [z],+, ), jos
deg A(z) > 0 ja polynomia A(x) ei voida kirjoittaa kahden positiivista astetta olevan
polynomin tulona. Muussa tapauksessa A(z) on jaollinen (engl. reducible).

Esimerkki 2.3.6 Polynomi 22 + 1 on jaoton renkaassa (R[z],+,-) mutta jaollinen
renkaassa (C [z], +, ).

Lause 2.3.3 Olkoon A(x) € F [z].
1) Jos deg A(x) = 1, niin A(z) on jaoton.
2) Jos deg A(z) > 2 ja polynomilla A(z) on nollakohta, niin A(x) on jaollinen.

3) Olkoon deg A(x) = 2 tai 3. Silloin A(x) on jaollinen, jos ja vain jos silld on
nollakohta.

3") Olkoon deg A(x) = 2 tai 3. Silloin A(x) on jaoton, jos ja vain jos silli ei ole
nollakohtaa.
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Todistus 1) Seuraa lauseen 2.2.1 huomautuksen avulla. (Toteal)
2) Seuraa lauseen 2.2.1 huomautuksen ja lauseen 2.3.2 avulla. (Toteal)
3) Seuraa lauseen 2.2.1 huomautuksen ja lauseen 2.3.2 avulla. (Toteal!)

3’) Viite 3’) on ekvivalentti véitteen 3) kanssa. O

Esimerkki 2.3.7 Polynomi z — 1 € Z3[z] on jaoton. Polynomi 2% + 2 € Z3[z] on
jaollinen mutta polynomi z? + 2 € Zjs[z] on jaoton. Polynomi z* — 1 € R[z] on
jaollinen. (Perustelut?)

Huomautus Lauseen 2.3.3 kohta 2) ei ole voimassa kaanteisesti. Esimerkiksi (22 +
1)? € R [z] on jaollinen vaikka silld ei ole nollakohtaa.

Huomautus Jaottomat polynomit vastaavat kokonaislukujen jaollisuusteorian alku-
lukuja. Esimerkiksi voidaan todistaa, ettd kunnan K polynomirenkaan K [x] poly-
nomi A(x) (# 0) voidaan esittdd jaottomien polynomien tulona ja etta esitys on yk-
sikésitteinen (tekijoitten jarjestystéd ja 0. asteen polynomeja lukuunottamatta). Tata
teoriaa ei tassa esityksessa tarkastella.
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3 Tekijastruktuureista

Tassa luvussa tarkastellaan joukkoja A, joissa on madritelty seka laskutoimitus etté ek-
vivalenssirelaatio ~. Tekijastruktuuri saadaan, kun ekvivalenssiluokkien joukkoon A/~
maaritellaan laskutoimitus. Aiemmin pykalissa 2.7 ja 2.8 oli konkreettinen esimerkki
tallaisesta tilanteesta. Silloin joukkona oli kokonaislukujen joukko Z, ekvivalenssirelaa-
tiona kongruenssi =  (mod m), ekvivalenssiluokkina jadnnosluokat ja laskutoimituk-
sena yhteenlasku tai kertolasku. Tassa pykalassa tama konkreettinen jaannosluokkien
teoria abstrahoidaan tekijastruktuurien teoriaksi.

Kunnat (Z,,+, -) ovat esimerkkeja #déarellisista kunnista. Kaikki dérelliset kunnat saa-
daan tekijastruktuurien ja polynomien teorian avulla. Tassa luvussa konstruoimme
lopuksi esimerkin aarellisesta kunnasta, jonka alkioiden lukumaara ei ole alkuluku.
Adrelliset kunnat ovat térkeité sovelletussa matematiikassa.

Merkitsemme tassa luvussa yleista laskutoimitusta merkin « sijasta lyhyemmin merkilla

. Yleensa - siis tarkoittaa yleista laskutoimitusta, mutta joskus se tarkoittaa kerto-
laskua. Oletamme tassa vaiheessa lukijan jo niin kokeneeksi, etta sekaannuksen vaaraa
ei ole.

3.1 Tekijajoukko ja luonnollinen projektio

Maaritelma Olkoon ~ joukon A ekvivalenssirelaatio (tai lyhyemmin ekvivalenssi).
Kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa sanotaan tekijajoukoksi (tai osamddrdajoukoksi)
ja merkitddn symbolilla A/~. Siis

Afr=faj~ | a € A},

missé a/~ on alkion a € A méérd&dma ekvivalenssiluokka.

Esimerkki 3.1.1 Kokonaislukujen joukossa mééritelty kongruenssi = (mod m) on
ekvivalenssi ja

(Z/=  (mod m)) =Zy, = {0,1,2,... ,m—1},

missa @ on alkion a € Z maaraama jaannosluokka.

Maaritelma Olkoon ~ joukon A ekvivalenssi. Kuvausta
pA— Al~; pla) = a/~,

sanotaan luonnolliseksi tai kanoniseksi projektioksi.

Huomautus Luonnollinen projektio on surjektio mutta ei yleensa injektio.

21



Esimerkki 3.1.2 Kun ekvivalenssirelaationa on ryhméssé G méaéritelty =, (mod H),
niin luonnollinen projektio on

p:G — G/H, pla) = aH.

Esimerkki 3.1.3 Kun ekvivalenssirelaationa on joukossa Z maéritelty kongruenssi =
(mod m), niin luonnollinen projektio on

p:Z — 2, pla) =a.

3.2 Laskutoimituksen ja ekvivalenssin yhteensopivuus

Olkoon A ei-tyhja joukko, - joukon A laskutoimitus ja ~ joukon A ekvivalenssi. Sil-
loin (A,-) on algebrallinen struktuuri ja A/~ on tekijédjoukko. Tutkimme, voidaanko
joukon A laskutoimitus - siirtdd joukkoon A/~ luonnollisen projektion p: A — A/~
avulla. Tarkemmin sanoen, voidaanko joukossa A/~ mééritelld laskutoimitus - niin,
ettd p: A — A/~ on homomorfismi.

Huomautus Joukon A laskutoimitusta ja ekvivalenssiluokkien joukon A/~ lasku-
toimitusta merkitddn samalla symbolilla, vaikka kyseessi on eri laskutoimitukset (vrt.
kokonaislukujen tavallinen yhteenlasku ja yhteenlasku  (mod m)). Operandit eli las-
kutoimitusten kohteet kertovat, onko kyseessé joukon A vai joukon A/~ laskutoim-
itus. Kun symbolina on -, jatetddn se yleensa merkitsematta. Siis a - b = ab ja
(a/~) - (b/~) = (a/~)(b/~).

Oletamme nyt, ettd luonnollinen projektio p: A — A/~ on homomorfismi. Silloin
valttamatta

1) (a/~)(b/~) = p(a) p(b) = p(ab) = (ab)/~ eli
(a/~)(b/~) = (ab)/~ . (1)

(Perustelut!) Huomaa, ettd (a/~)(b/~) tarkoittaa ekvivalenssiluokkien a/~ ja
b/~ tuloa, kun taas (ab)/~ tarkoittaa tulon ab ekvivalenssiluokkaa.

2) josa~a jab~ U, niin
(@'V) /= (a' [~) (V' [~) = (a/~)(b/~) = (ab)/~,

joten
ab~ a't'. (2)

(Perustelut!)
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Siis ehdot (1) ja (2) ovat vélttAméattomat sille, etté joukossa A/~ voidaan maéritella
laskutoimitus - niin, ettd p: A — A/~ on homomorfismi. Asetamme laskutoimituksen
ja kongruenssin yhteensopivuuden mééritelmén kohdan 2) pohjalta.

Maaritelma Olkoon A ei-tyhja joukko, - joukon A laskutoimitus ja ~ joukon A
ekvivalenssi. Sanomme, ettéd - ja ~ ovat yhteensopivat, jos

a~da, b~ =ab~db.

Seuraava lause osoittaa, ettd yhteensopivuus on paitsi valttamaton myos riittava ehto
haluamallemme laskutoimituksen - olemassaololle joukossa A/~.

Lause 3.2.1 Olkoon (A,-) algebrallinen struktuuri, ja olkoon ~ laskutoimituksen -
kanssa yhteensopiva joukon A ekvivalenssi. Silloin kaavan (1) mddrittelemd sadanto
- on laskutoimitus joukossa A/~ ts. (A/~,-) on algebrallinen struktuuri. Lisdksi
luonnollinen projektio p: A — A/~ on homomorfismi.

Todistus 1) Todistetaan, ettéd - on laskutoimitus joukossa A/~. Selvésti (a/~)(b/~)
on aina olemassa ja € A/~. Todistetaan, ettd - on hyvin méaéritelty. Oletetaan, etté
a'/~= a/~ ja b /~= b/~. Silloin @’ ~ a ja b’ ~ b, joten yhteensopivuuden nojalla
a't! ~ ab. Siis (a'b) /~= (ab)/~ eli (a’ [~)(b/[~) = (a/~)(b/~).

2) Luonnollinen projektio p on homomorfismi, silla

p(ab) = (ab)/~= (a/~)(b/~) = p(a) p(b)

Nain lause 3.2.1 on todistettu. O

Esimerkki 3.2.1 Aikaisemmin on sovittu merkinnasta Z,, = (Z/= (mod m)) ja
todistettu, ettd yhteenlasku ja kertolasku voidaan maéritella joukossa Z,, kaavoilla

a+b=a+b
ja
ab=ab.
Lause 3.2.1 antaa abstraktimman selityksen naille kaavoille ja perustelun sille, etta
parit (Z,,,+) ja (Zn,-) ovat algebrallisia struktuureja. Téssd tapauksessa lausetta
3.2.1 sovelletaan niin, ettd algebrallisena struktuurina (A,-) ovat (Z,+) ja (Z,-) ja

ekvivalenssirelaationa ~ on kongruenssi = (mod m), joka on yhteensopiva seké yh-
teenlaskun etta kertolaskun suhteen joukossa Z.

Huomautus Olkoon (G, ) ryhmaé ja ~ joukon G ekvivalenssi. Oletetaan, etta - ja ~
ovat yhteensopivat. Silloin (G /~,-) on ryhmaé.

Todistus Harjoitustehtava.
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3.3 Normaali aliryhma

Maaritelmd Ryhmén (G, -) aliryhmdd N sanotaan normaaliksi aliryhméksi, jos
aN = Na (1)
aina, kun a € G. Silloin merkitdan N < G.

Esimerkki 3.3.1 Abelin ryhmén jokainen aliryhmé on normaali. (Totea!)

Esimerkki 3.3.2 Symmetrisen ryhmén (S3, o) aliryhma H = {(1,2,3),(1,3,2)} ei ole
normaali, silla

(2,3,1) 0 H # Ho (2,3,1).
(Toteal)

Esimerkki 3.3.3 (mZ,+) < (Z,+). (Perustelu?)

Lause 3.3.1 (Normaalisuuskriteeri) Ryhmdn (G,-) aliryhmd N on normaali, jos
ja vain jos

ana” ' € N (2)
aina, kun a € G, n € N.

Todistus 1) Oletetaan, ettd N I G ja ettd a € G, n € N. Silloin an € alN, joten
olettamuksen N < G nojalla an € Na. Néin ollen on olemassa sellainen n’ € N, etta
an =n'a eli ana™! = n’. Siis ana™ € N, joten (2) on voimassa.

2) Oletetaan kddnteisesti, ettd (2) on voimassa ja osoitetaan, ettd aN = Na aina, kun
a € G. Olkoon a € G. Oletetaan, etta x € alN. Siis on olemassa sellainen n € N, etta

r = an = an(a 'a) = (ana™')a,

joten kaavan (2) nojalla x € Na. Siis aN C Na. Oletetaan, ettd y € Na. Silloin y on

muotoa

y =na = (aa"Yna = a(a " 'n(a™")™).

Koska a™! € G, niin kaavan (2) nojalla a™'n(a™)™* € N, joten y € aN. Siis Na C Na.
Néin olemme todistaneet, ettd alN = Na aina, kun a € G, eli ettd N < G. O

Esimerkki 3.3.4 Sovelletaan lausetta 3.3.1 esimerkkiin 3.3.1. Jos (G,-) on Abelin
ryhmé, niin ana™ = (aa™')n = n € N. Siis kaavan (2) nojalla jokainen Abelin
ryhman aliryhméa on normaali.

Esimerkki 3.3.5 Jos M, N <G, niin M NN <G, silla
1) M,N<G= MnN <G, (ks. aliryhmét)
2)aeGine MNN =a€G neM,neN=ana' e M, ana™! € N =
ana™* € M N N. (Implikaatioiden perustelut?)
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3.4 Tekijiryhmi

Olkoon (G, ) ryhmé ja N sen normaali aliryhmé. Silloin ekvivalenssirelaatiot =, ja =g

(mod N) ovat samat, joten voidaan kirjoittaa lyhyesti = (mod N). Vasemmat ja
oikeat sivuluokat ovat samat, joten ekvivalenssirelaation = (mod N) ekvivalenssilu-
okkia voidaan kutsua lyhyesti sivuluokiksi. Sivuluokkien joukolle G/=  (mod N)

kédytetadn merkintdd G/N. Siis
G/N ={aN| a € G}

(vrt. §2.10).

Lauseessa 3.4.1 todistamme, ettd joukon G laskutoimitus - ja ekvivalenssirelaatio =
(mod N) ovat yhteensopivat. Néin ollen (G/N,-) on algebrallinen struktuuri. Liséksi
lauseessa 3.4.2 todistamme, etta tama algebrallinen struktuuri on jopa ryhma, ns.
tekijaryhméa  (mod N).

Lause 3.4.1 Olkoon N < G. Silloin kaava
(aN)(bN) = (ab)N (1)
mdadrittelee laskutoimituksen joukossa G /N.

Todistus Lauseen 3.2.1 nojalla riittdaa todistaa, ettd ryhman G laskutoimitus - ja
ekvivalenssirelaatio =  (mod N) ovat yhteensopivat. Olkoon

a=b (mod N), c¢=d (mod N).
Silloin @ € bN ja ¢ € dN, ts. on olemassa sellaiset n, n’ € N, ettd a = bn ja ¢ = dn/.
Siis
ac = bndn'.

Koska N on normaali, niin nd = dn”, missa n” € N. Siis
ac = bd(n"n) € bdN,

joten
ac=bd (mod N). O

Lause 3.4.2 Pari (G/N,-) on ryhmd.

Todistus 1) Lauseen 3.4.1 mukaan pari (G/N,-) on algebrallinen struktuuri.
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2) Kertolasku on assosiatiivinen, silla
(aNbN)cN = (ab)NcN = ((ab)e) N

(a(bc))N = aN(bc)N
aN(bNcN).

(Perustele yhtalot!)
3) Neutraalialkio on N eli 1V, silld

(aN)(IN) = (al)N = aN ja (IN)(aN) = (la)N = aN

aina, kun a € G.

4) Sivuluokan aN kainteisalkio on a ' N. (Totea!) O

Huomautus Lause 3.4.2 voidaan perustella myos pykalan 3.2 lopun huomautuksen
ja lauseen 3.4.1 avulla.

Esimerkki 3.4.1 Pari (Z,+) on ryhmé ja mZ . Silloin
Z/mZ =7, = {G,T,z oom—1 1}
ja tekijajoukon laskutoimitus on jasnnosluokkien yhteenlasku @ + b = a + b. Lauseen

3.4.2 mukaan pari (Z,,,+) on ryhméi, se on jopa Abelin ryhmé. Tamé on todistettu
aikaisemmin lauseessa 2.7.1.

Huomautus Jos GG on aarellinen, niin Lagrangen lauseen mukaan
|G/N| = |G|/IN|.
Esimerkki 3.4.2 Ryhmé (Zg, +) on Abelin ryhmé, joten sen jokainen aliryhmé on
normaali. Olkoon
N =(2)={0,2,4}.
Silloin Zg/ <§> = {< > < >} (Totea!) Kirjoita ryhmén (Z6/< > ) ryhmétaulu.
Esimerkiksi - - - B B
([+(@)+([1+() =+ +(2) = ().

Esimerkki 3.4.3 Ryhméa (Z3,-) on Abelin ryhmé, joten sen jokainen aliryhmé on

normaali. Olkoon
N =(6) = {1,6}.
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Silloin
21(5) - {9205
(Totea!) Kirjoita ryhmén (Z / < >, ) ryhmétaulu. Esimerkiksi
(2(5)-(2(5) =1(8) = {3.1} =3 (5).

3.5 Johdatusta homomorfialauseeseen

Kuvauksen indusoima ekvivalenssi

Maaritelma Kuvauksen f: A — B joukkoon A indusoima ekvivalenssi maaritellaan
kaavalla

a~ b fla) = F(b).
missa a, b € A.

Esimerkki 3.5.1 Olkoon f:R* — R*, f(a) = |a|. Silloin a ~ b < |a| = |b|. Lisdksi
R/~= {{£a}| a > 0}.

Lause 3.5.1 Olkoon ~ kuvauksen f: A — B indusoima ekvivalenssi ja p: A — A/~
pla) = a/~, vastaava luonnollinen projektio. Silloin on olemassa tasmdlleen yksi
sellainen kuvaus F: Aj/~— B, ettd

f=Fop.
Kuvaus F' on injektio.
Todistus Madéritellaan F: A/~— B, F(a/~) = f(a). Tami on todellakin kuvaus.
(Totea!l) Lisdksi Fop = f, silla
(Fop)(a) = F(pa)) = Fa/~) = f(a)

aina, kun a € A.
Todistetaan seuraavaksi yksikéasitteisyys. Olkoon F” sellainen kuvaus, ettd F' op = f.
Silloin

F'(a/~) = F'(p(a)) = (F" o p)(a) = f(a)
aina, kun a/~€ A/~. Siis F' = F.
Todistetaan lopuksi injektiivisyys. Oletetaan, ettd F(a/~) = F(b/ ~). Silloin
F(p(a)) = F(p(b)) eli f(a)= f(b), joten a ~ b. Néin ollen a/~= b/~. O

Huomautus Jos f on surjektio, niin F' on surjektio. (Toteal!)
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Esimerkki 3.5.2 Esimerkissd 3.5.1 on voimassa, ettd f(a) = la|, p(a) = {za},
F({xa}) = |a|. Siis f = Fop.

Esimerkki 3.5.3 Olkoot (A4,-) ja (B, ) algebrallisia struktuureja ja f: A — B homo-
morfismi. Olkoon ~ kuvauksen f joukkoon A indusoima ekvivalenssi, ts.

a~a & fla) = fld).

Osoitamme, ettd - ja ~ ovat yhteensopivat. Olkoon a ~ da' ja b ~ b, missd a, d,
b, ¥ € A. Silloin f(a) = f(d') ja f(b) = f(b'). Koska f on homomorfismi, niin
f(ab) = f(d't'), joten ab ~ a'l/. Siis - ja ~ ovat yhteensopivat. Silloin (A/~,")
on algebrallinen struktuuri. Lisdksi voidaan todistaa, ettd lauseen 3.5.1 kuvaus F
on homomorfismi (A/~,-) — (B,-). Koska kuvaus F' on injektio, niin saadaan siité
maalijoukkoa rajoittamalla isomorfismi.

Kuva ja vdin

Maaritelma Ryhmédhomomorfismin f: G — G’ kuva on

Im f = {f(a)] a € G} (= f(G))

ja ydin on
Ker f ={a€ G| fla) =1} (= f'{1'}),
missd 1’ on ryhmén G’ ykkosalkio.

Huomautus Selvisti Im f C G’ ja Ker f C G.

Esimerkki 3.5.4 Esimerkin 3.5.1 kuvaus on homomorfismi ja Im f = R" ja Ker f =

{1},

Esimerkki 3.5.5 Olkoon f:Z — R*, f(a) = (—1)% Silloin f on homomorfismi ja
Im f = {1} ja Ker f = 2Z.

Esimerkki 3.5.6 Olkoon f:5Z — Z4, f(5k) = k. Silloin f on homomorfismi ja

Il’Ilf = Z4,
Ker f = 20Z.

(Totea!) (f(5k) =0« k=0<4|k< 20|55k < 5k € 20Z.)
Lause 3.5.2 Olkoon f:G — G’ ryhmdahomomorfismi. Silloin
DImf<c,
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2) Ker f <G.

Todistus 1) Selvésti ) # Im f C G’. Sovelletaan nyt aliryhmékriteerid (lause 2.9.2).
Olkoot ¢, d € Im f. Silloin on olemassa sellaiset a, b € G, ettd f(a) = ¢, f(b) = d. Siis
lauseen 2.12.1 ja homomorfismin méaaritelmén nojalla

cd™t = fla)f(b) " = fla)f(b7") = flab™h),

joten on olemassa alkio, jonka f kuvaa alkiolle cd~!. Siis cd™* € Im f eli Im f < G.

2) Osoitetaan ensiksi, ettd Ker f < G. On helppo todeta, ettd ) # Ker f C G.
Sovelletaan nyt aliryhmékriteerid (lause 2.9.2). Olkoot a, b € Ker f. Silloin f(a) =
f(b) =1, joten

Flab™) = F@F () = F@)f () = 1) = 1
Niin ollen ab~! € Ker f eli Ker f < G.

Osoitetaan toiseksi, ettd Ker f < G. Sovelletaan normaalisuuskriteerié (lause 3.3.1).
Olkoon a € GG jan € Ker f. Silloin homomorfisuuden ja lauseen 2.12.1 perusteella

flana™) = fla)f(n)f(a)™ = f(a) V' f(a)™"
= fla)f(a)™" =1,

joten ana™! € Ker f eli Ker f <G. O

3.6 Homomorfialause
Lause 3.6.1 (Homomorfialause) Olkoon f:G — G’ ryhmdhomomorfismi. Silloin

G/Ker f ~Im f.

Todistus Kuvauksen f joukkoon GG indusoima ekvivalenssirelaatio ~ on sama kuin
joukon G ekvivalenssirelaatio =  (mod Ker f), silla

fla)=f(b) < flab™) =1 ab' €Kerf
& a€bKerfea=b (mod Kerf).

(Perustele yksityiskohdat!) Nain ollen G/~= G/Ker f. Lauseen 3.5.1 nojalla on
olemassa injektio
F:G/Ker f — G, F(aKer f) = f(a). (1)

Todistetaan, etta saanto

F:G/Kerf —Imf, F(aKerf)= f(a), (2)
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on isomorfismi. Lauseen 3.5.1 nojalla arvot F'(a Ker f) ovat olemassa ja ovat yksiké-
sitteisesti méaéariteltyjd. Koska F(aKer f) = f(a) € Im f, niin F on sulkeutuva. Siis
kaavan (2) sddntd F on kuvaus. Lauseen 3.5.1 mukaan se on injektio. Siis riittda
todistaa, etta se on surjektio ja homomorfismi.

Todistetaan ensiksi, ettd kaavan (2) F' on surjektio. Olkoon b € Im f. On olemassa
sellainen a € G, ettd f(a) = b. Silloin F(aKer f) = f(a) = b.

Todistetaan toiseksi, ettd F' on homomorfismi. Koska f:G — G’ on homomorfismi,
saadaan

F((aKer f)(bKer f)) = F((ab) Ker f) = f(ab)
= f(a)f(b) = F(aKer f)F(bKer f).

Siis kaavan (2) sdénté on bijektiivinen homomorfismi eli isomorfismi (vrt. esimerkki
3.5.3). Téten lauseen 3.6.1 isomorfia on voimassa. O

Esimerkki 3.6.1 Esimerkin 3.5.4 ja lauseen 3.6.1 nojalla
R*/{£+1} ~R".

Esimerkki 3.6.2 Esimerkin 3.5.5 ja lauseen 3.6.1 nojalla
Z/27 ~ {£1}.

Esimerkki 3.6.3 Esimerkin 3.5.6 ja lauseen 3.6.1 nojalla

5Z/20Z ~ Z,.

Esimerkki 3.6.4 Tarkastellaan ryhmia (M}, ,,-) ja (R*,-). Kuvaus f: M}

n - R*’
f(A) = det A, on homomorfismi. Selvésti

xXn

Ker f={A¢€ M, det A=1}.

nxn*
Lisaksi
Imf=R",
koska jokaista x € R* kohti diag(z,1,...,1) € Mt . ja f(diag(x,1,...,1)) = x.
Lauseen 3.5.2 mukaan Ker f < M*

»n ja lauseen 3.6.1 mukaan

nxn-

M/ {Ae M, det A=1} ~R".

Huomautus Lausetta 3.6.1 sanotaan usein myo6s 1. isomorfialauseeksi. Kirjallisuu-
dessa esitetaan usein lisaksi 2. ja 3. isomorfialause, jotka esitellaan lyhyesti esimerkeissa
3.6.5 ja 3.6.6.
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Esimerkki 3.6.5 Olkoon H < G ja N < G. Merkitdan

HN ={hn|h € Hne N}
Voidaan todistaa, ettd HN < G, N < HN ja (HN)/N = {hN|h € H} (Toteal).
Edelleen voidaan todistaa, ettd kuvaus f : H — (HN)/N, f(h) = hN, on homomor-
fismi ja ettd Ker f = HNN, Im f = (HN)/N (Totea!). Néin ollen lauseen 3.6.1 nojalla

H/Ker f ~Im f eli
H/(HNN) ~ (HN)/N.

Tulosta kutsutaan usein 2. isomorfialauseeksi ja suunnikassaannoksi.

Esimerkki 3.6.6 Olkoon N <G, M <G ja N C M. Voidaan todistaa, etta N < M.
Edelleen voidaan todistaa, ettd f : G/N — G/M, f(aN) = f(aM), on kuvaus ja
homomorfismi ja ettd Ker f = M/N, Im f = G/M (Totea!). Néin ollen lauseen 3.6.1
nojalla (G/N)/Ker f ~Im f eli

(G/N)/(M/N)~G/M.

Tulosta kutsutaan usein 3. isomorfialauseeksi.

3.7 Renkaan ihanne
Maaritelma Renkaan (R, +,-) alirengas [ on thanne (tai ideaali), jos
ra,ar € 1

aina, kunr € Rjaa € I.

Lause 3.7.1 (Ihannekriteeri) Joukon R ei-tyhji osajoukko I muodostaa renkaan
(R,+,-) ihanteen, jos ja vain jos

1) a—bel aina, kun a, b € I,

2) ra, ar € I aina, kunr € R, a € 1.
Todistus Harjoitustehtava.
Esimerkki 3.7.1 Renkaan R ns. triviaalit ihanteet ovat {0} ja R.

Esimerkki 3.7.2 Alirengas m Z on renkaan (Z, +, ) ihanne. (Totea!)
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Esimerkki 3.7.3 n x n—-diagonaalimatriisit eivat muodosta n X n-matriisien renkaan
ihannetta, silla n x n—diagonaalimatriisin ja n X n—matriisin tulo ei ole aina n x n—
diagonaalimatriisi. (Kirjoita esimerkki.)

Lause 3.7.2 Olkoon R 1-rengas ja I sen ithanne, joka sisdltda kdantyvan alkion. Sil-
loin I = R.

Todistus Olkoon r € R mielivaltaisesti valittu. Silloin

r=r-1=r(u"'u) = (ru")u,
missid u on ihanteen I kdantyva alkio. Silloin ru™' € R ja u € I, joten (ru Yu € T
eli » € I. Nain ollen R C I. Kéaanteisesti, koska I on renkaan R ihanne, niin I C R.
Taten I = R. O

Seuraus Jos R on 1-rengas ja I sen ihanne, joka sisaltaa ykkosalkion, niin I = R.

Todistus Ykkosalkio on kaantyva. O
Lause 3.7.3 Jos I ja J ovat renkaan R ihanteita, nitn I N J on renkaan R ihanne.

Todistus Sovelletaan ihannekriteerié (lause 3.7.1). (Harjoitustehtévé.)

Maaritelma Olkoon R rengas ja .S sen osajoukko. Silloin joukon S wirittama thanne
(S) on suppein ihanne, joka sisiltda joukon S. Jos S = {a}, niin merkitdén (S) = (a)
ja sanotaan, ettd (a) on alkion a virittdmé ihanne. Yhden alkion virittdméaa ihannetta
sanotaan paathanteeksi.

Huomautus Joukon S virittaméa ihanne on olemassa ja on yksikasitteinen. Se on
kaikkien joukon S sisdltavien ihanteiden leikkaus.

Lause 3.7.4 Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a € R. Silloin

(a) ={x € R|r=ra+mna, r€RneL}.

Todistus Merkitdin A = {z € R| v =ra+na, r € R,n € Z}. Todistetaan, ettd A
on suppein ihanne, joka sisaltad alkion a, ts. ettd A = (a). Kun asetetaan r = 0 jan =
1, saadaan a € A, ts. A sisdltdd alkion a. Thannekriteerin (lause 3.7.1) avulla voidaan
todistaa, ettd A on thanne. (Harjoitustehtdvi.) Todistetaan, ettd A on suppein ihanne,
joka siséaltaa alkion a. Olkoon I jokin ihanne, joka sisaltda alkion a. Todistetaan, etta
A C I. Olkoon x € A. Silloin = ra + na, missa r € R jan € Z. Thannekriteerin
kohdan 2) nojalla ra € I ja kohdan 1) nojalla na € I. Edelleen kohdan 1) nojalla
ra+nac€lelizel Taten ACI. O
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Seuraus Jos R on kommutatiivinen 1-rengas, niin

(a) ={ra| r € R} (= Ra = aR).

Todistus Tarkastellaan lauseketta z = ra + na. Jos n € Z™, niin

na:a+a+...+a:1.a+1.a_|_..._|_1.a:(1_|_1_|_...+1>a:r/a’

missi 1 € Rjar’=1+1+---4 1€ R. Niin ollen

r=ra+na=ra+ra=r+1r)a=1r"a,

missd r” € R. Siis x on haluttua muotoa. Tapaukset n = 0 ja n € Z~ Kkisitelladn
vastaavalla tavalla. O

Esimerkki 3.7.4 Tarkastellaan rengasta (Z,+,-). Silloin
(m) = mZ.
Maaritelma Renkaan R ihanne M on maksimaalinen ihanne, jos
1) M #Rja
2) ei ole olemassa sellaista ithannetta I, ettd M C I C R.

(Téssé merkintd A C B tarkoittaa, ettd A C B ja A # B.)

Huomautus Renkaalla voi olla useita maksimaalisia ihanteita.

Lause 3.7.5 Thanne mZ on renkaan (Z,+,-) maksimaalinen ihanne, jos ja vain jos
m on alkuluku.

Todistus 1) Jos m = 0, niin mZ = 0Z C 2Z C Z. Néin ollen maksimaalisen ihanteen
médritelmén kohdan 2) nojalla 0Z eli {0} ei ole maksimaalinen ihanne.

2) Jos m = 1, niin mZ = 1Z = Z. Nain ollen maksimaalisen ihanteen mééritelmén
kohdan 1) nojalla 1Z ei ole maksimaalinen ihanne.

3) Oletetaan, ettd m on yhdistetty luku. Merkitddn m = ab, missd 1 < a, b < m.
Silloin
mZ CaZ CZ.

(Harjoitustehtdva.) Néin ollen maksimaalisen ihanteen mééritelmén kohdan 2) nojalla
mZ ei ole maksimaalinen ihanne.
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4) Oletetaan, ettd m on alkuluku. Merkitdén m = p. Silloin mZ = pZ # Z, joten
maksimaalisen ihanteen méaritelmén kohta 1) on voimassa. Todistetaan, ettd myds
kohta 2) on voimassa. Olkoon [ sellainen ihanne, ettd pZ C I C Z. Todistetaan, etti
I = Z. Olkoon n € Z mielivaltaisesti valittu. Todistetaan, ettd n € I. Koska I # pZ,
niin on olemassa sellainen k € I, ettd k & pZ ts. p | k. Néin ollen yhtalo

pr=n (mod k)
on ratkeava. Olkoon pzg =n (mod k). Silloin on olemassa sellainen yo € Z, etta
pTo + kyo = n.

Koska pZ C I, niin pxy € I. Koska k € I, niin kyy € I. Taten pxo+ kyy € I elin € I.
Siis I = Z ja maksimaalisen ihanteen méaaritelmén kohta 2) on voimassa. Néiin ollen
pZ on maksimaalinen ihanne. O

Huomautus Lauseen 3.7.5 kohta 4) olisi selvésti helpompi todistaa, jos kiytettaisiin
tulosta, jonka mukaan renkaan (Z,+,-) kaikki ihanteet ovat mZ, missd m = 0, 1, 2,
... (Tulosta ei ole tdssd monisteessa todistettu.)

3.8 Tekijarengas

Olkoon (R, +,-) rengas ja I sen ihanne. Silloin I on renkaan R alirengas. Néin ollen

(I,+) < (R, +).

Koska yhteenlasku alirenkaassa on kommutatiivinen, niin

(1, +) < (R, +).
Aliryhmén [ médrddma ekvivalenssirelaatio =  (mod I) joukossa R on muotoa
a=b (modI)<aeb+ 1. (1)
Ekvivalenssirelaation =  (mod I) ekvivalenssiluokkien (eli tassé sivuluokkien) joukko
" R/I ={a+1I|ac R}.
Lauseissa 3.4.1 ja 3.4.2 olemme todistaneet, ettd ekvivalenssirelaatio = (mod I) ja

laskutoimitus + ovat yhteensopivat ja ettd pari (R/I,+) on ryhmé, missé yhteenlasku
maaritellaan kaavalla
(a+I)+(b+1)=(a+b)+ 1.

Lauseessa 3.8.1 todistamme, ettd kertolasku - ja ekvivalenssirelaatio =  (mod I) ovat
yhteensopivat, ja lauseessa 3.8.2 todistamme, ettd (R/I,+,-) on rengas.
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Lause 3.8.1 Olkoon (R,+, ) rengas ja I sen ihanne. Silloin pari (R/1,-) on algebral-
linen struktuurt, missa - maaritellaan kaavalla

(a+1)b+1)=ab+ 1.

Todistus Lauseen 3.2.1 nojalla riittaa todistaa, etta renkaan R kertolasku - ja kaavan
(1) méarittelemé ekvivalenssirelaatio =  (mod I) ovat yhteensopivat. Olkoon a = d

(mod I) jab=10b" (mod I). Silloin
acad+1I, beb+1
eli on olemassa sellaiset 71, 15 € I, etta
a=a +i, b=10 41,
joten osittelulakien perusteella
ab = a'b + d'iy + 010 + iq0s.

Koska I on ihanne, niin a’is + 110’ + 4145 € I. Néin ollen

abeadb +1
eli
ab=d'b' (mod I).
Téten kertolasku - ja ekvivalenssirelaatio =  (mod I) ovat yhteensopivat. O

Lause 3.8.2 Olkoon (R,+,-) rengas ja I sen ihanne. Silloin (R/1,+,-) on rengas,
ns. tekiyjarengas.

Todistus 1) Olemme aikaisemmin todenneet, ettd (R/I,+) on ryhmé. Koska yh-
teenlasku renkaassa R on kommutatiivinen, niin yhteenlasku ryhméssa R/I on kom-
mutatiivinen. (Toteal!) Siis (R/I,+) on Abelin ryhma.

2) Lauseen 3.8.1 mukaan (R/I,-) on algebrallinen struktuuri. Koska kertolasku ren-
kaassa R on assosiatiivinen, niin kertolasku algebrallisessa struktuurissa (R/I,-) on
assosiatiivinen. (Toteal) Siis (R/I,-) on puoliryhmaé.

3) Osittelulait tekijajoukossa R/I seuraavat renkaan R osittelulaeista. (Toteal) O
Esimerkki 3.8.1 Renkaan (Z, +, -) alirenkaat mZ ovat ihanteita. Siis
(Z/mZ,+,-)
on rengas. Kyseessa on sama rengas kuin
(Zim, +°)
(ks. esimerkki 3.1.2).
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Seuraavaksi tutkimme, milloin tekijarengas on kunta.

Lause 3.8.3 Olkoon I kommutatiivisen 1-renkaan R thanne. Silloin (R/I,+,-) on
kunta, jos ja vain jos I on maksimaalinen thanne.

Todistus 1) Oletetaan, ettd (R/I,+,-) on kunta. Todistetaan, ettd I on maksimaa-
linen ihanne. Olkoon J sellainen ihanne, ettd I C J C R. Pitda todistaa, ettd J = R.
Koska I C J, niin on olemassa sellainen a € J, etta a ¢ I. Koska a € I, niin a+ 1 # I
toisin sanoen a + I ei ole kunnan R/I nolla-alkio. Téten alkiolla a +1 € R/I on
kéédnteisalkio, ts. on olemassa sellainen b+ I € R/I, etté

(a+D)b+1)=1+1

eli
ab+I1=1+1.

Koska 0 € I, niin on olemassa sellainen 7 € I, etta
ab+1=1.

Koska a € J ja b € R, niin ab € J. Koska lisdksi ¢ € I C J, niinab+17 € Jelil e J.
Taten lauseen 3.7.2 seurauksen mukaan J = R.

2) Oletetaan, ettd I on maksimaalinen ihanne. Todistetaan, ettd (R/I,+,+) on kunta.
Koska R on kommutatiivinen 1-rengas, niin on helppo todistaa, ettd R/I on kom-
mutatiivinen 1-rengas. (Toteal) Vield pitdéd todistaa, ettd alkiolla a + I (# I) on
kédnteisalkio, missd a + I € R/I. Koska a + I # I, niin a ¢ I. Tarkastellaan joukkoa
J ={ar+b|reR,be I}. Silloin J on renkaan R ihanne ja I CJ C R. (Harjoitus-
tehtdvi.) Koska I on maksimaalinen ihanne, niin J = R. Néin ollen 1 € J, joten 1 on
muotoa

l=ar+0b, missare R,bel.

Silloin
1+ I=(ar+b)+I=(ar+I)+(b+1).

Koska b € I, niin b+ I = I eli b+ I on renkaan R/ nolla-alkio. Néin ollen
l+I=ar+1=(a+I)(r+1).

Koska R/I on kommutatiivinen, niin tdmé todistaa, ettd r+ I on alkion a+ I kd&nteis-
alkio. O

Esimerkki 3.8.2 Renkaan (Z,+,+) ihanne mZ on maksimaalinen, jos ja vain jos m

on alkuluku (ks. lause 3.7.5). Néin ollen rengas (Z/mZ,+,-) on kunta, jos ja vain jos
m on alkuluku. Tama tulos on sama kuin lause 3.6.4.
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Huomautus Jos P(x) on renkaan (F'[z],+,-) jaoton polynomi, missd F' on kunta,
niin polynomin P(x) virittdmé ihanne (P(z)) on maksimaalinen ihanne. (Todistus
sivuutetaan.) Koska rengas F'[z] on kommutatiivinen 1-rengas, niin lauseen 3.8.3
mukaan tekijarengas F'[z] /(P(x)) on kunta.

Esimerkki 3.8.3 Rengas Zs on kunta ja polynomi z* + 3z + 2 on jaoton polynomi-
renkaassa Zs [z]. (Totea!) Néin ollen tekijarengas

Zs 7] /(x* + 32 +2)
on kunta. Sen alkiot ovat muotoa
A(x) + (2 + 32 +2), missid A(x) € Zs [2].
Jaetaan polynomi A(x) jakoalgoritmin avulla polynomilla z2 + 3z + 2. Silloin saadaan
A(x) = Q(x)(2® + 32 +2) + R(z), missi deg R(x) < 3.
Lauseen 3.7.4 seurauksen perusteella Q(z)(x® 4+ 3z + 2) € (2® + 3z + 2), joten
A(x) + (2 + 32 +2) = R(x) + (2 + 32 +2), missd deg R(z) < 3.

Kun A(x) kay lapi joukon Zs [x], niin R(z) kéy lépi kaikki joukon Zj polynomit, joiden
aste on < 3. Niin ollen tekijarenkaan Zs [z] /(x3 + 3z + 2) alkioiden lukumiira on 5.

Tama on siis esimerkki aarellisesta kunnasta. Huomaa, etta alkioiden lukumaara on
muotoa p", missa p on alkuluku.
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