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i f(x)— a,kun x = x;.

*Tasmallisesti timd  tarkoittaa
seuraavaa. Kun on annettu luvun
a mielivaltainen ympiristd V;

.v .,ﬁbﬁmﬁmﬁo U, etté aina kun
x€U ja x#xg, niin f(x)eV,
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. ovat voimassa..

Summan raja-arvo on raja-arvoj en summa
lim- (f(x) +g(x))=a+b.
X = X5

Tulon raja-arvo on raja-arvojen tulo

lim f(x)g(x) = ab.

Hlvko

Osaméirin raja-arvo on raja-arvojen osamair

im ) _a
x.ﬁwwwom?v ;> Jos b#0.
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Ndiden sadntojen perusteella voidaan helposti todistaa seuraavat raja-arvon
ominaisuudet.

Vakiotekiji voidaan siirt44 limesmerkin ohi

lim cf(x) = ca=c lim f(x).
.Kitvko Rlvumo

Polynomifunktion raja-arvo ja arvo ovat samat

lim p(x) = p(xp).

X —> X,

Rationaalifunktion raja-arvo (nimittdjin nollakohdan ulkopuolella) ja arvo
ovat samat T

lim 2 = Py

> ) #0.
X = x, g(x) mﬁxov Jos QAROV

Esim.1 Laske a) lim (3x%-4x+5), b) lim 2x-4
x—2 xllexNIN.x
a) lim (3x>—4x+5)=3-22-4.24+5=09,
X2
_Uv “_,“_.B N.X..I.% — MA!NVI% IllH.

X2 x2-2x  (=2)2-2(-2)

Seuraavaksi tutkimme rationaalifunktion raja-arvoa sellaisessa kohdassa,
jossa sekd osoittaja ettd nimittdjd hividvit. Suora sijoitus antaisi tallsin

tulokseksi epdmadirdiisen muodon 5> mutta sopivasti supistamalla saamme
raja-arvon midritetyksi.

— . 2 _ _
2x ». 3 lim x4 —2x m.
x—32x2—7x+3

Esim.2 Laske a) lim
x—2 X2 —2x

a) Sijoittamalla x =2 saisimme epimaiiriisen muodon m.. Koska

X =2 on osoittajan ja nimitt4jin nollakohta, niin seki osoittaja
ettd nimittdjd ovat jaollisia (x — 2):lla, joka siis voidaan supis-
taa pois. Téten

lim 2%=% lim 2(*=2) _ lim 2=2=1
_ x -2 X2 -2x x— 2 X(x=2) x—2% 2
, b) Sijoitus x=3 antaa epimiiriisen muodon m , joten osoittaja

N, ja nimittdja ovat jaollisia (x — 3):Ila. Suorittamalla jakolaskun
tai kdyttdmilld toisen asteen polynomin tekijéihinjakokaa-
vaa (MT 1-2,s.129) saamme x?-2x —3 = (x—=3)(x+1) ja
242~ 7x+3=2 (x—3)(x- W ). Koska limesmerkin kuljettami-
nen yhtiloketjun mukana on hankalaa, kiytimme toista mer-
kintitapaa. Arvoilla x # 3 on

x2-2x-3 _ (x=3)x+1) _ x+1
2
2x“-T7x+3 1 Hv
2x-3)x—-2| 2[x-=
(x v? Nv m 2
_x+1 3+41 _ 4
e s Imvwsb x> 3.



Esim.3 Laske lim ¥*=!

x—1 *x=1
Tapa 1
Mr-1_  Jx-1 _ Jx-1 _ 1 1
=1 RP-1 (Br-DrD) Jarr 2
kunx — 1.
Tapa 2
Laventamalla (./x + 1):1li saamme
el EeDGaED o x-1 1
=1 (x-D(Se+1)  (=1)(Jx+1) Jx+1 2]
kunx — 1.
Y o |
Siis M@Hﬂlm.

7 Olkoon funktio f médritelty kohdan x, erdissi ymparistossd titi

| gohtaa mahdollisesti lukuunottamatta. Funktiolla f on kohdassa
%0 vasemmanpuolinen A&»mn%:omxm:v raja-arvo a, jos funktion f
arvot saadaan mielivaltaisen Jahelle lukua a aina, kun x < X

_ (x> o) u._m kun x on tarpeeksi ldhelld lukua x,.

MWMJ;?

Talloin merkitdan

waxvna;m” xﬁxviﬁng_ixon
X Xg— . : v _
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o ( lim }xv =a tai  flx) = a,kunx— x+).
EoFt o Lol o

fos toispuoliset raja-arvot ovat olemassa ja samat, niin funktion raja-arvo on
Jen yhteinen arvo. My6s kiznteinen lause on voimassa.
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Funktion f jatkuvuutta ja epajatkuvuutta tutkitaan siis vain sellaisissa koh-
dissa, joissa f on madritelty. Sellainen kohta, jossa f ei ole médritelty, ei ole
- funktion f jatkuvuuskohta eiki epijatkuvuuskohta.

Esim.1 Onko funktio

) = x2 41, kun x<1,
—-2x+4, kun x>1,

jatkuva kohdassa x = 1?

Vasemmanpuolinen raja-arvo

lim f(x)= lim (x?+1)=2

x> 1- x— 1-

. ja oikeanpuolinen raja-arvo

lim f(x)= lim (-2x+4)=2

x— 14+ x—= 1+

ovat yhtasuuret, joten lim f(x) = 2. Toisaalta f(1) = 2, joten
1
lim f(x) = f(1). Vastaus mws siis my6nteinen.
x—1 :

Jatkuvuus annetulla valilla

' Olkoon f vililli I miéritelty funktio. Sanomme,

' jos se on jatkuva timan valin jokaisessa kohdassa
m ‘

ettd % on jatkuva vililli I,
i vililld I on katkeamaton, yhtendinen, “jatkuva”

. Talloin funktion f kuvaaja
kayra.

Raja-arvon laskusaannoistd (s. 17) seuraa, ettd jatkuvuus séilyy peruslasku-
toimituksissa.



Raja=arvo Gérettdmyydessé. Vaakasuorat

“s es 4

“asymptootit *

Esim.1 Tarkastelemme funktiota flx) = Wu kin x vihenee rajatta eli kun

»

x — —oo (lue: "x ldhenee miinus d4retontd”). Laskimella tai kuvaa-
jan perusteella tuntuu selvilts, ettd timédn funktion arvo lihenee

silloin lukua 0. (*Tillaisten viitteiden tdsmallistd todistamista on

kiasitelty tehtdvdssd 230.) Siksi sanomme, ettd funktiolla f(x) = !

X
on miinus ddrettomyydessi (epdolennainen) raja-arvo 0, ja merkit-

semme lim wno.

X —»—oc0 X

Vastaavasti huomaamme, ettd funktion f(x) = W arvo lihenee lu-

kua 0 silloinkin, kun x kasvaa rajatta eli kun x — oo (lue: ”x lihe-

nee ddretontd”). Siksi sanomme, ettd funktiolla f(x) = w on diiret-

tomyydessi (epdolennainen) raja-arvo 0, ja merkitsemme

. 1
Iim - =0.
x—>o0X
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Raja-arvo ddretdn. Pystysuorat asymptootit

Esim, 2

Fsim.1 Tarkastelemme funktiota f(x) = xlww

Kun x lihenee vasemmalta lukua 2 eli kun x — 2—, niin laskimella
tai kuvaajan perusteella tuntuu selvilti, ettd timan funktion arvo
vihenee rajattomasti. Vastaavasti, kun x lihenee oikealta lukua 2
eli kun x — 2+, niin funktion arvo kasvaa rajattomasti. Siksi sa-
nomine, etti funktiolla f on kohdassa x = 2 (epiolennainen) va-
semmanpuolinen raja-arvo miinus ddreton ja (epidolennainen) oi-
keanpuolinen raja-arvo ddreton. Merkitsemme

lim —— =os.

. 1 _ 1
lim —— =-—oo,
x=2 x—2+%X—2

x—2-

Geometrisesti tdimad tarkoittaa sitd, ettd kiyrd y = m:wm lihenee

»y-akselin suuntaisessa ddrettomyydessd” rajattomasti suoraa
x =72 sitd kuitenkaan saavuttamatta. Siksi sanomme, ettd kayralla
1

Hlobm§o§:a§§Sonﬂ.:amcogxuw.
y= = onpy ymp

Laske a) lLim *=L, b) lim X=1.
x—3-x—3 x—>3+%x—3

a) Kun x —> 3, niin osoittaja x—1—>2 ja nimittdjd x—3 — 0

x—1 oo,

pysyen negatiivisena. Titen 3
x—

b) Kun x — 3+, niin kiy kuten a-kohdassa paitsi nimittéja pysyy
x—1

positiivisena, joten —> oo,

x—3
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L. a) lim X b) lim x+1
x—1%x-1 x—>0 x
1.1 11
. 4 " .1 =
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& a) lm ltx-1 b) Lim ¥8*x-3
' x>0 X x—1 x=1
. -2 . ox24x-2
¢ lim —X==2 | d) lim Z2%7% [s81].
X2 x— /8 —x2 x—1 )\u.alH
6. ;5% 2 |1L [s79], b) lim ﬁh-isv [ks1].
x—>1\x?-1 x-1 x—2\Xx—2 4-2x)°

N..! . «
Madritd vakio a siten, etti funktiolla ax”—6x+4 on ddrellinen raja-

x2—x-2

~arvo kun x — 2. Miki tdma raja-arvo on? [K72]

_ 2
Méiritd sellaiset vakiot a ja b, ettd lim 2x"+ax+b =5,

x—a x=a

2_x+a

Kun x # —a, on f(x) = % T, - Madritd a siten, ettd f supistuu

polynomiksi. Mit4 on tallsin  lim f(x)? [k90]

X—=>—a

H
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Onko funktio f jatkuva kohdassa xg, kun

x? =1 kun x #1,
NV XOH“_; \;@&H x—1

2, kun x=1,

A wmlov kun xwwf
b) xp=3, f(x)={ x-3

9, kun x=3?

11, ' Onko funktio f jatkuva kohdassa x, kun

12,

9.

x2, kun x<1, b) 3, f(x) 3—x, kun x <3,
= = X =2 J\X)=
a) xp= 1, f(x) fHJWc.ber 0 Vx—2, kun x >3?
x

Maéiritd sellainen vakio ¢, ettd funktio f on jatkuva kaikkialla, kun

_ 2
.mv f(x) = 2x+1, kun x £ -1, b) f(x) = x“+4, kun x <2,

—x+c, kun x> 1, cx—1, kun x> 2.

(3 - Midritd sellainen vakio ¢, ettd funktio f on jatkuva kaikkialla, kun

| . - < 2_
‘a) flx) = 3x-7, kun x <c, b) fx)= { * 1, kun x <c,

—-2x+3, kun x> ¢, —x+5, kun x> c¢..

Nl
vazaooH:Ava Mu mwv kun x# 3. Miten f(3) on méiriteltiv, jotta

f saadaan jatkuvaksi kohdassa x = 3?

I Madriti Hm f(x), kun f(x) on

e ,Maritd

a)

Q)

7.

e . :
5 4x -3 . 3
- lxlwv
_mv_ 2+, b) —, )
4523 6x—3 £ x2-3x+2
d) 2 €) 2x+8° ) 2x2 +4x
_ ) —1 . x+1
im 221 b) lm 22, o lim 2
x—1— x—1 x—>1- x—1 x—0- X
lim x+l1
x—0+ X2
I A&y T2
—
l‘s \ X..Pa N AN N ../ms-a!):!a
) Lunn M..,H..I \. L) £ 3I_q4 7 <) K1
X 24 R- X <> 1

%21
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Joskus on kitevdd merkitd
Ax = x —x (x:n arvojen muutos),

Af = f(x) — f(x) (funktion f arvojen muutos).

Merkitsemilld y = f(x) voimme kirjoittaa myos
Ay = f(x) — f(x) (y:n arvojen muutos).

Merkinnit Ax, Af ja Ay luetaan: “delta x, delta f, delta y”.

_mﬁbwmmvb y = Nﬁc& erotusosa-
mdérd kohdasta x( kohtaan
x (# x_ov on

Ay _ Af f(x) = f(x)

Ax  Ax  x—X

Esim. 2 Laske funktion f(x) = x3 erotusosamairi a) kohdasta 2 kohtaan 3,
b) kohdasta 4 kohtaan 1, c) kohdasta —3 kohtaan 2.

a) xawmmﬁv - wwmww —27-8=19,

A -f4) _1-4 63 _
b) 1-4 1-4 -3 21,

f2)—f(=3) _ 23-(=3) _ 35 _
©) 2-(-3)  2+3 5 =7

Yleisesti erotusosamairin

f(x) I.\.Cmov

Xluno

raja-arvo, kun x — x, ilmoittaa kdyrdn y = f(x) pisteestd (x, f(xg)) piir-
retyn tangentin kulmakertoimen. Néin pddsemme derivaattaarn, joka on dif-
ferentiaalilaskennan peruskisite.



mz:.wmnb y=f(x) mm:.emm.nm kohdassa x, on

; . (x) = flxg)
f(xg)= lim 1)~ ) )
x=xy ¥ %
mikali tdmd raja-arvo on ole-
massa. Talloin sanotaan, ettd f
on kohdassa x derivoituva.

Derivaatan geometrinen merkitys
on funktion f kuvaajan pisteestd
(xg» flxp)) piirretyn tangentin
kulmakerroin. Derivaatta ilmoit-
taa funktion f muutosnopeuden
kohdassa x.

Jos erotusosamidrilld on vain vasemmanpuolinen (oikeanpuolinen)
raja-arvo, niin f on kohdassa x vasemmalta (oikealta) derivoituva.
Témé raja-arvo on funktion f vasemmanpuolinen (oikeanpuolinen)
derivaatta kohdassa x. Sille kdytetddn merkintid f’(xy=) (f'(xg+)).

Merkinnit f'(xg), f'(x¢-) ja \anoi. luetaan ”f pilkku xq, f pilkku x; mii-
nus ja f pilkku x, plus”. Voimme kirjoittaa derivaatan méiritelmin

f(x%) = f(x,)

X = X4

flxg) = lim

Cx X
my0s muotoon

flxg+ 1) = f(x)

‘() = lim
% 0 h—0 h
Esim.2 Funktion f(x) = x> derivaatta kohdassa x = 2, joka on
. wle
‘)= lim =< |
f@)= lim £=2

voidaan esittdd myds muodossa

) = 1 (2+h)3-23 .
) Y h

Derivoituvuus ja jatkuvuus

DFOOH.H f vililla 1 mddritelty funktio. Sanomme, etti f on derivoituva vii-
lilld 1, jos se on derivoituva timan vilin jokaisessa kohdassa.

Derivoituva funktio on aina jatkuva,
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aftafunktio

msmwmob ¥ =fx) derivaattafunktion f'arvo f{(x) on funktion f
derivaatta kohdassa x. Derivoiminen tarkoittaa derivaattafunktion
muodostamista. Derivaattafunktio f on maédritelty kaikissa niissi
kohdissa x, joissa funktio f on derivoituva. Derivaattafunktiota voi-

mw.mb wimﬁmggﬁmmnd\omamwzmmﬁ&arazmm EMHEWmﬂgwmmsa\mmwmm
ole. _

it e

Summan derivaatta on yhteenlaskettavien derivaattojen summa

Q+%‘VN”»\'\+%\\
eli

D(f(x)) + g(x)) = Dffx) + Dglx).

Vakiotekiji voidaan siirtd4 derivoimismerkin ohi
Ah‘wﬁv\ - QQ

eli
D(cf(x)) = cDf(x).

'Korkeamman kertaluvun derivaatat
Funktion y = f(x) derivaatta f’ (mikali se on olemassa) on itsekin funktio,
joten voimme derivoida senkin (mikali se on derivoituva). Néin wmmﬂme
funktion f toisen kertaluvun derivaatan elilyhemmin toisen derivaatan f"(x)
(lue: ”f kaksi pilkku x ), jota merkitsemme myds

e 4
D% dx2’ 7
(lue: ”D kaksi f”, *d kaksi f d x toiseen”, "y kaksi pilkku”, ”d meww d x toi-
seen”). Vastaavasti saamme funktion f kolmannen derivaatan f C&. (lue:
?f kolme x”) ja yleisesti n. derivaatan f (n)(x) (lue: ”f nx”), jota merkitsem-

me myos

> dx?

b b
dx" dx™

(lue:’Dnf”, dnfdxn”,”yn”,>dnydxn”).

3



Kahden derivoituvan funktion tulofunktio on derivoituva. Sen deri-
vaatta saadaan kertomalla kumpikin tulontekiji toisen derivaatalla ja
laskemalla ndin saadut tulot yhteen

(fe)'=f'g+fg’
eli

D (f(x)g(x)) = g(x)Df (x) + f(x)Dg (x).

'Funktion potenssin derivoimissaanto

Tutkimme seuraavaksi potenssin f(x)"” derivaattaa. Tapauksissa n=2 ja
n=3 saamme tulon derivoimissddnnolld

Df2=D(f f)=ff+ff =2ff",
DfP=D(f-f2) =fDf2 + f2Df =f-2ff +f*f' =3 f*f".

Potenssin derivoimissiinnon mekaanisesti antamat tulokset 2f ja 3f 2 eivit
siis riitd, vaan ne on kerrottava sisifunktion f derivaatalla f ’. Yleisesti

D f(x)" = nf(x)""'f" (x).

Funktioiden f ja g osamidrifunktio W madritelldzn yhtdlolld AW )(x) =

f)
g(x)

Kahden derivoituvan funktion osamairifunktio on méirittelyjou-
kossaan derivoituva. Sen derivaatta saadaan laskemalla osoittajan
derivaatta kertaa nimittija miinus nimittdjdn derivaatta kertaa osoit-
taja ja jakamalla timd erotus nimittajan neliolld

fyv_fe-fg
( mv o
eli

pf®) — g(x)Df(x) — flx)Dg(x)
g(x) g(x)? ;

=



.

Jos funktio f on derivoituva kohdassa x;, niin kdyrdn y = flx) pis-
teestd (xg, f(xg)) plirretyn tangentin yhtl6 on

y —flxg) = () (x = xp).

- Jos f(xp) # 0, niin t4std pisteestd piirretyn normaalin yhtild on

. _ 1
V\INOSV = oy (x —xg).

Esim. | Mrita paraabelin y = x2—3x+1 a) huippu, b) huipusta piir-
retyn tangentin ja normaalin yhtélo.

'a) Derivaatan D(x?-3x+1)=2x-3 nollakohta on x = > jol-

m,,, loiny = AW -3 W +1 le . Huippu on siis AW , lwv.
'b) Kysytty tangentti on pisteen
Aw , lw ) kautta kulkeva x-ake-
lin suuntainen suora, joten sen
yhtdlo on y = lw . Kysytty nor-
maali on pisteen AW , Iw ) kaut-

ta kulkeva y-akselin suuntai-

nen suora, joten sen yhtilé on

x = w . Huipun kautta kulkeva
normaali on paraabelin sym-

metria-akseli.



| atan merkki

Olkoon funktio f jatkuva vililli [a, b] ja derivoituva vililld ]a, b[.
Jos f'(x) =0 vililld Ja, b[ ja f(x) =0 vain yksittiisissd kohdissa,
niin f on aidosti kasvava vililld [a, b].

Jos f'(x) <0 valilld Ja, b[ ja f'(x) =0 vain yksittdisissd kohdissa,
niin f on aidosti vihenevi vililld [a, b].

Jos f'(x) 20 vililld Ja, b[, niin f on kasvava vililld [a, b].

Jos f'(x) <0 vililld ]a, b[, niin f on vihenevi vililld [a, b].

neva funktio

ituva kohdan x,

erddssd ympdristossd titd kohtaa mahdollisesti lukuunottamatta. T4l-

16in x, on funktion f

i) minimikohta, jos f* muuttuu titi kohtaa X
ohitettaessa negatiivisesta positiiviseksi, () - +
) ™~~~ | —
min
ii) maksimikohta, jos f* muuttuu positiivi- Xo
sesta negatiiviseksi. f)  + -
fx) —7 | ™~
max

Jos f sdilyttas merkkinsd, niin x, ei ole d4riarvokohta.

=



... 0

Jatkuvan funktion Gdriarvolause i
Suljetulla vililli [a, b] jat-
kuva funktio f saa aina pie-
nimmén ja  suurimman
arvonsa. Namd arvot 1oyde-
ta4n laskemalla fin arvot

i) derivaatan nollakohdissa,

i) wvilin pditepisteissd,

iii) kirkikohdissa (eli koh-
dissa, joissa derivaattaa ei
ole olemassa)
ja valitsemalla naistd ar-
voista pienin ja suurin.

Kuvaajan perusteella timi lause vaikuttaa uskottavalta. Sen todistus ei kuulu
koulukurssiin.

Bsim.1 Mairiti funktion f(x) = x> —3x + 1 pienin ja suurin arvo valilld
| [0, 2].

Jatkuvuus ja derivoituvuus
Funktio f on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva valilla

[0, 2].

Derivaatan nollakohdat

Derivaatan f’(x) = 352 — 3 = 3(x* — 1) nollakohdat ovat x = +1.
Kohta x =1 kuuluu valiin [0, 2], mutta kohta x =-1 el kuulu.
Funktion arvo f(1) =-1.

Vilin piitepisteet
f(0)=1, f(2)=3.

Johtopiidtokset
Jatkuvan funktion #ériarvolauseen mukaan funktion pienin arvo

on -1 jasuurin on 3.




y=fx) W

i
)

J)

x x+ Ax

Flx+ Ax) = flx) + dy

wY

Definition Differentials
Let y = f(x) be a differentiable function of the independent variable x.

Ax is an arbitrary increment in the independent variable x.

dx, called the differential of the independent variable x,is equal to Ax. .
Ay is the actual change in the variable y as x changes from x to x + Ax; that is,
Ay = f(x + Ax) — f(x). | |

dy, called the differential of the dependent variable y,is defined by dy = f'(x)dx.

EXAMPLE 1 Find dy if

(a) y=x"—3x+1 (b) y = Vx> + 3x

(¢) y = sin(x* — 32 + 11)

Solution If we kriow how to calculate derivatives, we know how to calculate dif-
ferentials. We simply calculate the derivative and multiply it by dx.

(a) dy = (3> — 3)dx
/2 p dx = 2x + 3
(b) dy = 3(x* + 3x)7(2x + 3)dx = =

(c) dy = cos(x* — 3x* + 11) - (4x° — 6x)dx

Approximations Differentials will play several roles in this book, but for now
their chief use is in providing approximations. We hinted at this earlier.

Suppose that y = f(x), as shown in Figure 3. An increment Ax produces a cor-
responding increment Ay in y, which can be approximated by dy. Thus, f(x + Ax)
is approximated by

dx

il

P+ ) = () + dy = () + /()

This is the basis for the solutions to all the oowEmm that follow.

EXAMPLE 2 Suppose you need good approximations to V4.6 and V8.2, but your
calculator has died. What might you do?

Solution Consider the graph of y = Vx sketched in Figure 4. When x changes
from 4 to 4.6, Vx changes from V4 =210 (approxiniately) Vi +d y. Now

1 1
dy = =xdx = d
y=327 v
which, at x = 4 and dx = 0.6, has the value
1 0.6
dy = ——=(0.6) = — =015
2V4 06) =

Thus,
V46~ V4 +dy=2+015=215
Similarly, at x = 9 and dx = —0.8,
-0.8

—0.8) = —= ~ —0133

dy 6

_
2V9
Hence,

V82 ~ V9 + dy ~ 3 — 0.133 = 2.867
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Figure 4

Note that both dx and dy were negative in this case,
The approximate values 2.15 and 2.867 may be compared to the true values (to
four decimal places) of 2.1448 and 2.8636. [ |

EXAMPLE 3 Use differentials to approximate the increase in the area of a soap
bubble when its radius increases from 3 inches to 3.025 inches.

Solution The area of a spherical soap bubble is given by A = 4772 We may ap-
proximate the exact change, AA, by the differential dA, where

dA = 8mr dr
Atr =3anddr = Ar = 0.025,
dA = 87(3)(0.025) ~ 1.885 square inches ]

Estimating Errors Hereis a typical problem in science. A researcher measures
a certain variable x to have a value Xo With a possible error of size +Ax. The value
Xois then used to calculate a value y, for y that depends on x. The value Yo is cont-
aminated by the error in x, but how badly? The standard procedure is to estimate
this error by means of differentials.

EXAMPLE 4 The side of a cube is measured as 11.4 centimeters with a possible
error of £0.05 centimeter. Evaluate the volume of the cube and give an estimate for
the possible error in this value,

Solution The volume V of a cube of side x is V = 43, Thus, dV = 3x? dx. If
x = 114 and dx = 0.05, then V = (11.4)% ~ 1482 and

dV = 3(11.4)%0.05) ~ 19
Thus, we might report the volume of the cube as 1482 + 19 cubic centimeters. ®

The quantity AV in Example 4 is called the absolute error. Another measure of
error is the relative error, which is found by dividing the absolute error by the total
volume. We can approximate the relative error AV/V by dV/V.In Example 4, the
relative error is _ :

AV AV 19

v v ~ HN._WM ~ 0.0128

The relative error is often expressed in terms of a percentage. Thus, we say that for
the cube in Example 4 the relative error is approximately 1.28%.
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Laske derivaatan miiritelmén perusteella

a) f10),kun f(x)=2x>-x, b)f(3),kun f(x)=4x-x2
¢ f(1),kun f(x) = x?- 3x.

2, Olkoon f(x) = x3, Madritd
a) funktion f erotusosamidri kohdasta x kohtaan x,

b) f(xo),

¢) kohtaa i)x =-1, ii)x = 0, iii) x = 2 vastaavasta kdyrdn y = f(x)
pisteestd piirretyn tangentin kulmakerroin.

N, Olkoon f(x) = m|+|. Médrita f7(0) derivaatan mairitelmin nojalla.
[s75] *
ry, Olkoon £10)=a ja f(1)=b. Mddritd
a) lim fa+h)-f1) b) lim \Cvlﬁxf
h—0 h ’ x—>1 x-1
¢) lim flx) - f(0) d) rub %thv \AC
x—0 X " h—0

—  Funktio f on madritelty vililla ]-1, 1[, ja derivaatta ” on olemassa
N )
pisteessd x =0 (mutta ei valttaimattd muualla). Médritd

.wARNv %Alx ) _..HAOS

xlvo x?

¢ . | Mairitd paraabelin y =x 2_2x pisteestd (-1,3) piirretyn
,_mv tangentin, b) normaalin
M yhtalo.

<),  Magrita kayrdn y = x®+ x ne pisteet,
joiden kautta kulkevat tangentit ovat
suoran a) 4x-y=0 b) x+y=0
suuntajset.

2 ge tan-

s

v, Madritd paraabelin y =4 —
gentti, joka on
a) suoran y=2X + 1 suuntainen,

b) kohtisuorassa suoraa x—y+2=0 vastaan.

4, Tutki kulkukaaviolla funktion f monotonisuutta, kun f(x

3
a) x°-x, b) lux +x2+3x, ¢ X—-6x2+12x, d) 35+ %2 - 3.

(0D, Miirita funktion f diriarvokohdat, kun f(x) on
a) x° —3x?, b) 563 - 3x°, ) x* - 18x2, &.x&nlwmx.



~ ~ . ZNNHHHN
a) funktion f(x) = x? — 2x — 3 4friarvot vililla [0, 5],
b) funktion f(x) = x° =3x2 + 1 ddriarvot valilld [-1, 3].

P9 Milld a:n arvoilla funktio flx) = x> + ax® +3x+ 10 on kaikkialla kas-
vava?

('3, Funktiolla f(x) = x> — ax? on #ériarvo kohdassa x = —2. Médriti a ja
, ddriarvon laatu.

1 ¢~ Funktiolla f(x) = ax® + bx* on kohdassa 1 ddriarvo —2. Madritd a ja b
sekd ddriarvon laatu.

5. MEZawim® susera

i ot b e FTE 0y e msmi» t Wb A xD P2 = ﬁim

S

Piorr i, Adwo e AT

2 Flx) =x* —4x® + 1, -1 Sx < 4. [s81]

%\g Funktion f(x) = 3x% + 4x° derivaatta, -1 <x<0.

[ W;. Mairiti funktion f(x) = JJ4x3 —x* suurin arvo.

«0. Miiritd funktion f(x) = Mm.u.!wxilm suurin arvo.
18, a@mﬁ@g w T 5 s
" T2 x(1 - % v_,.. Ewﬁ.wﬁx +wvu o c) x @x —2x+3)
‘Derivoi )
(9. W,mv %u b) xlum_.wlm. c) XNMH,

\mewzm derivaatan f’ nollakohdat, kun f(x) on

, : 2

W@.Tv xwlwv b) x~+~x:wv o .wml 4 ) X +x+~, [K85].
! X =

I-x X2 %3 x?+1
|
'Muadritd funktion f ddriarvot, kun f(x) on

@) o, bxx-4) 9 (-t
x4+ 1

.

— x2 . 1o 1T
929 Miiritd funktion f(x) = m.wﬂuww pienin ja suurin arvo vililla -1, 1].

.Hﬁm@ E:Emws f monotonisuutta, kun f(x) on

-3 Sy

L, Diwoon Jnxt$Nx. MiEEr rf Py vy el
\% Y=k Jb opcole=t A) xed Jh Axedk = 0,005,

w,m;. Vaccon LEGSTEIAKS] ok HITATIL 2021 cm, Turw: Pavos TILAva, 799
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Funktioiden f ja g yhdistetty funktio gof (luetaan g pallo f”) mi-

ritellddn yhtalolld
(g f)(x) = g(f(x)).
Funktio g on yhdistetyn funktion gof ulkofunktioja f on sisiifunk-
tio.
Esim.2 Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = x2 + 1. T4lloin
(g0 /) (%) = g(f(x)) = g(2x + 3) = (2x +3)2 + 1 = 4x? + 12x + 10,
(fog) (%) =flg(x)) =f(x> + 1) =2(x2 + 1) + 3 = 22 + 5.
Siis fog #gof, joten funktioiden yhdistiminen ei noudata vaihdantalakia.

Voimme esittad yhdistetyn funktion y = (go ) (x) = g(f(x)) yhtiloketjuna
y=gu), u=flx).

Esim.3 Yhdistetty funktio f(x) = «/x2 + 2x voidaan esittii yhtdloketjuna
y= >\MT u=x%+2x

Yhdistettivid funktioita voi olla enemmainkin kuin kaksi.

Esim.4 Funktioiden f(x)=sinx, g(x) = x2 ja h(x) = kuﬂlw yhdistetty

funktio on . ,
(hegef)(x) =h(g(fx))) = hg(sinx)) = h(sin® x) = =30 Mww.

Funktioiden f ja g yhdistimistd voidaan havainnollistaa nuolikaaviolla tai
laatikkokaaviolla.

Laatikkokaaviossa funktio kuvataan “koneena”, joka lukee siihen sybtetyn
muuttujan arvon ja tulostaa vastaavan funktion arvon.

Jotta yhdistetty funktio go f olisi méritelty kohdassa x, niin funktion f téy-
tyy olla mdéritelty kohdassa x ja funktion g kohdassa f(x).



Yhdistetyn funktion derivaatta on ulke- ja siséfunktion mma?mmﬁou.mb
tulo v :

Dg(f(x)) = ¢'(f)) f (x).

Todistus ei kuulu koulukurssiin. Voimme ilmoittaa yhdistetyn funktion de-
rivoimissddnnén myds muodossa

D(gof)(x)=(gof) (x) =g"(f(x)) f’(x)

ja edelleen ketjusddntind

dy _ dy du

dx  du dx’
missd y = g(u), u = f(x). Talloin mm = g’(u) on ulkofunktion derivaatta ja
M.m = f’(x) on sisifunktion derivaatta.

Vaikka “differentiaalit” dy, dx ja du eivit sellaisinaan merkitse mitidn, on
havainnollista ajatella, ettd yhdistetyn funktion derivoimissdintd saadaan

”laventamalla” mw differentiaalilla du.

Esim.1 Laske D(1 + 3x)2.

Voisimme kéyttad funktion potenssin derivoimissiintod, mutta
kdytimme yhdistetyn funktion derivoimissd4ntdd. Voimme mene.
telld kahdella tavalla, jotka ovat muodollisesti erilaiset mutta asial-
lisesti samat.

Tapa 1. Esitimme funktion h(x) = (1 + 3x)> muodossa h = gof eli
h(x) = g(f(x)), missd sisifunktio f(x) =1 + 3x ja ulkofunktio
'g(x)=x*. Koska f'(x)=3 ja g (x) = 2x, niin yhdistetyn funktion
derivoimissdinnon mukaan

B (%) = g'(f(x)) f'(x) = 2(1 + 3x)3 = 6 (1 + 3x).
Tapa 2. Esitimme funktion y = (1 + 3x)? yhtiloketjuna y = 12,
u =1+ 3x, jolloin ketjusddnnén mukaan

G -dydu oy 3= 6u=6(1+3x)



Funktiot f ja g ovat toistensa kddnteisfunktioita, jos
flgtN=x  ja  gfx)=x
eli jos
C (fedx)=x  ja  (gef)(x)=x

kaikilla niilld x:n arvoilla, joilla asianomainen funktio on miéritelty.

Funktion f kiinteisfunktiolle kiytetisin usein merkintad f~'. Toistensa
kidnteislaskutoimituksilla saadut funktiot ovat toistensa kiaanteisfunktioita.

Esim.2 Ovatko funktiot f ja g toistensa kiidnteisfunktioita, kun
a) flx)=x>+1ja glx)=3x—1, b)flx)=x?jaglx) = Jx?

a) Funktiot f ja g on médritelty kaikilla x € R. Koska

(gof)(x) =g(fx) =g+ 1) =33+ 1) =1 = 3/x3 = x,
(fog)(x) =flgx) =ffx-1)=(3x-1)>+1

=x—-1+1=x,
niin f ja g ovat toistensa kidnteisfunktioita.

b) Funktio f on médiritelty kaikilla x € R. Funktio g on mééri-
telty, kun x > 0. Kaikilla x>0 on

(fog)(x) =flg(x)) =f(fx) = (Jx)*=x,

joten kddnteisfunktion miéritelmin edellinen ehto on voimas-
sa. Sen sijaan jalkimmdinen ehto ei ole voimassa, koska

(gof)(x) H%GARVVHWC%VH >\MM = |x| #x, kun x<O0.

Vastaus on siis kielteinen. Ks. my0s esim. 4.

Voimme havainnollistaa kddnteisfunktiota nuolikaaviolla.

O ) y=fex=gy

Jokaisella aidosti monotonisella funktiolla on kianteisfunktio.

L a0



~ Kdadnteisfunktion derivaatta

Jos f ja g ovat toistensa kdanteisfunktioita, niin g(f(x)) = x kaikilla niill:
x:n arvoilla, joilla f on médritelty. Derivoimalla tim4n yhtdlon molemma
puolet ja kidyttdmélld vasemmalla puolella yhdistetyn funktion derivoimis

sddntod saamme g’(f(x)) f'(x) = 1, josta edelleen

’ 1
%CARVVIW@.&.

Olkoon funktio f derivoituva ja olkoon silld kidnteisfunktio g. Jos
y=f(x) ja f'(x)+#0,niin

\. . 1
%‘ C\v |\.\ARV .

Siis funktion ja kddnteisfunktion vastinkohdissa lasketut derivaatat
ovat toistensa kdanteislukuja.

' Esim.1 Oletetaan, ettd funktiolla f on kéénteisfunktio g jaettd f(~1) =2

. Esim

2

sekd f'(-1) =3. Mitd on g'(2)?
Kiinteisfunktion derivoimissiinnon mukaan

’ 1
2) = ,
£ f(x)
missd x toteuttaa yhtdlon f(x) = 2. Koska f(~1) =2, niin x=—1.
(Kéddnteisfunktion olemassaolosta seuraa, ettei yhtalolld f(x) =2
ole muita ratkaisuja.) Tédten

)=t -1
%‘ANvlgﬂRle w.

Maéritd funktion flx)= x> + x kidnteisfunktion x = g(y) derivaat-
ta kohdassa y = 10 (g:n olemassaolo, ks. s. 145, esim. 2).

Kiaidnteisfunktion derivoimissiinnon mukaan

’ 1
10) = -—,
g10) =z
missd x toteuttaa yhtilon f(x) = 10. Yhtilon x°+ x = 10 ratkai-
suksi saamme kokeilemalla x = 2. (Kd4nteisfunktion olemassaolon
perusteella muita ratkaisuja ei ole.) Siis

o=l -1 1
m:ovl\e@ 3.2241 13




D.Jx = %.%w (x> 0).

Yleisesti, jos f on derivoituva ja positiivinen, niin

U«Qub%m.

Esim. 2 Miiritd kiyrille y = J/x + 3x kohtaa x =1 vastaavasta pisteesta
piirretyn tangentin yhtalo.

Olkoon f(x) = «/x2 + 3x. Sivuamispisteen y-koordinaatti

f(1) = J1243.1 = J4 = 2. Derivaatta

.« D(x?+43x 2x+3
£y = R0 - ,
24/x2 + 3x 24/x2 + 3x

joten tangentin kulmakerroin on f*(1) = 2143 - w.mamzomb

2412431
ﬁmbmmbasﬁiﬁaos%lwu w (x—1) eli y= mx+ w;.oEQ voimme

kirjoittaa my6s muotoon 5x—4y +3 = 0.

Olkoon :m rationaaliluku. Yhdistetyn funktion derivoimissiinnon (tai funk-

tion potenssin derivoimissiinnon) @memﬁmmsm voidaan osoittaa, ettd

SE

m
Z-1

Dx" = X AXVOV.

m
£

Potenssin derivoimissaantd, jonka johdimme alunperin eksponentin ollessa

positiivinen kokonaisluku, on siis samanlaisena voimassa kaikille rationaali-
sille eksponenteille. Toisin sanoen kaikilla rationaaliluvuilla a on

Dx? = ax (x> 0).
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1 Neperin luku e ja funktio y=e
Tutkimme aluksi funktion f(x) =2* derivaattaa. mHoEm.o.mmBm.m.qm kohdas
x kohtaan x+h on

feth) —flx) _ 25th-2x _22h-2x _  x2R-1
h h h h
Téten
h_ . h_ - . h_
f(x)= lim 2227 =1 9% [im 2221 = 2% missi c= lim 271
h=0 h Ko h hso h

Meidin on laskettava c¢. Saamme laskimella seuraavan taulukon.

h 2h—1
h
0,1 0,717735
0,01  0,695555
W 0,001  0,693387
0,0001 0,693171
h 0,00001 0,69315

Siis kolmen desimaalin tarkkuudella ¢ = 0,693, joten likim#4rin
D2%*=0,693 - 2*. Vakion ¢ geometrinen merkitys on kiiyrin y=2% pisteen
(0, 1) kautta kulkevan tangentin kulmakerroin, silld

c= fim 221 = fim f=fO) _ g fOEW-fO) _ g
h—o h—so B h—0 2

Voimme tutkia samalla tavalla funktion f(x) = k* derivaattaa muillakin k:n
arvolla (k> 0,k #1).Jos esimerkiksi k= 3, niin saamme kolmen desimaalin
tarkkuudella ¢ = 1,099, joten likimdidrin D 3* =1,099 - 3%,

Erityisen kiinnostava on se kantaluku k, jolle ¢ = 1. Koska kantaluvulle
k=2 on ¢=0,693 <1 jakantaluvulle k=3 on c¢= 1,099 > 1, niin vlilli
2 <k <3 on olemassa sellainen kantaluku e, jolle ¢ = 1. Kutsumme lukua
e Neperin luvuksi. Voidaan todistaa, ettd se on irrationaalinen. Laskimella
saamme likiarvon e = 2,718281828. Siis De* = &, A

Funktion y = e* arvot saamme laskimella. Esimerkiksi e~ 7,39 ja ¢™1=0,37.
Tamin funktion kuvaaja leikkaa y-akselin 45° kulmassa, sill4 pisteen (0, 1)
kautta kulkevan tangentin kulmakerroin on ¢= 1.




Mirittely- ja arvojoukko

gﬂ“ H.Nv .\»w.“ _Ouooﬁ

Jatkuvuus

Funktio f on kaikkialla jatkuva.

Monotonisuus

Funktio f on aidosti kasvava.

Asymptootit

Kiyrilld y =e* on asymptoottina negatiivinen x-akseli. _

Laskusddntojd
e’ = T, QIH =t (M) = e,
D=1, M =¢ex
o
Eksponenttiyhtili

Funktio f saa kaikki positiiviset reaaliarvot tismailleen kerran,

joten e¥=¢e" < u=v.

. , 2x)3
Fsim.1 Sievenni a) ¢*e?*, b) mmﬂw..
. e

2x x+2x

_ mxv

a) e*e =e

Ammx.vm _ g2x-3
eAx  pAx

_ 5% _ bx—dx_ 2x
et y

€

b)

Esim.2 Ratkaise yhtdlo a) e =g b) e*=1.

ﬁv 2 2x 1

e ¥z © =1 & x=

b) e*=1 e¥=¢" & x=0 & x=

2 Funktion y = e* derivaatta

Olemme edelld johtaneet e-kantaisen eksponenttifunktion derivoimissidin-
non.

1
Mw




H

Esim.1 Laske a) D(x-¢%), b)Dx%¢*, ¢ D H x .
Imk

X

a) D(x—-e¥)=Dx—-De*=1-¢",
2= x%e* + ¥ 2x = e¥(x% + 2x),

b) D x2e*=x%De* + ¢*Dx
¢ D x _(1-e9Dx—xD(1-€¥) _ 1-e*+xe* _ 1+e¥(x—1)
1—e* (1-e¥)? (1—ex)? (1-e%)?

Olkoon f derivoituva funktio. Yhdistetyn funktion derivoimissddanndn mu-

kaan

Def) = ) £ (x),

Esim.2 Laske a) De*, b) D&~

|m!ku

a) De*=¢*D(—x)
b) D ¥ =e*D(3x) = 36~

' Luonnollisen logaritmijirjestelmdn eli Neperin jdrjestelmdin kantaluku

on e. Positiivisen luvun a luonnollinen logaritmi In 4 on se ekspo-
nentti, johon kantaluku e on korotettava, jotta tulokseksi saadaan a.

Lyhenne In tulee sanoista ”logarithmus naturalis”. Luonnollinen logaritmi-

funktio y =In x ja e-kantainen eksponenttifunktio y = e* ovat toistensa
kainteisfunktioita. Jos nimittdin y=e*, niin Iny=Ine*=x jasiis x=1Iny.
Jos taas x = In y, niin e*=¢e™” = y. Voimme esittid timin kasnteisfunktio-

|
|
ﬂ ominaisuuden myos muodossa

X =% (x>0), Ine* =x (x€R).

Kuvaaja




Einw (x> 0).

Yhdistetyn funktion derivoimissddnnon perusteella

D In f(x) =

joten

ol @

Din flx) = mw

mikali f on derivoituva ja f(x) > 0.
. : Esim.3 Derivoi a) In (x*+1), b)In3x, ¢ In/1-2x.

D(x?+1) _ _2x
x2+1 x%+1

a) DIn(x*+1)= (xeR).

b) Tapa l
Suoraan derivoimalla saamme

Tapa 2
Kiytamme aluksi logaritmin laskusddntdjd ja derivoimme
vasta sen jilkeen. Tdten

Din3x=D(n3+Inx)=Dlnx= (x> 0).

R =

| c) Tapal

DJi-2x _ 1 D(@A-2x)
w Dln J1-2x = =
J1-2x J1=2x 2J1-2x

-2 1 1
! = = < =)
| T0-2x) 2x-1 (x<3)

,m Tapa 2
Koska InA/1-2x =In(1-2x)* =

derivaatta on

UWESLRVH

N

W In (1 — 2x), niin kysytty

1 1
2 1-2x 2 1-2x 2x—

?AWV.
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1 Kulman yksikot

Geometriassa on kitevid ilmoittaa kulmien suuruudet asteina. Analyysissa
taas on parempi ilmoittaa kulmat reaalilukuina, jotka osoittavat kulman
suuruuden radiaaneina (ks. MT 4). Kulman suuruus radiaaneina on yksik-
koympyrdn vastaavan kaaren pituuden mittaluku varustettuna kiertosuun-
nan etumerkilli. Kulma radiaaneina on ndin mddriteltynd dimensioton,
mutta radiaanille voidaan kiyttdd myos lyhennettd rad.

Asteiden muuttamisen radiaaneiksi ja painvastoin valittavat yhtalot

o_ o_ T _ 180°
180° =, 1 = 150" H -

»m Kulman suuruus 1

T
2 radiaaneina 2
a L ol . 180°
1 1
3n 3
2 2

mmwguu. o”\m OHQl.n Onm .Io”.lq..!n
) o°=% bBas=7  og3°=% d-60°=-1.

Esim.2 a) . =10° b) Wguaom c) mm.duamm d) 21 = 360°.

Esim. 3 Merkitse yksikkdympyrdidn radiaaneina kulmat, joiden suuruudet
asteina ovat

a) 0,30, 45, 60, 90, 120, 135, 150, 180, 210, 240, 270, 315 ja 360,

b) 0,-30, 45,60, ~90, —135, 180, —225, —270, 300, —330
ja —360.

a) b)

N —7

B

an
3

8]

2T
2

Kulman x kehépiste pysyy samana, jos kulmaan lisitddn tdyden kulman
360° = 2t monikerta n2w (n €Z).

AT
5 X
Y X+ n2w

L 0

B
o

to
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Palautamme mieleen trigonometristen funktioiden masritelmit. Olkoon

kulmaa x vastaava uy-koordinaatiston yvksikkdympyrin kehipiste (u, v).
Reaaliluvun x (eli kulman,

2 Funktiot y = sin x, y = cos x ja y=tan x

jonka suuruus

v4
radiaaneissa on x) sini ja kosini miiritel- 2
l44n yhtilsilla
VN 1 X, At_ _\v
COS X = u, sinx
) 1
Sin x = v, T cosx 0 u
3z
2
Luvun x (eli kulman x) tangentti mairitel-
' lddn yhtalslla A
s
v sinx 2 X
tanx = - = 2=
U Ccosx i tanx
H
1sinx
Cos x|
_l— —
r 1
i
! x=1
]
X+
3n
2
Maérittelyehtona on, ettd nimittdjd cos x# 0 eli x# m + nrx.

Trigonometristen funktioiden kuvaajia piirrettiessi riittis tarkastella perus-

jakson pituista vilid eli sinilld ja kosinilla vilia [0, 2] ja tangentilla vilii
_de , w.n [. Muualla kuvaaja toistuu yhtenevina.

0
T
2
T -1
3m
2

N
a
—

11



1

R a : Lk = N R s 1 T .
Dsinx=cosx, Dcosx==sinx, Dtanx= (x# < +nm).
S ) S . .0,0m..mH 2
Koska
2 -2 : 2
+ sin“x S
1 _ cos“x n HH+ERHH+§H~N¥

cos?x cos2x cos?x

niin voimme kirjoittaa tangentin derivoimissiinnon my6s muotoon
Dtanx=1 + tan%x. )

Esim.1 Laske funktion f(x) = sin x derivaatta kohdissa 0, N% ja Wm

Sijoittamalla derivaattafunktioon f’(x) = cos x saamme

"(0) = cos 0=1, £(2%) = cos 2 = 1 re3my_ _ 3m _
\onloOmolrwﬁw =cos = NLQN cos = 0.

Esim.2 Laske a) D(x-cosx), b) D(xsinx), «¢) Umww .
a) D(x—cosx)=Dx—Dcosx=1— (—sinx) =1 +sinx,

b) D(xsinx) =sinxDx+x D sinx = sin x + x cos x,

) U&:x _ % Dsinx—sinx Dx _ x cos x — sinx
X .&N XN )

Esim.3 Laske kiyrille y = tan x kohtaa x = " vastaavan pisteen kautta
. . 4
kulkevan tangentin kulmakerroin.

Kulmakerroin on derivaatan y’= 1 + tan2x arvo sivuamiskohdassa.

Kysytty kulmakerroin on \Amv =1 + tan? m =1+12=2,

Jos trigonometrisella funktiolla on derivoituva sisifunktio f, niin yhdistetyn
funktion derivoimissiannén mukaan
D sin f(x) = £(x) cos f(x), D cos f(x) = ~F'(x) sin f(x),

U.@E \.@& H % MMVRV H &QC&C +ﬁmbm%©& v . Q.Axvﬂwld ,_xE.ﬁv ”




Hrayoruwria T

1, . Muodosta (go f)(x) ja (fo g)(x), kun
a) f(x)=2x-1, g(x) = x2, b) f(x) =x?, g(x) =x3,

2, - Méarita ulkofunktio g ja sisifunktio f, kun
a) g(flx) = Bx-57%  b) g(f(x) = Ja-,

243
1. a) D@x-37 D) U@W%v 9 D@-x??%, ) DU-5)

L, Laske MIMVWSB
a) %H:agsnxglxwv S%H:N:waﬁv
-.Xu,

c) va U=2-3v, v=x +1.

& Olkoon f(x) = 1 gx) = ;W?ES on funktion Wﬁﬁ
- X

.x bl
a) lauseke, b) madrittelyehto?

¢. Olkoon funktio f derivoituva. Midritd g’ kun g(x) on

a) f(5-x),  b)f(x?), c) xf(2x),

1 1
d) \Nw ), o) f(f (%), f) fZ-%" |
Olkoon funktio f kaikkialla derivoituva ja kasvava. Milld -x:m arvoilla

1. funktio g(x) = \.C% . 12x) on kasvava?

0 Oletetaan, ettd f ja g ovat toistensa kinteisfunktioita. Mariti
a) g(3), kun f(2) =3, b) f(-4), kun g(2) =—4,
) f(0), kung(-1)=0, d) g(12), kun f(-3) = 12,
e) f(g(5)), f) g(f(0)). |

Y. ‘,, Oletetaan, ettd funktiolla f on kddnteisfunktio g.Laske
ja) g’(3),kun f(0)=3 ja f’(0) =1,
'b) g'(-5),kun f(-2)=-5 ja f'(-2) =-12.

3
o 1yea ‘) _x' =1
lo, Funktio f mdidritellddn seuraavasti: flx) = o

ettd kaanteisfunktio f -1 on olemassa, ja mairita (f ~17(0). [S81]

, kun x > 0. Osoita,

| . 2 1+x
a) Dx?x,  bB)D--, D=, d)D=—=.
) X>\w ) XA/X © Jx ) Jx

t9 Laske kayrille y = f(x) kohtaa x vastaavaan pisteeseen piirretyn tan-
" gentin kulmakerroin, kun

a) y=3-2x,x=1, b)y=ix-x%, x=
) y=A5-x% x5=1, d) y=Ax-

3

5_-b NS R

B
&
I
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(%1, Mild x:narvoilla funktio f on aidosti kasvava, kun f(x) on

a) 2.x —x, b) 2x—x22

|, Derivoi

a) xeX, b) x2e%, c) X
_ o
X X _ p—X
d) (x— 1), &) ——, f) 2.
2-e* e*+e*

1 1\2
s Muodosta funktion f(x) = e NT mu derivaatta ja tutki, milld x:n
' arvoilla se on negatiivinen. [K99]
x
(A ,M..Z.m.&a:m kayralle y = 2x— 3¢* kohtaa x = 0 vastaavaan pisteeseen piir-

retyn tangentin yhtilo.

7. V Milld x:n arvoilla funktio f(x) = ¢ + x on kasvava?

-

wuﬁiom

(3. @) 4lnx, b Inax o lnx' &) (nxn)h  entx, ) lnx.
Derivoi

15, a) In (x? = 3x), b) In1-22, ",
d) ¢flnx, e) In (e?* + 1), f) 1n cos x.

9.0, Mairiti funktion flx) = x?In x pienin ja suurin arvo valilld [1, e].

92, On annettu funktiot f(x) = ¢?*ja g(x) = In x. Ratkaise yhtalo (f-g)(x) =
(g°)(x?). [K98]

‘Derivoi
\V‘w..mv 2 cOs 2x, b) NoOmwf C) XCOSX,
d) mmxmm , ,mv sin?x + cos’x, f) (sinx + cos x)2.
271, Derivoi H .
3) tan’x, b) % ) — >

Laske funktion f derivaatan nollakohdat vililli [0, 2n], kun f(x) on

ulr\,._.wv X — COS X, b) 2x-sinx, ¢) x—sin’x.
ol w Laske funktion f derivaatan nollakohdat vililla ﬁov Ni ykun f(x) on
'a) sin2x-2sinx, b) H||wnlommv C) sinx cosx

s x

Maidritd funktion f pienin ja suurin arvo, kun f(x) on
9., 2 sin x + cos 2x [$96], b) (1 - cos’x)?[K91].

21 Mairiti funktion f pienin ja suurin arvo valilld [0, 7], kun f(x) on

a) cos3x+ 3 cosx, b) sin x + cos’x.
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Miiritelmén perusteella integraalifunktio F on derivoituva ja siis my0s jat-
kuva vilin I jokaisessa pisteessi. Integraalifunktion méarittiminen eli integ-
roiminen on derivoimisen kiinteistehtdvi. On etsittivi funktio, kun sen deri-

vaatta on annetiu.

Esim.1 Funktio F(x) = wa + 5 on funktion f(x) = x? integraalifunktio,

silld kaikilla xeR on

F'(x) HUAwa+ 5) = E 3x% 4+ 0 = x%= f(x).

Seuraavassa ctarkoittaa mielivaltaista reaalivakiota. Sanomme sitd integroi-
misvakioksi. Sen arvo mairaytyy alkuehdon perusteella. -

Esim. 2 mem 4 funktion f(x) = 2x - 1 integraalifunktioista a) kaikki,
b) se, jonka kuvaaja kulkee pisteen (2, 1) kautta, c) se, jonka pie-
1

nin arvo = R

a) Funktion f eris integraalifunktio
| on F(x) = x?— x. Titen fin integ-
! raalifunktioiden joukko koostuu

funktioista G(x) =F(x) +c=

x? — x + c. Integraalifunktioiden
kuvaajat eli integraalikiyrit saa-
daan toisistaan y-akselin suuntai-
silla siirroilla.




Kéytamme funktion f mielivaltaiselle integraalifunktiolle merkintdd | f (lue:
integraali f) ja sen arvolle kohdassa x merkintid | f(x)dx (lue: integraali
fxdx). Siis, jos F onjokin fin integraalifunktio, niin

Esim.3 a) [(Q2x+ )dx=x’+x+c
Tarkistus: D(x?+ x + ¢) = 2x + 1.

b) e dx= Wmmx+m.
1 NNXII 2x

HmHEmEm“UAWme+& 5 27 =6

Il
1

Yleisesti on voimassa potenssifunktion integroimissidanto

-~ Voimme soveltaa edellistd sddnto4 vain sellaisille vileille, jotka eiviit sisalld

kohtaa x = 0. Integraalifunktion mésritelma nimittiin edellyttas, etta integ-
roitava funktio on médritelty tietylld valill.

- Vakiotekijan siirtamist koskevan derivoimissisinnén nojalla vakiotekiji voi-
daan siirtid integraalimerkin ohi

Esim.3 a) %mxw&ﬂnm%xwaxnm. w% +e=23+c

2 1 v
b) [Zdx=2]2dx=2In x| +c.
X X
Koska summa voidaan derivoida termeittiin, niin sama pdtee myds integ-

romnissa. Toisin sanoen summan integraali on yhteenlaskettavien integraali-
en summa

L

Edelld olevista siannoistd seuraa, ettd polynomi voidaan integroida termeit-
tdin.



Esim.1 Maiiritd | IW dx ja tarkista tulos.
X

Koska FM =x"2 ja eksponentti # —1, niin voimme kéyttid potens-
X

sin integroimissdintod

H l1~l le 1H
~ dx=[x?dx= +c¢=== +c=-> + ¢ (milld tahansa
x2 -2+1 -1 R

vililld, johon x=0 ei kuulu).

Tarkistus: UTW +0)=D(-xt+¢) = —(-Dx2%+0= FN )
X

Hmamumbﬁmmaomemmumbcasmé:m i voida laskea integraalia [ f(x)? dx, silld

sddnto soveltuu vain tapauksiin, joissa f(x)* on kerrottu sisdfunktion f deri-
vaatalla f’ eli joissa integroitava on muotoa Fx)? f'(x)

Esim. 6 [x(1—%)? dx.

Funktion f(x)=1- x? derivaatta f/(x) = —2x. Lavennamme in-
tegraalin vain vakiolla —2, silld tekijd x on integroitavassa valmiina

Jx(1 - dx =3 [ (1 =) (-2x) dx
=L I flPf () de= -3 L2 e
=2 f6P+e=-2(1-x" +c.
-2 Eksponentti = -1

i = — —1 integroimis-
Olemme (s. 9) saaneet funktiolle f(x) =x" ﬂmﬂmﬁmemmm a g

siannodn




Koska D In [f(x)] = G& f(x) = £ niin yleisemmin

Esim. 3 %uw dx.
x*+1 .
Nimittdjin f(x) =x2+ 1 derivaatta f'(x) = 2x on osoittajana, joten
=) T (a2
J 2 N+H de=]J1 0 dx=In|f(x)] +c=Inlx"+ 1| +c

Aina x%+ 1> 0, joten |x* + 1] =x?+ 1, ja siis

?x%ug@f:i.

241

- Esim. 1 J(1-2e%)dx=x-2e*+c

Esim. 2 Maiiritd funktion f(x) = e* se integraalifunktio F, jolle F(1) =2

Integraalifunktio F(x) = JeXdx = e+ ¢ toteuttaa alkuehdon
F(1)=2,kun 2=e+c eli c=2 - e. Kysytty integraalifunktio on
siis F(x)=e*+2—e

Esim. 4 |e&*dx.

Eksponentin f(x) =3x derivaatta f'(x) =3 on vakio. Laventamalla
3:lla saamme

[ dx= .ﬁmwx.wmxnw %m\gx\@vm‘xn Wm\co+nn

1
3



Esim. 1 | cos 2x dx.

Merkitsemme f(x) = 2x, jolloin f’(x) = 2. Laventamalla 2:lla

saamme
[ cos 2x dx = W {2 cos 2x dx
= W J £/ () cos f(x) dx = W sin f(x) + ¢
= W sin 2x + c.

1

Hmbmmimmc&ﬁob derivoimissddnnostd Dtanx=
me

=1 +tan®x saam-

cos2x

*Esim. 5 | tan’x dx.
Lisazamaills ja vihentdmilld integroitavassa luvun 1 saamme

[tan?xdx=](1 +tan®x—1) dx=[(1 +tan?x) dx—J 1 dx
tanx—x+ ¢

*Bsim. 6 | sin x cos x dx.

Tapa 1 Funktiolle f(x) = cos x on f’(x) = —sin x, joten

[ sin x cos x dx = ] cos x(-sin x) dx

I.:,.A.Kv H\.\ARV dx = IE +c

] 2
Hlm OOmNH+ C.

Tapa 2 Funktiolle f(x) =sinx on f’(x) = cos x, joten
| sin x cos x dx H:CQJQCQ dx = mwlvw +¢
= W sin®x + .



a XA Xm Xm XA X

Jos f on ei-negatiivinen, niin porrassumma ilmoittaa niistd suorakulmioista
koostuvan monikulmion pinta-alan, joiden kanta on Ax ja korkeudet f(x;),

.W .\.ARNVu ey .\.A..xu:v. . .




moittaa s n pint &m? BWm uwﬁgs.
wmﬁmﬁ u\ % C& a x- &a&E ﬂm:d ,_

X
Esim.1 a) Madritd funktion f(x) = 3x? kertymifunktio Ky(x) =

2 4
b) Laske senavulla i) [3x2 dx, i) [3x? dx.
1 1

3

2 4
b) i) [3x2dx=K(2)=7, ii) [3x*dx=K;(4)=63
1 ; 1

x x2
Esim.2 Derivoi a) | sintdf, b) [sintdt
0 0

X X
a) Koska D[ f()dt=f(x), niin D [ sin tdt = sin x.
a 0
b) Yhdistetyn funktion derivoimissédnnon mukaan
RN
D [sintdt=D NOC%V = Nogx&wx = 2x sin x2
0

a) Koska K; on f:n integraalifunktio, niin Kj(x) = J 3x%dx -
x° + c. Integroimisvakion ¢ saamme alkuehdosta K;(1) =C
Siis 1+ ¢ =0, joten ¢=-1.Ndin ollen Ki(x) = x3—1.



3 Mddratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys
Olkoon f vililli [a, b] jatkuva funktio ja F jokin sen integraalifunktio.

X
Myos kertymifunktio K,(x)= [ f(¥)dt on fn integraalifunktio, joten
K, (x) = F (x) + c. Alkuehdosta NM?& =0 saamme F(a) +¢=0 eli c=-F(a).
Siis K,(x) = F(x) — F(a). Valitsemalla x =b saamme

b
K,(b) = [ f(t)dt=F(b) - F(a).

b

Maéérityn integraalin | f(#)dt arvon saamme siis muodostamalla fin jonkin
integraalifunktion F j4 laskemalla sitten erotuksen F () —F (a). Merkitsem-
me vield

b

| F(x)=F(b)-F(a)

¢ b
‘(merkintd | F(x) luetaan sijoitus a:sta b:hen fx”).

a

Merkitsemilld integroimismuuttujaa #n sijasta x:11d saamme mdirdtyn in-
tegraalin ja integraalifunktion yhteyttd koskevan tirkedn tuloksen.




1 Kayrdn ja x-akselin vdlinen alue

Olkoon f vdlilld [a, b] médritelty jatkuva funktio. Sen alueen pinta-ala, jota
rajoittavat kdyrd y = f(x), x-akselija suorat x=a ja x="4 on

b
A= flx)dx,
jos f(x) 20 vililld [g, b],
ja
b
A= .I._x \AXV %v

jos f(x) <0 vililld [g, b].

3 Kahden kdyran vélinen alue

Tarkastelemme aluetta, jota rajoittavat
kayrat y=f(x) ja y= g(x) sekd suorat
x=a ja x=>b. Oletamme, ettd vililld
[a,b] on f(x)=g(x). Kohdassa x olevan
pystysuoran @wbﬁm-m&aob korkeus on
f(x) — g(x), joten dA = (f(x) — g(x)) dx.
Siis

b
A= [ (flx) - g(x))dx.

Esim.1 Kdyrdn y= %, suoran x=4 ja
x-akselin rajoittama alue pyo-
rihtdd x-akselin ympdri. Laske
syntyneen pydrahdysparaboloi-
din segmentin tilavuus.

Kysytty tilavuus on

<.uaw T,\wvwmxuﬁwxmx
0 0

\:xw
aﬁ\um HmﬁnNmL.



HAadimuesi s T

A, Osoita, ett funktio
-1 . . .
Ex J1—2x on funktion f(x) = —=— integraalifunktio,
R 0= e
b) F(x)=2x"- 1424 3x—1 on funktion flx) = 6x2— Fx+3 integraa-
. 4 2
lifunktio.

9 Onko F funktion f integraalifunktio, kun
a) Flx)=xInx, f(x)=Inx+1, b) Flx)=2 sin’x, f(x) = sin 2x?

3. Onko ?E&o

a) F(x)=-- ?bWﬁoD flx) = |m integraalifunktio,

b) F(x)=e2*! funktion f(x) = (<2x+ 1) >** ! integraalifunktio?
L. Madritd funktio f, jonka integraalifunktio on

a) F(x)=2x>+5x-2, b) Fx) = (2x-3)°,
¢) F(x)=sin 2x, d) F(x) = ¢?
& Madritd funktion f kaikki integraalifunktiot, kun f(x) on
a) 3, b) 4x + 5, o) x%-2x+3, d) 4x° + 4x 4.

&.  Midritd funktion f(x) = x —x? se integraalifunktio, jonka maksimiarvo
oﬁ 1. .

2, | Mddritd funktion f(x) = 3x24+2x—1 se integraalifunktio, jonka maksi-
miarvo on 3. Mitd muita d4riarvoja tall integraalifunktiolla on?

sx7_, &&p o) [(x* - 4x?2+3) dx.

— dx, , [Hlmx
s Ay

i 2 _ 4
\o,mm:E&p E_xlw%wﬂ&v n:ﬁep
m,, X X X
o [E3 g x2+5 223 ?
o [ESd BT O | 4
1 1 3x3
wm.mmv %Hlx QR,QA; E%NR+H%§A|MV. nvgxﬁlp dx.
(T, Madritd se funktio f,jolle f'(x) = —— +2, kun x> 1, ja f(2)=1.
Iy Maaritd funktion f(x) = (x < Wv se integraalifunktio, joka saa
kohdassa x = 2—¢ arvon 0.

4



Ie, altd bl 9lgd ...E.,
€ e e
o, @ l@redn b e R e =) du
|7, @) Jcos3xdx, b) Jsin 4¢dt, ¢) Jcos 3 dx.

13, a) [ sin (—4x) dx, b) | (sin 3x—cos 4x) dx, ) | 4 cos u?du.

15 a) ?x@xlwvm dx, b) Je*Jex+1dx, ¢ :ullﬁwm du.
. NE!

2 o Maiaritd funktio f, kun f’(-x) =cosx sin’x ja )mv = lw .

x X

20 Df(t+1)ds ) Djeds oD wei&.
e 0
2 4 -1 ) 1
ng o [xtdx, b) [ 5 dx o) [(x—x"H?dx [S83].
1 -2 1
2
9 8 4
21, [Axdx b) [ x dx, ) [(fx +1)*dx [K80].
1 0 0
1 3 1
; 2 n2
| [etdx, b) |e¥dx, o | = d
-1 1 0
2
2@ T z
E] 6 T dx
L. mesx&p b) WoOmx@xv c) l%m osix
2 K *
T 4
V6, ] o by ] fsinx ds [ 4% [s92)
' % 1+ sinx dx, ) ;W_m_b x| dx, <) .Nm 1 - cosx )
2 2

1 .
L+ 4t =x, missa x> 1.

19, Ratkaise yhtdld "

= — R



A ¢, Laskekiyrin y=x?—x" ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

1a Laske sen kaksiosaisen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kayrd

y= x%—x?—2x ja x-aksel.

1o, . Laske kiyrin y = /x sekd suorien y =0 ja x =4 rajoittaman alueen
pinta-ala.

. Laske a) integroimalla, b) muulla tavalla sen alueen pinta-ala, jota
S rajoittavat koordinaattiakselit ja suora bx +ay=ab (a,b>0).

. - - o 1+x . “
Laske sen alueen ala, jota rajoittavat kdyrd y = —, x-akseli sekd suo-
X
1 . 1

ax= =.[588]

12,

rat x =

3 ) >

ja y ='0 rajoittama alue pyordhtdd x-akselin

Hyperbelin y = Wv, suorien x = W ja x =2 seki x-akselin rajoittama

alue pyorahtdd x-akselin ympari. Laske syntyneen pyorihdyskappaleen
tilavuus.

\w . Laske sen pydrihdyskappaleen tilavuus, joka syntyy, kun kdyrin y = e,
5% suorien x=—1 ja x=1 seki x-akselin rajoittama alue pyorahtad x-akse-
lin ympéri.



AVARN

. OSITTALSDERINAATTA

Kahden muuttujan funktio

Kahden muuttujan reaalifunktiolla tarkoitetaan kahden reaalisen muuttujan wmmm:H

liarvoista funktiota. Siis f on kahden muuttujan reaalifunktio, kun

£: A x B> C Jja A,B,C cR. Jos funktio f kuvaa lukuparin (x,y) € A x B
luvulle z € C, ts. jos f: (x,y)¥» z, niin merkitéaén _N = f(x,y). Jos luku-
parille (x,y) kiytetdén vektorimerkintdd u = (x,y), niin 2z = f(u). Kain-
tien merkintd =z = f(x,y) luetaan "yhteyden 3z = f(x,y) midrittelemd kahden
muuttujan reaslifunktio f". Seuraavassa puhutaan lyhyesti kahden muuttujan

funktiosta f(x,y) tai pelkéstéén funktiosta f(x,y).

Funktion f(x,y) midrittelyjoukoksi valitaan laajin EmwQOHHMSmﬁuﬁmus osajouk~

.

ko, jos el muuten médraté.

ESTMERKKT. Maaritd funktion f médrittelyjoukko. kun a) flx,y) =x + 7,

b) £(x,y) = Vx = ¥,

Ratkaisu. a) Koska polynomi on kaikkialla miiritelty ja sen arvot ovat aina

reaalisia, niin ZW uuwm.

b) Jotta nelidjuuren arvot olisivat reaalisia, niin juurrettavan on oltava

ei-negatiivinen; sils M, = {(x,y) muﬁm_x > yl.

© ESIMERKKT. Tutki . = i
. i, onko funktiolla f(x,y) = Immmﬁlm raja-arvoa plisteessi

Aouov. x Ty
w Ratkaisu. Raja—arvon mi#ritelmén perusteella téytyy funktion saada aina sama
 reiac w . . v

i aja—arvo lahestymistiestd riippumatta. Jos ldhestyté#n origoa pitkin suoraa
¥ = 0, niin saadaan raja-arvoksi

x-0 0
2.2 ool &
Sen sijaan suoraa y = x pitkin lihestyttéessd on raja—arvo .
XX 1 1
242 2 (x,x)+(0,0) 2°

Koska raja-drvo riippuu valitusta tiestd, niin wﬁquMOHHm IMMMPIM. el ole ra-
m R

Ja~arvoa pisteessd (0,0) midritelmin mielessd. x *y
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Osittaisderivaatat

Olkoon funktio f(x,y) mif#ritelty erdfssi alueessa A. T&alldin funktiota

3 gse pinta, jonka pisteet

z = f(x,y) edustaa euklidisessa avaruudessa R
(x,¥,2) toteuttavat yhtdldn =z = f(x,y). Jos pidet#sin muuttujaa y vakiona,

ts. asetetaan y = Yoo niin yht&ld =z = mANu%ov médrittelee erdén pintaa

z = f(x,y) pitkin kulkevan anaruuskiyrdn z = @(x). Se saadaan pinnan

z = f(x,y) Jja tason y = Y, leikkauskéyrénd.

.

Nyt médritellédn funktion f(x,y)

osittaisderivaatat. Raja-arvoa

h

f (x.,y.) := lim
0’7o’ hsO

{mixali se on olemassa) kutsutaan

funktion 2z = f(x,y) osittaisderi-

vaataksi muuttujan x suhteen pis-—

teesss ﬁxou%ov. Geometrisesti

waNov%ov ilmaisee kiyrdn z = @(x)
tangentin kulmakertoimen pinnan

z = f(x,y) pisteessi Axow%ouwov“ missi Zg = wANou%ov.

Vastaavasti méiritelldsn funktion = f(x,y) osittaisderivaatta toisen muut-—

z
tujan y suhteen pisteessi ANou%ov raja-arvona

f (x ) := 1im waov%o+wv _ wﬁxov%ov
y X0’ ¢ 50 K .

ou%ov antaa kdyran z = Y(y) := wANou%v tangentin kulmakertoi-

' Men pinnan z = f(x,y) pisteessi ANo,%o.Nov.

Yleensi kdytetddn osittaisderivaatoille seuraavia merkintdji.:

of . of
£ 93 o1
X 3%’ Ux Ja w%w 5y ° UH.

Kahden muuttujan funktioiden derivointi palautuu yhden muuttujan tapaukseen,
koska osittaisderivaattoja muodostettaessa derivoidaan aina vain yhden muut-

tujan suhteen toisen pysyessé vekiona. Kaikki derivoimissiinndt sdilyvit en-—

- nallaam, vain merkinnét ovat hieman erilaisia. Siis on voimassa: Osittais-

derivointi tapahtuu samojen sééntdjen mukaan kuin yhden muuttujan funktion deri-

vointi.



45;;
ESIMERKKI. Ma&ritd funktion f(x,y) = W. osittaisderivaatat. AV S

Ratkaisu., Rationaalifunktion derivoimiss&dntdjen mukaan saadaan
= Xy =1L = X = - X
£,00y) =D () =5 Ja 1 (xy) =D (3) &
Funktiosta =z = f(x,y) voidaan muodostaa myds ns. korkeamman kertaluvun osit-
taisderivaattoja. Mik&li funktio f on kyllin s&&nndllinen, niin saadaan toi-

sen kertaluvun osittaisderivaatat:

PR Y =S s S T s 4
H - - - ]

XX 90X 9x mNm vy 0y dy m%m

P 223y 3% _aor 3

Xy 9y ox %3y’ yx 939X dy dyax’
Tassé esimerkiksi symboli wx% tarkoittaa, ettd funktio f(x,y) on ensin
derivoitu muuttujan x Jja sitten muuttujan y suhteen; siis WN% on funk-
tion wx osittaisderivaatta muuttujan y suhteen. Vastaavasti muodostetaan
muita korkeamman kertaluvun osittaisderivaattoja; esimerkiksi wx%% on kol-

mannen kertaluvun osittaisderivaatta, joka saadaan funktiosta vwﬁwoﬁv deri-

voimalla se ensin x:n mﬁﬁ&mms ja sitten kahdesti y:n suhteen.

Tietyin edellytyksin n&md sekaderivaatat ovat riippumattomia derivoimisjér-

W Jestyksesta.
ﬂ LAUSE 2 (Schwarzin lause). Jos funktion f(x,y) osittaisderivaatat ﬁN% ja
W w%x ovat Jjatkuvia pisteessi mOu niin pitee

wx%ﬁcov = w%NﬁSov.

‘Témé lause on nimetty saksalaisen K. Bchwarzin (1843-1921) mukaan, mutta lau-
seen erikoistapauksesta oli selvilld jo ranskalainen A. Clairaut (1713-1765).

Todistus sivuutetaan (ks. todistusta [6], ITI luku).

ESIMERKKI. Muodosta kaikki funktion f +toisen kertaluvun osittailsderivaatat,

kun f(x,y) = xm%w - cos x sin y.

Ratkaisu. - M83ritetdsn ensin ensimmiisen kertaluvun osittaisderivastat:

y R S . _ .52
waxu%v = 5x ¥y~ + sin x sin y, w%ANu%V = 3x"y" - cos x cos Y.

Muodostetaan edelleen toisen kertaluvun osittaisderivasatat:

mon%w + cos x sin y, f_ (x,y)

Xy
4 2 .
15 'y~ + sin x eos vy, w%%ﬁxu%v

L 2

15x 'y~ + sin x cos ¥y,

wxxﬁx.%v

W%NAxr%v mNm% + cos x sin y.
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Sovellutusten kannalta tdrked késite "gradientti" midritellsin Omwddmwm@mwwl
vaattojen avulla, Oletetaan, ettd funktiolla f(x,y) on osittaisderivaatat

pisteessd (x,y). Funktion f(x,y) gradientiksi kutsutasn sité vektoria,

Jjonka komponentit ovat funktion f(x,y) osittaisderivaatat; merkit&in-

grad f{x,y) tai Vf(x,y). siis

grad £(x,y) := £ _(x,y)1 + £33

ESIMERKKT. Madritd funktion f(x,y) = xe’ gradientti @Mm&mmmmmﬁmvov.

Ratkaisu. Osittaisderivaatat ovat WNAxv%v =e' ja r (x,y) = xe”, ja edel-

v
leen wNAPS =1 Jja H.%Am,ov = 2. Siis kysytty gradientti on grad £(2,0)

=3 + 23.

Adriarvot

Funktiolla f(u) sanotaan olevan pisteessi mO ‘paikallinen maksimi (vastaa—

vasti paikallinen minimi), jos on olemassa pisteen u. ympiristd B(w.) si-

0

0

ten, ettd jokaisella wu € B(u.) patee

0

flu) < wﬁmov (vast. f(u) > wAmOvv.

2

N&ité kutsutaan funktion f paikallisiksi d8riarvoiksi ja pisteitd, joissa

d8riarvo saavutetaan, d8riarvopisteiksi.

ESIMERKKI. Osoita, etté funktiolla f£(x,y) = .M. - sin(x® + y°) on paikalli-

nen maksimi pisteessd (0,0).

Todistus. Olkoon (x,y) # (0,0) ympyrin . Nm.+:%m u.w.,mwmwpwm,opm<m @wmﬁm

ell  (x,y) m.wMAmv missd ¢ n/AM“ Silloin
2 2
)

sin(x™ + ¥%) > 0 ja edelleen

flx,y) = m.l mwsﬂxm + %mv <

1
5

“Koska £(0,0) H4Wu niin véite on todistetty. o




5,

LAUSE 8 (v&ltt&mAtdn ehto &8riarvolle). Olkoon kahden . - : L

muttujan funktiolla f(u) pisteessd mO ensimmiisen kertaluvun osittaisde-
‘rivaatat. VAltt#&mAtdn ehto Adriarvon olemassaololle pisteessé mo on osit-
taisderivaattojen héviéminen:

wamov =0 Ja wxnmov

= 0,

e ae

Todistus. Tehdd&dn vastaoletus, ettd toinen derivaatoista ei hévid &&riarvo-

 pisteessi mou esimerkiksi wxﬁmov # 0. Merkitdin mQ = Axou%ovw otetaan
kdyttddn vain muuttujasta x riippuva funktio x b @(x) := wﬁxu%ov. Koska
WG_Axov = wxﬁxo“%ov # 0, niin funktio ¢ saa jokaisessa pisteen X, ympiris-
t8ssd seki suurempia ettéd pienempid arvoja kuin GAMOVW siis funktiolla f

el ole d8riarvoa pisteessé u,- RR! o

Timin lauseen avulla voidaan kdsitelld jo joitakin ddriarvotehtévid.

e . 2 AT
'ESIMERKKI. Mg#ritd funktion f£(x,y) = (1 + %mvxm + (2x + 1)y~ + 1 &&riarvot.

Ratkaisu. Lasketaan ensin funktion f osittaisderivaatat wxﬁxv%v =

2(x + N%m + %mv, w%ANu%v = mﬁﬂxm + 2x + 1) Jja médritetdin niiden yhteiset
‘nollakohdat

W fx,y) =0 _, [x=0

! £o(x,y) =0 y=0 ,

thcmmmﬂ 8 perusteella on (0,0) ainoa mahdollinen &&riarvopiste. Koska jokai-

' sella x,y €ER pitee arvio

flx,y) = (1 + ¥2)x° + (2x + 0y° + 1 = ¥2(x + 12 + x5+ 121,

'niin funktiolla f on paikallinen minimi £(0,0) = 1.

- Mutta lauseen 8 ehto ei ole riittivé, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI. Ma#ritid funktion f(x,y) = Nm - %m 88riarvot.

_Ratkaisu. Koska WNANu%v =2x Ja w%ANu%V = -2y, niin lauseen 8 nojalla on

(0,0) ainoa Emwgoprsms.wmwwmw<owwmdm. Mutta f£(0,0) = 0
el ole paikallinen &&riarvo, koska mielivaltaisen ldhelld
origoa funktio f saa sekf positiivisia ettd negatiivisia
arvoja. Siis funktiolla f - ei ole d&riarvoja.

Oheinen kuva osoittaa, ettd origo on pinnan 3z = Nm - %m

ns. satulapiste.




—
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Seuraavassa lauseessa esitetty riittava ehto ddriarvojen olemassacololle otetg

todistamatta k&yttddn (ks. todistusta varten [6], IV luku). T&118in kiytetis;

toisen kertaluvun osittaisderivaattojen determinanteille lyhennysmerkintdd

V XX Yo xy ' Q _ _ - 5
1= =f (u)f (u)-I[f (u)]°.
- 0 0 xy 0
() Ty lag)| Y

LAUSE 9 (riitt&vs ehto &iriarvolle). Olkoon f(u) kahden muuttujan funktio.

jolla on pisteessid wu. Jjatkuvat ensimméisen ja toisen kertaluvun osittaisde—

0
rivaatat.
a) Jos WNASOV = w%ﬁcov =0 Jja MACOV >0, niin u, on wG5WdHow f &&riar—
vopiste. Jos lisdksi pétee wNNAcov < 0 (vastaavasti mxxﬁﬁov > 0), niin

kyseessd on paikallinen maksimi (vastaavasti minimi).

) =0 Ja mAmov < 0, niin piste u

b) Jos wacov = w%AcO

d8riarvopiste.

0 el ole funktion f

ESIMERKKI. Maaritd funktion f(x,y) = xw + %w + 3xy &Ariarvot.

Ratkaisu. Lasketaan ensin osittalisderivaatat wMANu%v = wxm + 3y Ja w%ANw%v

= w%m + 3x; ndiden yhteiset nollakohdat ovat

Nm +y =0 x =0 x = -1
o = v .
x+y =0 y =0 y = -1
Toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat WNNANV%V = 6x, WN%ANu%v =3 Ja
w%%ANv%v = 6y. Tutkitaan lauseen 9 avulla pisteet (0,0) ja (-1,-1):
' Pisteessd (0,0) saadaan J(0,0) = 0.0 - wm = -9 < 0, joten Ao,ov el ole

funktion f &3riarvopiste.

Pisteessd (-1,-1) tulee J(-1,-1) = (=6)(=6) = 3° = 27 > 0. Koska lisdksi

, wxxmlé“lév ulonuBH»ﬁwSBWﬁwOBw@memHwamSEmewEwobwanéutgvu.a.

| Usein #&8riarvoteht#ivé esiintyy muodossa "Mi#ritd jatkuvan funktion £(x,y)
suurin ja pienin arvo joukossa A", T&114 teht&villd ei ole aina ratkaisua.

Mutta Jos ‘A on kompakti niin kyseiselld teht&valld on lauseen 1 mukaan rat-

kaisu. T&1ll8in suurin ja pienin arvo saavutetaan joko alueen sisilli tai reu-
nalla. Siksi lasketaan ensin<funktion f(x,y) osittaisderivaattojen yhteiset
nollakohdat alueen sis#lli ja sitten midritetddn reunalla saavutettavat &&ri-

arvopisteet.

6



ESTMERKKT . MB&ritéd funktion f(x,y) = x> - Lx +vm%m + 1 suurin ja pienin a
vo joukossa A = {(x,y) muﬁm__%_ <1 A0Z5xs 3},

§ie!

Ratkaisu. Tutkitaan ensin alueen sisdosa: Funktion

. 4
fx,y) osittaisderivaattojen yhteiset nollakohdat ovat mWW“V“A““VMM\\
f(x,y)=2x-L4=0 X =2 * n\v
H,%Gr.i 12y = 0 y=0 a

Siis alueen sis#llé on ainoa mahdollinen dériarvopiste

i

Tutkitaan alueen reuna: Kyseessé on suorakulmio, jonka sivuina ovat suorat

y=1,y=-1,x=0 ja x=13. Sivulla vy =1 (02x2<3) saadaan funk-

tiosta f(x,y) yhden miuttujan funktio z = f(x,1) = x> - bx + 7, jonka de-
rivaatan UAMm - hx +7) =2x - L nollakohdassa x = 2 saadaan MhmmHMIWIM.
Sivulla y = -1 (0 £ x < 3) tulee sama funktio gz = f(x,-1) = Nm - hx + 7

kuin edelld. Sivulla x =0 (-1 <y < 1) saadaan funktio z = £(0,y) =
m%m + 1, jonka derivaatan Uﬂm%m + 1)

= 12y nollakohdassa y = 0 patee
| £{0,0) = 1. Sivulla x =3 (=1 < ¥y £ 1) saadaan funktio z = £(3,y) =
M m«m - 2, jonka derivaatan E@m - 2) = 12y nollakohta on y = 0; t&118in
| pitee F(3,0) = -2. ‘

Lopuksi lasketaan funktion arvot alueen kulmapisteissd: £(0,1) = onmHmwlmmm
Ja £(3,1) = £(3,-1) = L.

Valitaan alleviivatuista funktion arvoista suurin ja pienin. Siis joukossa

© A funktion £(x,y) suurin arvo on f(0,1) = £(0,~1) = 7 ja pienin arvo
- £(2,0) = 3.
- Harjoituksia

AR A ey R TEV O AAy L E e Fli-tcm o VTR, WAl |

CUITIPIS R G rA TR T Ao TV sn o rrE Sy

L fx,y)=x—-y+2, (3,2)

2. fx,y)=xy+x2, (2,0

3. .\.A.H,.%,Nv”unwv\#qu AOullH,|Hv
4 e

cglx,y,2) = , 1,1,1
g(x,y,2) " ( )
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1o, | 7= f(x% + y*), where f is any differentiable function of
' one variable,
9z 9z

_ — —x — =0.
| v\mx xmv\

W, | 7= f(x? — .v\mv, where f is any differentiable function of
one variable,
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TAMPEREEN YLIOPISTO
MTL/Matematiikka
Johdatus analyysiin
Uusintakoe 20.11.2008

Vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen.

\.\A N ‘\lN 1. (a) Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f : R — R, joka on ep#jat-
kuva kohdassa z = 1 ja jatkuva kaikkialla muualla. Perustele viel3
funktion f ep&jatkuvuus kohdassa z = 1 nojautumalla kurssilla
esitettyihin jatkuvuusominaisuuksiin. (3p)

(b) Anna esimerkki sellaisesta funktiosta g : R — R, joka on jatkuva
kaikkialla ja derivoituva kaikkialla muualla paitsi kohdassa z = 1.
Perustele vield funktion g jatkuvuus ja ei-derivoituvuus kohdassa
z = 1 kurssilla esitettyihin jatkuvuus- ja derivoituvuusominai-
suuksiin nojautuen. (3p)

i

%Aﬂ \ Nﬂ 2. Olkoon a,b € R. Madritelldan funktio f : R — R siten, ettd
f(z) = az + b jokaisella z € R. Olkoon ¢ € R. Osoita funktion derivaa-
tan médritelmén avulla, ettd f'(c) = a. (6p)

K173 3. (a) Olkoon f: R — R, missi
.\A&v — mmwne

jokaisella z € R. Méaéritd funktion f derivaatan nollakohdat. (3p)

(b) Oletetaan, ettd funktio f : R — R on derivoituva ja aidosti kas-
vava kaikkialla. M&aritelldén funktio
g: R — R, missd g(z) = f(z? + 1) jokaisella € R. Milld muut-
tujan z arvoilla funktio g on aidosti kasvava? (3p)

\\N.NIN\ 4. Funktion f(z) = |23 — 42? + 3z| kuvaaja ja z-akseli rajaavat tasosta
A kaksi dérellistd aluetta. Maaritd ndiden alueiden yhteenlaskettu pinta-
ala. (6p)

2 5. Olkoon f:R — R, missd f(z,y) = (z —2)% + (y — 1)~

(a) Maaritd funktion f ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatas. (2p)
(b) M&&rits funktion f pienin ja suurin arvo suorakulmiossa
A={(z,y) eR*|0<z<3 ja 0<y<2} (4p)

Kysymyspaperit saa pitdd. Tehtévien ratkaisut jaetaan tentistd ldhtiessi.
Muista vastata my6s kurssikyselyyn.



TAMPEREEN YLIOPISTO
MTL/Matematiikka
Johdatus analyysiin
Uusintakoe 20.11.2008

Vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen.

RN.\\,.....N 1. Méidritelldén funktio f: R — R seuraavasti:

3r—2, kun z<2
22—z +2 kun z>2.

fz) =

(a) Tutki funktion f jatkuvuutta kohdassa z = 2. (3p)
(b) Tutki funktion f derivoituvuutta kohdassa z = 2. (3p)

NA\ NrM\N 2. Mairitd funktion s
flz) = T
suurin ja pienin arvo vlilld [4,10]. (6p)

P

Trx N / .VW 3. (a) Oletetaan tunnetuksi, ettd funktiolla f: R — R, missi
f(z) = 2° + 2, on olemassa kddnteisfunktio f~!: R — R. Ma#ritd
(f~)'(1). (3p)
(b) Oletetaan, ettd funktiot f,g: R — R ovat derivoituvia ja aidosti
kasvava kaikkialla. Méaaritellddn funktio ~ : R — R, missé
h(z) = f(g(—=z)) jokaisella z € R. Milld muuttujan z arvoilla
funktio h on aidosti kasvava?

KZT44 (@ Maiics N
\ (3z +1)5

,\IH (€% + e %)dz.

1

(b) Laske

(3p)
N ,\W«i\\v
q\/\m.x\xm%m Olkoon f: R x R — R, missi f(z,y) = sinz cosz + zy?.

(a) Mé&dritd funktion f kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat.
(4p)



(b) Maaritd Vf(m,0)f grad (funktion f gradientti pisteessd (m,0).
(2p)

Kysymyspaperit saa pitdd. Tehtévien ratkaisut jaetaan tentistd ldhtiessé.



TAMPEREEN YLIOPISTO
MTL/Matematiikka
Johdatus analyysiin

Tentti 15.1.2009

Vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen (viimeinen kysymys kadntopuolella).
; i N 1. Méaéritellddn funktio f: R\{~1} — R, missé a on reaalinen vakio ja
I

aw+§m+H

\?,v - z+1

(a) Miten vakio a tulee miarits, jotta funktiolla f on dérellinen raja-
arvo kohdassa z = —17 (5p)

(b) Miten f(—1) kannattaa nyt mééritells, jos funktiosta f halutaan
kaikilla reaaliluvuilla mééritelty ja kaikkialla jatkuva funktio? (1p)

K30 [ /2. Marits

(a)
Dsin(1 —z)cos(1+z) (3p)
(b) .
D= (3p)

NA,\JMMWw Olkoon f :] — w_ oo[— R, missd f(z) = In(z + 2) — 3.

(a) Osoita, ettd funktiolla f on olemassa ki#inteisfunktio
TP iR—=]—2,00[ (3p)
(Vihje: Osoita, ettd f on kaikkialla aidosti monotoninen.)
(b) Huomataan, ettd f(—1) = —3. Mitd on f~1(—3)? (1p)
(c) Maarits funktion f~' lauseke. (2p)
(Vihje: Ratkaise z yhtdlésti y = In(z+2) —3 ja vaihda muuttujien
roolit. )

xb [ ANQ ) Médrits funktion f(z) = z + sinz se integraalifunktio, joka saa
worammmm x = 2m arvon —1. (3p)

(b) Tutki, onko funktio
F(z) = (z —sinz)(z + sinz) + (z — cosz)(x + cos z)

funktion f(z) = 4z integraalifunktio. (3p)



p—

XM: S 5. Olkoon f: My — R, missé M CR xR ja

T
fla,y)==—ay.
( . ) Y
(a) Miké on funktion J médrittelyjoukko M;? Piirrd myds kuva jou-
kosta M. (2p)

(b) Méaritd ne pisteet, joissa funktion f molemmat osittaisderivaatat
saavat arvon 0 (eli potentiaaliset d&riarvokohdat). (4p)



TAMPEREEN YLIOPISTO
MTL/Matematiikka
Johdatus analyysiin

Tentti 2.4.2009

Vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen (loput kidantopuolella).
N\M f\ﬁw\N 1. Olkoon M; C R. Maéritelldén funktio f: M; — R lausekkeella

72420+ 1

fo) ==

(a) Mikd on funktion f (laajin mahdollinen) maéérittelyjoukko My,
kun f mééaritellddn talla tavalla? (1p)

(b) Onko f jatkuva médrittelyjoukossaan? (1p)
(c) Onko f derivoituva méérittelyjoukossaan? (1p)

(d) Madritd raja-arvot lim,_,_y f(z)lim,o f(z) ja limg_,; f(z) (mi-
kili ne ovat olemassa). (3p)

KYT /. 2. Funktio f : R — R on parillinen, milili f(~z) = f(x) jokaisella z € R.
Jos taas f(—z) = —f(z) jokaisella x € R, niin f on pariton.

(a) Olkoon fi(z) = 2% + 1, fo(z) = |z + 1| ja f3(z) = 2 + 2z. Tutki,
mitkd funktioista fi,fs ja f3 ovat parillisia ja mitkd parittomia.
(3p)

(b) Oletetaan, ettd funktio g on parillinen, funktio h on pariton ja
kumpikin on derivoituva kaikkialla. Osoita, ettd funktion g deri-
vaattafunktio ¢’ on pariton ja funktion h derivaattafunktio A’ on
parillinen. (3p)

(Vihje: Kirjoita ylld olevan mddritelman mukaiset yhtdilot g:lle ja
h:lle ja derivoi ne puolittain.)

(c) Bonuskysymys (mahdollisuus kahteen ylimé&riiseen pisteeseen).
Funktion voi paételld parilliseksi tai parittomaksi myds sen ku-
vaajan avulla. Miten? (+2p)

i< &@ 3. Madritd f'(2), kun
(a)

flz) =€ + zsing (2p)

(b)

(2p)



(c)
L

o (2p)

fz) =

8 [~

\)\ {Nlh\ 4. (a) Madritd jokin funktion f(z) = 22% — e ™® — sinz sellainen inte-
graalifunktio, joka ei milloinkaan saa negatiivisia arvoja. Peruste-
le vastauksesi. (3p)

(b) Urpo ja Osmo ovat saaneet tehtdviksi midriatd erdfin funktion
f kaikki integraalifunktiot. Urpo saa vastaukseksi kiyraparven
F(z) = —}cos’z + C, missi C' € R. Osmon mielests taas in-
tegraalifunktiot ovat muotoa F(z) = sin®z + 3 cos? z + C, missi
C € R. Kumpikin viittds laskeneensa oikein. Selitd, misté tdmé
'ristiriita’ johtuu. (3p)

\AU /.S 5. Tarkastellaan kuvan mukaista suorakulmaista sarmiotéd, jonka mitat
ovat z, y ja z (pituusyksikkdd) ja jonka tilavuus on 1 (tilavuusyksikks).

(a) Muodosta kahden muuttujan funktio f(z,v), josta saadaan sér-
midén ulkopinta-ala (eli kaikkien tahkojen yhteenlaskettu ala) pa-
rametrien z ja y funktiona. (2p)

(Vihje: Ala risppuu tietenkin kaikista parametreista x, y ja z, mut-
ta kayttdmdlld tietoa tilavuudesta saadaan z ilmaistua x:m ja y:n
avulla.)

(b) Miten funktion f méairittelyjoukkoa My, missé M + C R?, kannat-
taa rajata, jotta silld olisi aina mielekis tulkinta ja my®s tilavuutta
koskeva ehto toteutuu? (1p)

(c) Mééritd funktion f ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat ja
ratkaise niiden yhteiset nollakohdat (1 kpl). Millainen sirmi6 on
talldin kyseessid? (3p)




