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LUKU 1

Joukot ja relaatiot

0. MERKINNOISTA.

Merkinnélla a € A tarkoitamme, ettd a on joukon A alkio eli a kuuluu joukkoon
A. Jos a ei kuulu joukkoon A, niin merkitsemme a ¢ A.

Joukko on alkioidensa muodostama kokonaisuus: A = {a : a € A}; titen kaksi
joukkoa A ja B ovat samat, A = B, jos ja vain jos A:lla ja B:llad on samat alkiot.

Tyhja joukko on se joukko, jolla ei ole yhtaan alkiota; tyhjasta joukosta kaytetaan
merkintad (). Yksié on sellainen joukko, jolla on tdsmélleen yksi alkio, eli muotoa {a}
oleva joukko.

Jos A ja B ovat sellaisia joukkoja, ettd jokainen joukon B alkio on joukon A
alkio, niin sanomme, ettd B on A:n osajoukko ja merkitsemme B C A tai A D B.
Jos on voimassa B C A ja B # A, niin sanotaan, ettd B on A:n aito osajoukko ja
kiytetdan merkintdd B & A.

Kahden joukon A ja B yhdistysjoukko (lyhyesti: A:n ja B:n yhdiste) on joukko AU
B = {z:z € A tai x € B}, siis niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joko joukkoon
A tai joukkoon B (tai molempiin). Joukkojen A ja B leikkausjoukko (lyhyesti: A:m ja
B:n leikkaus) on joukko AN B = {z : 2 € A ja x € B}, siis niiden alkioiden joukko,
jotka kuuluvat sekd joukkoon A etta joukkoon B. Joukkojen A ja B erotusjoukko
(lyhyesti: A:n ja B:n erotus) on joukko AN B = {z:x € Ajaz ¢ B}, siis niiden
joukon A alkioiden joukko, jotka eivit kuulu joukkoon B (toisinaan puhumme myés
joukon B komplementista joukossa A).

Niaemme helposti seuraavien yhtéléiden olevan voimassa:

AUB=BUA , ANB=BnA

2 1. RELAATIOT JA KUVAUKSET.

AU(BUC)=(AUB)UC , AN(BNC)=(ANnB)NnC
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) , AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AN(BUC)=(ANB)N(ANC) , AN(BNC)=(ANB)U(ANC).

Edellisia joukkoyht&ldita ja muitakin kahden tai useamman joukon vilisia suh-
teita voimme katevasti havainnollistaa nk. Vennin kaavioiden avulla. Esimerkiksi
kahden joukon ja kolmen joukon tapauksiin liittyvat Vennin kaaviot voimme piirtaa

seuraavan nakoisiksi.

Jos A on joukkoperhe, eli sellainen joukko, jonka jokainen alkio on joukko, niin

médrittelemme perheen A yhdistyksen ja leikkauksen kaavoilla

UA:{x:xeAjollainAeA} ; ﬂA:{x:xeAjokaisellaAeA}.

Jos I on jokin joukko (“indeksijoukko”) ja A; on jokin joukko jokaisella i € I,
niin maéarittelemme joukkojen A;, i € I, yhdistyksen ja leikkauksen joukkoperheen

{A; : i € I'} yhdistykseni ja leikkauksena:

i€l iel
Sanomme joukkojen A ja B olevan (keskenddn) erillisid, jos ANB = () eli jos A:lla
ja B:lla ei ole yhteisid alkioita. Sanomme joukkojen A;, i € I, olevan (keskenddn)
erillisida, jos A; ja Aj ovat erillisid aina kun ¢ # j. Esimerkiksi kaksi eri yksiota ovat

aina keskenédan erillisia.
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Luku I. Joukot ja relaatiot

(S

funktioihin liittyvistd merkinnéisti ja sopimuksista. On luontevaa samaistaa funktiot nii-
den “kuvaajien” kanssa ja téalloin zy-koordinaatiston perinteisen kuvan mukaisesti esim.
y = sin(z) <= (z,y) € sin. Koska funktioita koskevia vanhoja merkintdji ei kannata
yrittdd muuttaa ja koska haluamme esittdd myds funktiot relaatioina, on meidin otettava
my0s yleisemmille relaatioille kayttoon kuvaajat, jotka valitettavan usein ovat “vaarinpain”;
samasta syystd alla annettava relaatioiden “yhdistelemisen” maaritelmé on epialuonnollinen
joillekin yleisille relaatioille vaikka se kuvauksille antaakin “oikean” yhdistetyn kuvauksen
maéaéritelmén. Onneksi tdstd kaikesta ei aiheudu niin paljon harmia kuin voisi kuvitella.
Relaatioita ei nimittdin tarvitse kisitelld kuin muodollisesti karteesisten tulojen osajoukkoi-
na, silli relaatio R C X X Y on tiysin midritty kun joukot R{z}, © € X, tunnetaan:
R voidaan esittad muodossa R = |J,cx ({x} x R{x}). Seuraavassa ei relaatioita yleensi
annetakaan karteesisten tulojen osajoukkoina vaan antamalla niihin liittyvit kuvajoukot.
Liséksi annamme myohemmin &darellisille relaatioille havainnollisia ja “oikein piin olevia”

esityksia “suhteikkoina”.

Jos R ja S ovat joukkojen X ja Y vilisid relaatioita, niin samoin ovat RU S,

RN Sja (X xY)~ R. Maérittelemme erditi muitakin operaatioita relaatioille.

I 1.3 Maaritelmd Relaation R C X x Y kddnteisrelaatio on se relaatio R~1 C

Y x X, joka maaraytyy ehdosta

R~y <= yRx

Relaatioiden R C X xY ja S CY x V yhdistelmd on se relaatio So R C X x V,
joka méadraytyy ehdosta

vSoRxr <= Jsellaineny €Y, ,ettavSyjayRx.

Nahdaan helposti, etta jokaiselle relaatiolle R on voimassa (13_1)71 = R. Seu-

raava tulos osoittaa, miten ylla maaritellyt operaatiot suhtautuvat toisiinsa.

I 1.4 Lause Olkoot RC X xY ja S CY xV relaatioita. Télloin

(SoR) !=R1los!

6 1. RELAATIOT JA KUVAUKSET.

Todistus. Kaikilla z € X ja v € V on voimassa
z(SoR) lv<=v(SoR)z
<= Jsellainen y € Y, etta v Sy jayRux
<= Jsellainen y € Y, etti s R 1y jayS 1o
= z(R oS . |
Naytamme, etta relaatioiden yhdisteleminen on liitannainen eli assosiatiivinen

toimenpide; todistamme ensin seuraavan apulauseen.

I11.5 Lemma Olkoot R C X xY jaS CY xV relaatioita. Talloin jokaisella A C X

on voimassa

(SoR)(A) =S (R(A))

Todistus. Jokaisella v € V' on voimassa

v € (SoR)(A) <= T sellainen a € A, ettd v(SoR)a
<= d sellainen a € A, etta 3 sellainen y € Y, etta v Sy jay Ra
<= T sellainen y € Y, ettd I sellainen a € A, ettd y Ra jav Sy
<= J sellainen y € R(A), ettd v Sy
—veS(RA). O
I 1.6 Lause Olkoot RC X xY,SCY xV jaT CV x U relaatioita. Talloin

To(SoR)=(ToS)oR

Todistus. Lauseen yhtalo patee, koska jokaisella x € X on Lemman I 1.5 nojalla

(T'o(SoR)){x} =T((SoR){x}) =T (S (R{x}))
— (To8)(R{z}) = (T 8)o R) {z}. D
Edellisen tuloksen nojalla voidaan merkitd (I'oS)oR=To(SoR)=ToSoR.

Kuvaukset esitetddn relaatioiden avulla seuraavasti.

I 1.7 Maaritelma Olkoot X ja Y joukkoja. Joukkojen X ja Y vilinen relaatio
f € X xY on kuvaus, mikili jokaisella z € X, joukossa f{z} on korkeintaan yksi
alkio. Relaatio f € X X Y on kuvaus joukolta X joukolle Y:lle, mikali jokaisella

z € X, joukossa f{z} on tdsmilleen yksi alkio.
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Luku I. Joukot ja relaatiot

=)

Todistus. Oletetaan, ettd f ja g ovat surjektioita. TAll6in on voimassa f(X)

Y
ja g(Y) = Z. Lemman T 1.5 nojalla on voimassa (g o f)(X) =g (f(X)) =g(Y) = Z;
taten kuvaus g o f on surjektio.

Oletetaan, ettd f ja g ovat injektioita. Osoitetaan, ettd yhdistetty kuvaus g o f
on injektio. Olkoon joukon X alkioille z ja z voimassa (g o f)(z) = (g o f)(z)
eli g(f(z)) = g(f(2)). Koska g on injektio, niin on voimassa f(z) = f(z); tdstd
puolestaan seuraa, koska myds f on injektio, ettd z = z. Olemme osoittaneet, etti
g o f on injektio.

Jos f ja g ovat bijektioita, niin edella esitetysté seuraa, ettd kuvaus go f on seka

surjektio etta injektio ja nain ollen se on bijektio. O

Kuvaukset maardaytyvat usein jonkun sdannén nojalla, joka maaraa kuva alkion
kuvattavan alkion avulla. Esityksen yksinkertaistamiseksi jaitdmme seuraavassa usein
kuvauksen nimeamatta ja viittaamme siihen esittamalla sen saannon, josta kuvaus
madraytyy. Voimme esimerkiksi puhua luonnollisten lukujen joukossa N méaéritellysta
kuvauksesta n — n + 1 kun tarkoitamme sitd kuvausta f : N — N, jolle f(n) =n-+1

jokaisella n € N.

2. LUONNOLLISET LUVUT. INDUKTIO.

Luonnollisten lukujen joukko N ja sen alkioiden vilinen jarjestysrelaatio < voi-
daan maaritella muutamasta ominaisuudesta ldhtien. Otamme aluksi kayttoon eraita,
(jarjestys)relaatioihin liittyvid nimityksié ja merkintdja.

Olkoon A joukko ja olkoon =< joukon A relaatio. Joukon A osajoukon B pienin
alkio on sellainen alkio p € B, etti jokaisella b € B on voimassa p < b ja millddn b €
B~ {p} ei ole voimassa b < p. Jos pienin alkio on olemassa, niin se on yksikésitteinen
ja siita kaytetadn merkintdd min B. Osajoukon B suurin alkio on sellainen alkio
s € B, etté jokaisella b € B on voimassa b < s ja milliin b € B\ {s} ei ole voimassa
s = b. Jos suurin alkio on olemassa, niin se on yksikasitteinen ja siita kaytetaan
merkintdd max B.

Seuraava lause voidaan johtaa joukko—opin aksioomista; téssd esityksessi tyy-
dymme “naiviin” joukko—oppiin, joten sivuutamme lauseen todistuksen ja otamme

lauseen tuloksen kéyttoon aksioomana.

10 2. LUONNOLLISET LUVUT. INDUKTIO.

I 2.1 Lause (Luonnollisten lukujen joukon olemassaololause) On olemassa sellai-
nen epatyhja joukko N ja sellainen joukon N relaatio <, ettd seuraavat ehdot ovat
voimassa:

A. Jokaisessa N:n epatyhjissa osajoukossa on pienin alkio.

B. Jokaisella n € N jokaisessa joukon {k € N : k < n} epétyhjéssd osajoukossa on
suurin alkio.

C. Joukossa N ei ole suurinta alkiota.

Kutsumme siis edellisen lauseen antamaa joukkoa N luonnollisten lukujen jou-
koksi ja sen alkioita (luonnollisesti!) luonnollisiksi luvuiksi tai (milloin sekaannuksen
vaaraa el ole) vain luvuiksi.

Luonnollisten lukujen joukon N osajoukon A sanotaan olevan rajoitettu, mikali
on olemassa sellainen luonnollinen luku n, ettd jokaisella k& € A on voimassa k <
n. KEdellisen lauseen ehto B voidaan nyt ilmaista seuraavasti: jokaisessa joukon N
epatyhjassa rajoitetussa osajoukossa on suurin luku.

Huomaamme, ettd esimerkiksi tavallisella jarjestysrelaatiolla varustettu luku-
joukko {1, 2,3} toteuttaa edellisen lauseen muut vaatimukset paitsi ehtoa C. Ehdon
C voimassaolo takaa luonnollisten lukujen joukon darettomyyden.

Merkitsemme 0:lla joukon N pieninta lukua min N ja merkitsemme edelleen N* =
N~ {0}.

Jokaisella n € N* merkitsemme n~:1la joukon {k € N: k < n ja k # n} suurinta
lukua ja kutsumme sitd alkion n edeltdjdiksi.

Koska joukossa N ei ole suurinta lukua, niin joukko {k € N : k £ n} on epityhji
jokaisella n € N; merkitsemme kyseisen joukon pienintd lukua nt:11i ja kutsumme

sitd luvun n seuraajaksi. Merkitsemme edelleen 07 =1, 17 = 2, 2% = 3 jne.

I 2.2 Lemma Jokaisella n € N on voimassa (nT)™ = n ja jokaisella n € N* on

voimassa (n=)" =n.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Johdamme nyt eraita luonnollisia lukuja koskevia perustuloksia, jotta lukija voisi
vakuuttua siitd, ettd edellisen lauseen ehdot tosiaan maarittavat joukon, jolla on
luonnollisten lukujen joukon intuitiivisesti “tutut” ominaisuudet.

Osoitamme aluksi, ettd joukon N relaatio < on jarjestysrelaatio.
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Luku I. Joukot ja relaatiot 13

Huomattakoon, ettd ylla ehto 2° voidaan ilmaista myds seuraavasti:
(Vn € N*) (P(n") = P(n)) .

“Todistus induktiolla n:n suhteen” suoritetaan seuraavasti:
1° Todistetaan (tai todetaan), etti luvulla 0 on ominaisuus P.
2° Mielivaltaiselle n € N oletetaan, ettd luvulla n on ominaisuus P (“Induktio—
oletus”) ja todistetaan timén oletuksen avulla, ettd luvulla nt on ominaisuus P.
(“Induktioaskel’).
3° Johtopa#toksend (induktioperiaatteen nojalla) on, ettd jokaisella luonnollisella lu-
vulla on ominaisuus P.

Lauseen I 2.5 avulla voidaan todistaa induktioperiaatteelle monia muunnelmia,
joita voi kidyttia tilanteesta riippuen. Induktio-oletus P(n) voidaan korvata vahvem-

malla oletuksella Vk < n P(k), jolloin saadaan ehdon 2° asemasta ehto
2* (Vn € N) ((Vk < n P(k)) = P(n%)).

Induktio voidaan myos aloittaa luvun 0 asemasta jostakin luvusta m > 0: talloin ehto
1° korvataan ehdolla 1# P(m) ja saatavaksi johtopéitokseksi tulee (Vn > m)P(n).
Induktioperiaatteen avulla voimme osoittaa ns. rekursiivisten madaritelmien oi-
keellisuuden. Esimerkkind méérittelemme jarjestettyjen parien yleistyksend (dérel-
liset) jonot. Maarittelemme nollan ja yhden alkion jonot asettamalla () = 0 ja,
jokaisella z, (z) = z. Kahden alkion jono on jarjestetty pari. Jos n:n alkion jonot on
jo madritelty, niin n*:n alkion jono (z1, ..., ,+) maaraytyy rekursiivisesti palautus-

kaavasta eli rekursioyhtalosta

(T1y ey Tt ) = ((T15 000y Tn)y Tyt ) -

Induktiolla voimme osoittaa, etta k:n alkion jonot tulevat edella esitetylla tavalla
maaritellyiksi jokaiselle & € N. Voimme myds osoittaa, etta kahdelle k:n alkion jonolle

(21, ., zk) ja (y1, ---, Yx) ON voimassa
(1, . xk) = (Y1, ..., Yr) jos ja vain jos x; = y; jokaisella i =1, ...., k. (%)

Todistamme edelliset kaksi viitettd samanaikaisesti soveltamalla induktioperiaatetta

seuraavaan luonnollisten lukujen ominaisuuteen P:

14 3 AARELLISET JOUKOT.

P(n) <= kaikilla 21, ..., p, ja Y1, ..., Y jonot (1, ..., Tn) ja (Y1, ..., Yn)

on mééritelty ja ehto () on voimassa.

Néemme helposti, etta luvuilla 0, 1 ja 2 on ominaisuus P; taten induktio voi alkaa
luvusta 2. Jos nyt luvulla n > 2 on ominaisuus P, niin edelld annettu palautuskaava
madrittelee kaikki ntm alkion jonot. Lisiaksi ehto (*) toteutuu (k:n arvolla nt), silla
jos (z1, ..., p+) = (Y1,..o, Y+ ), Diin tAUGIN ((21, ..., Zn), Zp+) = (Y15 os Un), Ynt)
ja tastd seuraa jarjestettyjen parien perusominaisuuden nojalla, ettd on voimassa
(1, cees ) = (Y1, eesYn) j& T+ = Yn+. Koska ehto (*) on voimassa k:mn arvolla n,
toiseksi viimeisestd yhtalostd seuraa, ettd on voimassa z; = y; jokaisella i = 1,...,m.
Edellisen nojalla z; = y; jokaisella ¢ = 1, ...,nT. Titen olemme suorittaneet induktio
askelen ja paattelemme induktioperiaatteen nojalla, etta jokaisella luvulla n > 2 on
ominaisuus P. Nain ollen jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus P.

Voimme maéaritella myds yksittaisia joukkoja rekursiivisesti. Esimerkiksi pa-
rillisten luonnollisten lukujen joukon E voisimme maaritella seuraavasti: 0 € E ja
(Vn € N)(n € E <= n~ ¢ F). Tdmin ja my6hemmin annettavien rekursiivisten
maaritelmien oikeellisuuden voimme osoittaa vastaavasti kuten edellisessa esimerkki-

tapauksessa.

3 AARELLISET JOUKOT.

Maarittelemme nyt joukkojen darellisyyden késitteen. Merkitsemme jokaisella
n € N joukkoa {k € N* : k < n} = {1,...,n} symbolilla [n]. Pannaan merkille, etti
[0] = 0.

I 3.1 Maaritelma Joukko X on ddrellinen, mikali jollain n € N on olemassa

bijektio [n] — X. Jos X ei ole ddrellinen, niin sanomme, ettd X on ddreton.

Koska bijektion kaanteiskuvaus on bijektio, joukko X on aarellinen jos ja vain
jos jollain n € N on olemassa bijektio X — [n]. Koska kahden bijektion yhdistetty
kuvaus on bijektio, nahdaan, etta joukko on darellinen, mikéli se on jonkun aarellisen

joukon kuva bijektiivisessi kuvauksessa.
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Luku I. Joukot ja relaatiot 17

I 3.5 Lemma Olkoon n luonnollinen luku ja olkoon A joukon [n] aito osajoukko.

Télloin jollain k < m on olemassa bijektio A — [k].

Todistus. Suoritamme todistuksen induktiolla luvun n suhteen.

Viite on tosi arvolla n = 0, koska joukolla [0] ei ole aitoja osajoukkoja.

Oletamme, ettéd viite patee luvulle n € N ja todistamme sen luvulle n*. Olkoon
A joukon [n*] aito osajoukko. Merkitsemme B = AN [n]. Jos B = [n], niin valtta-
matti A = B ja viite patee A:lle ja nt:lle kun valitsemme k& = n. Oletamme, etta
B on [n]:mn aito osajoukko. Induktio—oletuksen nojalla on olemassa k < n ja bijektio
f: B — [k]. Jos A = B, niin olemme todistaneet viitteen joukolle A. Oletamme,
ettd B # A. Talloin A = BU {n*}. Naemme helposti, ettd kuvaus g : 4 — [k*],
missi g(i) = f(i) jokaisella i # nt ja g(n™) = k%, on bijektio. Koska k < n, on

voimassa kT < nF. Olemme osoittaneet, etti viite pitee luvulle n*. ]

I 3.6 Lause Olkoon A aarellinen joukko ja olkoon B A:n aito osajoukko. Talloin B

on &ddrellinen ja |B| < |Al.

Todistus. Koska A on &érellinen, on olemassa n = |A| ja bijektio f : A — [n].
Merkitdén C' = f(B) = {f(b) : b € B}. Koska f on bijektio ja B & A, on voimassa
C & [n]. Lemman I 3.5 nojalla on olemassa k < n ja bijektio g : C' — [k]. Kuvaus
¢ : B — [k], missd ¢(b) = g(f(b)) jokaisella b € B, on bijektio. Téten B on dérellinen
ja [Bl|=k < n=|Al |

Edellisten tulosten avulla voimme luonnehtia Nin osajoukkojen aérellisyytta.

I 3.7 Lemma Olkoon A C N epétyhji dérellinen joukko, |A| = m. Télléin joukolla

A on sellainen esitys A = {a; : i € [m]}, ettd jokaisellai € [m™] on voimassa a; < a;+.

Todistus. Maarittelemme alkiot ay, ..., a,, rekursiivisesti valitsemalla aina a;:ksi jou-
kon AN {a; : j € [i~]} pienimmén alkion; tdm& maaritelma on patevi, koska j — a;
on bijektio [i7] = {a; : 1 < j < ¢}, joten [{a; : 1 < j < i}| =1~ < |A] ja néin ollen
Ax{aj : 1< j < i} #0. Toisaalta [{a1, ....,am}| = m = |A]|, joten {a1, ....,an} = |A|
Lauseen I 3.6 nojalla. Maéritelméasté seuraa suoraan, ettd jokaisella ¢ € [m~] on voi-

massa a; < Q;+. O

I 3.8 Lause Joukon N osajoukko on darellinen jos ja vain jos osajoukko on rajoitettu.

18 3 AARELLISET JOUKOT.

Todistus. Vilttamattomyys. Olkoon A C N &érellinen joukko. Jos A = (), niin A
on rajoitettu. Oletamme, ettd A # (). Lemman I 3.7 nojalla joukolla A on sellainen
esitys A = {aq,...., an, }, ettd jokaisella i € [m~] on voimassa a; < a;+. Nyt a,, on
joukon A suurin luku, joten joukko A on rajoitettu.

Riittavyys. Jokaisella n € N kuvaus k +— k™ on bijektio joukolta {0, ...,n} joukolle
[nT]; néinollen joukko {0,...,n} on &édrellinen; Lauseen I 3.6 nojalla myds jokainen
joukon {0, ...,n} osajoukko on Airellinen. Rajoitettujen joukkojen dérellisyys seuraa
edellisesta, silld joukko £ C N on rajoitettu jos ja vain jos on olemassa sellainen

n €N, ettd E C {0,...,n}. O

Lauseesta I 3.8 seuraa erityisesti, ettd joukko N on déreton.

Seuraavassa todistamme &arellisid joukkoja koskevia véitteitd usein induktiolla
joukkojen koon suhteen. Tallaiset induktiotodistukset ovat seuraavaa muotoa. Ol-
koon A jokin joukko, jonka alkiot ovat direllisia joukkoja ja olkoon P joukon A
alkioiden ominaisuus. Nyt voimme tarkastella seuraavaa luonnollisten lukujen omi-
naisuutta Q:

Q(n) <= (VA € A) (JA] =n = P(A4)).

Jos saamme todistettua induktiolla, ettd jokaisella luonnollisella luvulla on ominai-
suus (), niin voimme paitella, etta jokaisella joukkoon A kuuluvalla joukolla on omi-
naisuus P.

Esimerkking induktiosta joukon koon suhteen osoitamme, ettd darellisen monen
adrellisen joukon yhdistys on dérellinen (huomaa, ettd joukon N #érellisille osajou-

koille tdmé tulos seuraa helposti edellisen lauseen tuloksesta).

I 3.9 Lause Adrellisen monen &érellisen joukon muodostama yhdistysjoukko on da-

rellinen.

Todistus. Todistamme lauseen tuloksen kahden darellisen joukon tapauksessa: ylei-
nen tulos seuraa tastd helposti induktiolla joukkojen lukuméarén suhteen.

Olkoot siis X ja Y &érellisid joukkoja. Joukko Z = Y ~ X on Lauseen I 3.6
nojalla dédrellinen ja liséksi patee, ettd XUY = X UZ. Merkitdan A = {A: A C X}.
Lauseen I 3.6 nojalla jokainen joukon A alkio on aérellinen joukko. Merkitsemme

Q:lla seuraavaa luonnollisten lukujen ominaisuutta:

Q(n) <= (VA € A) (|A] =n = joukko AU Z on &érellinen) .
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téstd seuraa Lauseen I 3.6 nojalla, ettd on voimassa | ([n] x {0}) U {(1,1)}] < |[n*]|
elin+1 < nt. Edelld esitetysti seuraa, ettii on voimassa nt = n+1; tisti eteenpiin
kiytimmekin tutumpaa merkintii n + 1 luonnollisen luvun n seuraajalle nt. Koska
luvuille n > 0 on Lemman I 2.2 nojalla voimassa (n~)* =n elin™ +1 = n, niin nn
edeltajalle n~ voidaan kayttad merkintaa n — 1.

Seuraavassa tarvitsemme usein myos yleisempad summan kéasitettd. Olkoon [
adirellinen joukko (“indeksijoukko”) ja olkoon k; luonnollinen luku jokaisella 7 € I.

Lukugen k;, i € I, summa ), k; méiiritelldéin seuraavasti:

i€l
> ki = (k] > (i}
i€l iel

Néemme helposti, ettd jos edelld T = @, niin -, k; =0, jos I = {j}, niin Y, k; =
kj jajos I={j,1}, niin >, ki = kj + ki

Jos indeksijoukko I on muotoa {i € N : [ < ¢ < n}, niin kilytdmme merkinnin
> ;cr ki asemasta usein merkintdd Y7 k;.

Jos A on jokin aarellinen joukko luonnollisia lukuja, niin maarittelemme luku-
joukon A summan ) A asettamalla ) A =3, 4 k.

Voisimme madritella my0s yleisen summan rekursiolla indeksijoukon koon suh-
teen, mutta edelld annetusta madritelméstd kisin on helpompi todistaa summan
ominaisuuksia. Monet néista ominaisuuksista seuraavat helposti alla mainitusta tu-

loksesta.

Harjoitustehtévid. 1° Osoita, ettd edelld miaritellylld summalla ). _; k; on seu-

il
raava ominaisuus (“tdydellinen ryhmiteltdvyys”): jos P on &irellinen joukko ja jos

Ap, p € P, ovat sellaisia joukkoja, ettd (J A, =TjaAyNA;=0 aina kun p # g,

peP
niin talléin on voimassa

D k=2 (3 k)

icl peEP i€A,
Edellistd muotoa olevasta summasta voidaan usein selvyyden karsimétta jattad pois

sulkumerkit ja siis kirjoittaa

S (Y H-Y Yk

pEP i€A, pEP €A,

22 3 AARELLISET JOUKOT.

2° Osoita taydellisen ryhmiteltdvyyden avulla summausjarjestyksen vaihtomahdolli-
suus: Jos k;j € N jokaisella (i,) € I x J, niin
PSP IEED SRR » oI
il jeJ (i) €IxT jeJ iel
Yleisen summamerkinnin avulla voimme ilmaista ddrellisen monen erillisen &a-

rellisen joukon yhdisteen alkioiden lukumé&arén.

I 3.12 Lause Olkoon I &irellinen joukko ja olkoot A;, i € I, keskendin erillisid

adrellisid joukkoja. Talloin

|Ja| =1

i€l i€l

Todistus. Olkoon jokaisella ¢ € I, ¢; bijektio [k;] — A;, missd on siis merkitty
ki = |Ai]l. Merkitdan X = ;¢ [ki] x {i}, jolloin [X| = |U;;[ki] x {i}| = ;s Fi-
Maéritelldan kuvaus ¢ : X — [J;c; Ai kaavalla ¢(n, ) = ¢;(n). Tallsin ¢ on surjektio,
silli jokaisella ¢ € I on voimassa A; = ¢;([ki]) = ¢([ki] x {i}) C ¢(X). Lisiksi
¢ on injektio, silld jos (n,i),(m,j) € X ja (n,i) # (m,j), nin ¢(n,i) € A; ja
¢(m,j) € Aj, joten tapauksessa i # j on voimassa ¢(n,i) # ¢(m,j) joukkojen
A; ja Aj erillisyyden nojalla; tapauksessa ¢ = j on voimassa n # m ja ¢; = ¢j,
joten ¢(n,i) = ¢i(n) = ¢;j(n) # ¢;(m) = ¢(m,j) kuvauksen ¢; bijektiivisyyden
nojalla. Olemme osoittaneet, ettd ¢ on bijektio. Lauseen I 3.4 nojalla on voimassa
Uier il = 1X] = Sy ki 0

Merkinnalld 5, ; el

jokaisella i € I. Koska voimme esittdaa aarellisen joukon A keskenaén erillisten jouk-

k tarkoitamme seuraavassa summaa Y. k;, missi k; = k

kojen {a}, a € A, yhdisteend ja koska |{a}| = 1 jokaisella a € A, niin voimme ilmaista

A:n koon taméan merkinnin mukaisesti seuraavasti:
I 3.13 Korollaari Adrelliselle joukolle A on voimassa

Al=>"1

a€A

Y1l4 olevan yhtilon oikeanpuoleinen lauseke vastaa intuitiivista ajatusta siité,
ettd joukon koko saadaan “laskemalla” joukon alkioiden lukumaara.
Kahden erillisen joukon tapauksessa voimme ilmaista edellisen lauseen tuloksen

seuraavasti.
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Y14 olevassa esimerkissé (d) voimme esittdé joukon A osajoukot B ja C' yhdis-
tyksind esimerkissd muodostetun osituksen B joukoista: B = (B~ C)U (BN C) ja
C = (C \ B)U(BNC(C). Seuraavassa lauseessa konstruoimme “pienimmén” sellaisen
osituksen, jonka joukkojen yhdistyksind voimme esittad kaikki annetun osajoukko-

perheen joukot.

I 4.3 Lause Olkoon B joukon A osajoukkoperhe. Merkitain
Xe=(e~UUB~C)  jokaisella C C B.

Télloin perhe X = {X¢ : C C B} ~ {0} on A:n ositus ja jokaisella B € B on voimassa
B=U{XeXx:XcCB}.

Todistus. Sen osoittamiseksi, ettd X on A:n ositus, riittad nayttad, etta jokainen
A:n alkio kuuluu tédsmalleen yhteen perheen B joukkoon. Olkoon a A:n alkio. Mer-
kitain B, = {B € B:a € B}. Télldin a € (B, ja a ¢ J(B \ B,), joten a € Xz, .
Olkoon nyt C sellainen B:n osaperhe, ettd C # B,. Tall6in on olemassa sellainen
joukko B € B, etté joko B € C \ B, tai B € B, ~C. Jos B € C \ B,, niin a ¢ B
ja Xc¢ C B, joten tiissd tapauksessa a ¢ X¢. Jos taas B € B, N\ C, niin a € B ja
Xe C ANUB N C) C AN B, joten tissikddn tapauksessa a ei kuulu joukkoon Xc.
Olemme néyttineet, ettd jokaiselle C C B pétee, ettd jos C # B,, niin a ¢ X¢. Téten
a kuuluu tasmalleen yhteen perheen & joukkoon.

Osoitamme vield, ettd jokaiselle B € B on voimassa B = [J{X € X : X C B}.
Olkoon B perheen B joukko. YIIA esitetyn nojalla on jokaisella a € A voimassa
a € Xp,. Jos a € B, niin B € B, ja niin ollen Xp, C (B, C B. Edelld esitetyn
nojalla on voimassa B = | J{Xg, : a € B}; tésti seuraa, koska {Xg, : a € B} C &,
etti B=J{X € X : X C B}. O

Jos ylli olevan todistuksen merkintojd kiyttden maarittelemme kuvauksen f :

A — P(B) asettamalla f(a) = B, jokaisella a € A, niin on voimassa
fYCl={a€cA:B,=C}=Xc jokaisella C C B.

Yleisesti saamme seuraavan tuloksen.

26 4. JOUKON OSITUKSET. EKVIVALENSSIRELAATIOT.

I 4.4 Lause Jos f: A — E on kuvaus, niin perhe

Op ={f"He}:e € f(4)}

on A:n ositus.

Kééantden, jokainen A:n ositus voidaan muodostaa talla tavalla.

Todistus. Selvisti f~'{e} # 0 jokaisella ¢ € f(A). Jokainen a € A kuuluu tismél-
leen yhteen perheen Oy joukkoon, nimittéin joukkoon f~'{f(z)}. Titen Of on Am
ositus.

Kéaéntien, olkoon O A:n ositus. Talloin voidaan méaaritelld kuvaus g : A — O
asettamalla g(a) = O kun a € O € O. Kuvaus g on surjektio ja jokaisella O € O on
voimassa O = g~1{O}; niin ollen O = O,. O

Y14 olevan todistuksen lopussa méariteltya kuvausta g kutsutaan kanooniseksi

surjektioksi A — O.

Voimme tarkastella joukon osituksia myos ns. ekvivalenssirelaatioiden avulla.

Ekvivalenssilla tarkoitamme samanarvoisuutta (jonkun tarkastelun suhteen).

Esimerkki. Atomien ytimet ovat ekvivalentit
(1) kemiassa, kun niilli on sama ytimen varaus (jarjestysluku) Z
(2) fysiikassa, kun niilli on sama Z ja sama massaluku A

(3) ydinfysiikassa, kun niilli on samat Z ja A ja sama viritystila.

Ekvivalenssi on siis eri asia eri tilanteissa. Siihen liittyy kuitenkin aina luokittelu.
Esimerkissa

(1) alkuaineet (2) isotoopit (3) ytimen isomeerit.

Ekvivalenssirelaatiot voidaan maaritelld luokittelujen kautta. Joukon alkioiden
luokittelu jakaa alkiot erillisiin luokkiin, joten luokittelu maaraa joukon osituksen.
Kadntéen, jokainen joukon ositus luokittelee joukon alkiot sen mukaan, mihin osituk-
sen joukkoon ne kuuluvat. Joukon kaksi alkiota ovat ositukseen liittyvan luokittelun
mielessé ekvivalentit, mikéli ne kuuluvat samaan osituksen joukkoon. Tarkastelemme

nyt osituksen méadrdaméan ekvivalenssin ominaisuuksia.
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Luku I. Joukot ja relaatiot 29

Kun R on joukon X ekvivalenssirelaatio ja 2 € X, niin kutsumme joukkoa R{z}

alkion x ekvivalenssiluokaksi relaatiossa R.

I 4.10 Korollaari Olkoon R joukon X ekvivalenssirelaatio. Talloin joukkoperhe
{R{z}: 2z € X} on X:n ositus.

Todistus. Lauseen I 4.9 tuloksesta seuraa, ettd joukot R{z},x € X ovat epétyhjia
ja ettd jokaisella y € X alkio y kuuluu tdsmélleen yhteen perheen {R{z} : 2z € X}
joukkoon, nimittiin joukkoon R{y}. O
Kutsumme ekvivalenssirelaatiota R vastaavaa joukon X ositusta {R{z}:z € X}
joukon X tekijajoukoksi ekvivalenssirelaation R suhteen ja merkitsemme sita usein
symbolilla X/R. Kanooninen surjektio X — X/R on kuvaus = — R{z}, z € X.
Naytamme nyt, etta ekvivalenssirelaation R tekijajoukkoon Lauseen I 4.5 mie-

lessd liittyva ekvivalenssirelaatio on R.

14.11 Lause Olkoon R joukon X ekvivalenssirelaatio. Merkitiaan O:lla X :n ositusta
{R{z}: 2z € X}. Télléin R = Ep.

Todistus. Kayttaen hyvaksi perheen O ja relaation Ep maaritelmia, relaation R

symmetrisyytta seka Lauseen I 4.9 tulosta, nahdaan olevan voimassa

(z,y) € Ep <= (3z€ X)(z € R{z} & y € R{z})
<= (3z € X)(z € R{z} & z € R{y})
< R{z}NR{y} #0
<= xRy

<~ (z,y)€eR. O
Toisaalta ndemme helposti, ettd jos O on joukon X ositus, niin X:n ekviva-
lenssirelaation Fo tekijijoukko X/FEp on sama kuin ositus O. Néin ollen joukon X
ositukset ja ekvivalenssirelaatiot ovat bijektiivisessa vastaavuudessa keskendan edella

tarkasteltujen operaatioiden (O — Ep ja R — X/R) vilityksella.

Esitamme lopuksi lausekkeen annetun X: relaation S “virittamalle” ekviva-
lenssirelaatiolle. Ekvivalenssirelaatio E' on pienin S:n sisdltavéa ekvivalenssirelaatio,
mikdli S C E ja jokaiselle ekvivalenssirelaatiolle E’ on voimassa: jos S C E’, niin
E C FE’'. Vastaavasti méarittelemme pienimmén S:n siséltivin symmetrisen relaa-

tion, refleksiivisen relaation jne.

30 4. JOUKON OSITUKSET. EKVIVALENSSIRELAATIOT.

Néemme helposti, ettd joukon X relaatio R on refleksiivinen jos ja vain jos
idy C R ja R on symmetrinen jos ja vain jos R™! = R; tiiten saamme seuraavan

tuloksen.

I 4.12 Lemma Olkoon S joukon X relaatio. Talloin on voimassa:
(a) SUidx on pienin S:n sisiltava refleksiivinen relaatio.

(b) SU S on pienin S:n sisiltivi symmetrinen relaatio.

Pienin relaation S siséltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio konstruoidaan
seuraavasti. Merkitiin S° = idx ja luvuille n > 0 méiaritellisin S™ rekursiivisesti

kaavan S™ = S o S"~! avulla. Merkitééin lopuksi S = UnenS™

I 4.13 Lemma Olkoon S joukon X relaatio. Télloin on voimassa:
(a) S® on pienin S:n siséiltavé transitiivinen ja refleksiivinen relaatio.

(b) Jos S on symmetrinen, niin S on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. (a) Koska idxy = S° C 5%, relaatio S on refleksiivinen. Osoitamme,
ettd S°° on transitiivinen. Kayttdmalla induktiota luvun n suhteen niytdmme, ettd
kaikilla n,k € N on voimassa S™ o S¥ = S"*k: viite pitee n:n arvolla 0, koska

S0 = idx ja jos on voimassa S™ o S¥ = S"** niin tilldin on myds voimassa
Sn+1 ° Sk — (SOSn) oSk —So (Sn ° Sk) — SoSn+k — Sn+k+1.

Olkoot nyt z, y ja z sellaisia X alkioita, ettd on voimassa (z,y) € S ja (y,z) €
S§>. Tilldin on olemassa sellaiset luonnolliset luvut & ja n, ettd (z,y) € S* ja
(y,2) € S™. Koska nyt (z,2) € S™ o S*, niin edelld esitetyn nojalla on voimassa
(7,2) € S"F* C . Olemme osoittaneet, etté relaatio S° on transitiivinen.
Olkoon T joku toinen S:n siséltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio. Koska
T on transitiivinen, on voimassa T'oT C T. Relaation T refleksiivisuudesta seuraa,
etti SO C T. Jos luvulle n € N pitee, etti S® C T, niin tilldin on voimassa
Sntl = So08" C ToT C T. Edellisests seuraa induktioperiaatteen nojalla, etts
jokaisella n € N on voimassa S™ C T. Titen S*° = (J,yS" C T. Olemme
nayttaneet, ettd S° on pienin S:n sisdltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio.
(b) Oletamme, etti S on symmetrinen. Télloin S = idx ja S* = S ovat

symmetrisid ja induktiota kayttden ndemme helposti, ettd S™ on symmetrinen myds
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Luku I. Joukot ja relaatiot 33

Jos laskutoimituksella varustetulla joukolla (A, ®) on neutraalialkio, niin se on
vksikésitteinen: jos e ja ¢’ ovat neutraalialkioita, niin ¢ = e ® ¢/ = €. Mikili
laskutoimitus ® on assosiatiivinen, niin myds kaanteisalkiot ovat yksikasitteisia: jos
A alkiot b ja b" ovat alkion a kédnteisalkioita, niin b = b®@e = b® (a @ V) =
bRa)@Y =exb =1V
I 5.6 Esimerkkeja (a) Joukon A identtisyysrelaatio Ay on laskutoimituksella
varustetun joukon (Rely4, o) neutraalialkio. Jos f on bijektio A — A, niin tall6in fn
kiiinteiskuvaus f~! on f:n kiinteisalkio (Rely, o):ssa.

(b) Tyhji joukko on (A, U):n neutraalialkio ja A on (A, N)m neutraalialkio. O

Algebrassa tarkastellaan yhdelld tai useammalla laskutoimituksella varustettu-
ja joukkoja; maarittelemme nyt téllaisista “algebrallisista struktuureista” kaikkein

perustavanlaatuisimman.

I 5.7 Maaritelma Ryhmd on assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko,
jolla on neutraalialkio ja jonka jokaisella alkiolla on kaanteisalkio.
Kommutatiivinen ryhmd eli Abelin ryhma on ryhmaé, jonka laskutoimitus on kommu-

tatiivinen.

Eraita kaikkein tarkeimmista diskreetissi matematiikassa esiintyvista ryhmista

ovat ns. symmetriset ryhmat:

1 5.8 Lause Olkoon X joukko. Merkitaan Sx:1la kaikkien bijektioiden X — X muo-
dostamaa joukkoa. Télloin pari (Sx,o) on ryhmé. Ryhmién neutraalialkio on X :n
identtinen kuvaus ja jokaisella ¢ € Sx, alkion ¢ kaanteisalkio on ¢:n kaanteiskuvaus
7t

Todistus. Harjoitustehtava. O

Joukon X symmetristi ryhméé (Sx, o) merkitddn yleensd vain lyhyesti Sx:1li.
Jos X = [n], niin ryhmésté kiytetdan merkintdd S,,.

Esimerkki I 5.4(a) osoittaa, ettd symmetriset ryhmit ovat (nimestain huolimat-
ta) yleensd epdkommutatiivisia.

Aikaisemmissa esimerkeissd kohtasimme erditd potenssijoukon laskutoimituksia;
tarkastelemme viela erasta tallaista laskutoimitusta.

Olkoot D ja E joukkoja. Joukkojen D ja E symmetrinen erotus on joukko (D~
E)U(E\D); tasté joukosta kiytetdin merkintdd DAE. Joukko DAE koostuu niisté
alkioista, jotka kuuluvat joko joukkoon D tai joukkoon F, mutta eivdt molempiin;
téten on voimassa DAE = (DUE)\ (DNE).

34 5. JOUKKOJEN SYMMETRINEN EROTUS.

I 5.9 Lemma Olkoot C, D ja E joukon A osajoukkoja. Télléin on voimassa:
(a). CAD =C jaCAC =0

(b). CAA=ANC jaCA(ANC) = A.

(¢c). CAD = DAC.

(d). (CAD)NE =(CNE)A(DNE).

Todistus. Kohtien (a),(b) ja (c) tulokset seuraavat suoraan operaation A méiéiritel-

mén nojalla. Todistetaan kohta (d):

(CAD)NE=[(C~D)u(D\C)NE

[
[
=[(CNE)N (DNE)JU[(DNE)N (CNE)]
=(CNE)A(DNE). m|

(
(C~D)NEJU[(D~C)NE]
(

Joukko-operaatiot U ja N liittyvit loogisiin operaatioihin V (“tai”) ja A (“ja”)
seuraavasti: jos E ja F' ovat joukkoja, niin alkiolle = patee, ettd © € EU F <=
re EVeeFjaxz € ENF < 1z € EANxz € F. Joukko—-operaatio A puolestaan
liittyy loogiseen operaatioon XOR (“exclusive or” eli “tai muttei ja”). Merkitddn
operaatiota XOR symbolilla LI; talloin lauseille P ja @, lause P L @ on tosi jos ja
vain jos jompikumpi, mutta ei kumpikin, lauseista P ja @ on tosi. Toisin sanoen,
PUQ = (PVQ)AN[=(PAQ).

I 5.10 Lemma Olkoot D ja E joukon A osajoukkoja. Talloin jokaisella a € A on

voimassa a € DAE <= a € Dla € E.

Todistus.
a € DAE<=a€ (DUE)N (DNE)

<= (a@eDVaeE)AN[-(a€ DAac€E)] m|
<a€DUackE.
Edellinen tulos tarjoaa meille mahdollisuuden kayttaa hyvaksi loogisen operaa-

tion LI ominaisuuksia tutkiessamme joukko operaatiota A.

I 5.11 Lemma Olkoot P, Q) ja S lausemuuttujia. Talloin

(PUQ)US < PLU(QUS).
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6. RELAATION SISALTAMAT KUVAUKSET

Tarkastelemme nyt aarellisten joukkojen X ja Y vilistd relaatiota R C X x Y
ja etsimme ehtoja, joiden vallitessa R sisaltad erityyppisia kuvauksia X — Y.

Jos relaatio f C R on kuvaus X — Y, niin jokaisella z € X on voimassa
f(z) € R{z} ja titen R{z} # 0. Jos kiiéintden tieddmme, ettd R{z} # 0 jokaisella
x € X, niin on intuitiivisesti selvad, ettd voimme méaritelld kuvauksen f : X — Y
“valitsemalla” jokaisella z € X kuva-alkioksi f(z) jonkun alkion joukon Y epé-
tyhjdstd osajoukosta R{x}. Tami intuitiivisesti itsestddnselvi tulos, kyseisenlaisen
yht’aikaisen “valinnan” mahdollisuus, vaatii kuitenkin tasmaéllisen todistuksen, jonka

voimme suorittaa luonnollisten lukujen ominaisuuksien avulla.

16.1 Lause (Adrellinen valinta aksiooma) Olkoon Y éérellinen joukko ja R C X xY
sellainen relaatio, ettd R{x} # () jokaisella x € X. Talloin R sisiltai kuvauksen
X =Y.

Todistus. Koska Y on &arellinen, niin on olemassa luku n € N ja bijektio ¢ :
[n] — Y. Maaritellddn f @ X — Y seuraavasti: jokaisella € X merkitddn
E, = ¢~Y(R{z}), merkitdin k,:lli epityhjin joukon E, pienintd lukua ja merki-
tadn f(z):14 joukon R{z} alkiota ¢(k;). Talloin f on kuvaus X — Y ja f C R.
O

Jos R siséltad injektion f : X — Y, niin f on bijektio X — f(X) ja Lauseen I
3.4 nojalla on jokaisella A C X voimassa |f(A4)| = |4| ja, koska f(A) C R(A), niin
on edelleen voimassa |R(A)| > |A|. Osoitamme, ettd niin saatu valttdméatén ehto

injektion olemassaololle on myds riittava.

I 6.2 Lause (Hallin Lause) Olkoot X ja'Y &érellisid joukkoja ja olkoon R C X x Y
sellainen relaatio, ettd jokaisella A C X on voimassa |R(A)| > |A|. Télloin R sisaltda

injektion X — Y.

Todistus. Todistetaan lauseen viite induktiolla luvun |X| suhteen. Jos |X| = 0,
niin tyhjd joukko on injektio X — Y ja viite on triviaalisti voimassa. Oletetaan,
ettd [ X| > 0 ja viite on todistettu relaatioille R’ C X’ x Y”, missé |X'| < |X]|.

Tarkastelemme kahta eri tapausta.
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Oletamme aluksi, etté jokaisella ) # A & X on voimassa |[R(A)| > |A|. Olkoon
zo joku X:n alkio. Koska on voimassa |[R{zo}| > [{zo}|, niin R{zo} # 0. Olkoon
yo joku joukon R{zo} alkio eli olkoon voimassa (zo,yo) € R. Merkitddn X' =
X~ {zo}, Y =Y N {w} ja R = RN (X' xY’). Osoitetaan, etti R’ toteuttaa
lauseen ehdon. On voimassa R'((}) = 0 ja titen |R'(0)] = [@]. Jokaisella @ # A C X'
on voimassa A # X ja téten |[R(A)| > |A|; tisté seuraa, koska R(A) C R'(A)U{yo},
ettd |R'(A)] > |R(A)| — 1 > |A]. On osoitettu, ettd R’ toteuttaa lauseen ehdon.
Koska on voimassa |X'| < |X], niin induktio—oletuksesta seuraa, ettd on olemassa
sellainen injektio g : X’ — Y”, ettd g C R'. Merkitddn f = g U {(z0,%0)} ja pannaan
merkille, ettd koska g on injektio ja koska pitee, etti zo ¢ X' ja yo ¢ Y, niin f
on injektio X’ U {zo} — Y' U {yo} eli X — Y. Liséksi on voimassa f C R, koska
g C R' C Rja(zo,y0) € R.

Oletamme seuraavaksi, etta on olemassa sellainen joukko A C X, etta () # A #
X ja |R(A)| = |A|. Merkitiiin

S=RN(AxR(A) ja T=Rn((X~A)x (Y~ R(A))).

Jokaisella E C A on voimassa S(E) = R(E) ja téten edelleen |S(E)| > |E|. Koska
|A| < |X]|, niin relaatio S sisaltdd induktio oletuksen nojalla injektion f: A — R(A).
Osoitetaan, ettd relaatio T sisaltdd injektion X \ A — Y \ R(A); koska A # (), niin
|X N\ A|] < |X] ja induktio oletuksesta seuraa, ettd viitteen todistamiseksi riittaa
nédyttid, ettd jokaisella E C X \ A on voimassa |T(E)| > |E|. Olkoon siis E joukon
X \ A osajoukko. Lauseen oletuksen nojalla pitee, ettd |[R(EUA)| > |[EUA|. Liséksi
on voimassa R(EUA) = R(E)UR(A) ja taten edelleen |R(FUA)| = |R(E)UR(A)| =
|R(E) N R(A)|+ |R(A)|. Koska E C X \ A, on voimassa |EUA| = |E|+ |A|. Edelld
esitetystd seuraa, ettd on voimassa |[R(E) N\ R(A)| + |R(A)| > |E| + |A| ja tastd
seuraa yhtialon |R(A)| = |A| nojalla, ettd |R(E) \ R(A)| > |E|. Koska E C X N\ A
jaT =RnN (XN A)x (Y~ R(A))), on voimassa yhtilo T(F) = R(E) « R(A) ja
taten edelleen epayhtidlo |T(E)| > |E|. Edelldesitetyn nojalla on olemassa injektio
g: X~NA =Y~ R(A). Nyt nihddén helposti, ettd f U g on injektio X — Y ja
fugcSUT CR. O

Tietyissa tilanteissa saamme hyvin havainnollisen tulkinnan sille ehdolle, etta re-

laatio R C X x Y sisaltda injektion X — Y. Jos esimerkiksi X on jokin ihmisjoukko
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Todistus. Valitsemalla A = () ndemme, ettd § > 0. Olkoon Z sellainen joukko, etti
|Z) =6 ja ZNY = . Méérittelemme relaation @ C X x (Y U Z) asettamalla Q =
RU (X x Z) ja osoitamme, ettd @Q toteuttaa Hallin lauseen ehdon. Panemme aluksi
merkille, ettd jokaisella A C X on voimassa Q(A4) = R(A)U Z. Koska R(A) C Y, on
voimassa R(A) N Z = () ja titen edelleen |Q(A)| = |R(A)| + |Z] = |R(A)| + 6. Koska
luvun § méérittelyn nojalla pétee, ettd |R(A)| + § > |AJ, niin edellisen nojalla on
voimassa |Q(A)| > |A]. Olemme osoittaneet, ettd @ toteuttaa Hallin lauseen ehdon.
Kyseisen lauseen nojalla on olemassa sellainen injektio g : X — Y U Z, ettd g C Q.
Merkitsemme f = g N R. Talloin f on relaation R sisdltdmé injektio.

Osoitamme, ettd f toteuttaa epiyhtilon |f| > |X| —4d. Koska g C Q = RU
(X x Z), on voimassa f = g \ {(z,u) € g: u € Z}. Koska g on injektio, on lisiksi
{(z,u) € g:ue€ Z}| <|Z| =46. Edellisen nojalla |f| = |g] — |[{(z,u) € g : u € Z}| >
|g| — 6. Koska g on kuvaus X — Y, on voimassa |g| = |X|. Tésti seuraa yhdessd
aikaisemman kanssa, ettd |f| > |X| — .

Osoitamme lopuksi, ett | f| < |X|—4. Kun merkitsemme A = f~1(Y'), niin f on
kuvaus A — Y, joten |f| = |A|. Riitta4 siis ndyttid, ettd on voimassa |A] < |X|—§
elid < | X\ A|. Olkoon B sellainen X:n osajoukko, ettd |B|—|R(B)| = §. Koska f on
injektio, on voimassa | f(BNA)| = |BNA| ja tista seuraa, koska f(BNA) C R(BNA),
ettd on voimassa |R(B N A)| > |BN A ja téten edelleen |R(B)| > |BN A|. Edellisen
nojalla pétee, ettd § = |B| — |R(B)| < |B| — |BN A| = |B ~\ A; tasti seuraa, ettd on
voimassa § < |X \ Al O

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN I

1. Olkoot R,S CY x Z jaT C X x Y relaatioita. Osoita, etta
(RUS)oT =(RoT)U(SoT)
(RNS)oT C(RoT)N(SoT)

2. Merkitdan X:1l4 joukon A kaikkien epétyhjien osajoukkojen muodostamaa perhetti
(ts. X = P(A4) \ {0}). Maaritellaén relaatiot S C X x X ja R C X X X asettamalla
kaikilla B,C € X:

(B,C)eS+=BcCcC ja (B,C)eR<BNC#0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Osoita, etti E= S o051

Olkoon X = {w; :4 € I} jaY = {y; : j € J}. Relaation R C X x Y matriisi on
M(R) = (aj;), missd aj; = 1 kun (z;,y;) € R ja aj; =0 kun (2;,y;) ¢ R.

. Olkoot R, S C X x Y relaatioita, M(R) = (aj;) ja M(S) = (bj;). Osoita, ettd M(RU

§) = M(R) v M(S) = (sup (aj;,b5:)), M(RNS)=M(R)AM(S) = (inf (a;3,bj;)) ja
ettd lisiksi R C S & M(R) < M(S) eli aj; < bj; kaikilla 4, 5.

. Olkoot R C X xY ja § CY x Z relaatioita, M(R) = (aj;) ja M(S) = (b;)-

Osoitettava, ettd M (S o R) on ns. Boolen matriisitulo M (S)M(R) = (ck;), missa

Cki = SUp byjaji.
J

n - max(ky,...,kn).

. Mitki seuraavista joukon N*
symmetrisia tai transitiivisia:

(a) “x + y on parillinen”,

(b) “z —y < 107,
(C) “Xiy”7
(d) “zy on pariton”.

. Olkoon S joukon X relaatio.

rekursiivisesti kaavoilla $™ 1!

n € N on voimassa ($™)™1 =

R U Ax on transitiivinen.

. Todista induktiolla luvun n suhteen: jos k1, ..., kn ovat luonnollisia lukuja, niin Z?:1 k; <

. Esitéd rekursiivinen méiritelmé eksponenttifunktiolle n — m™.

alkioiden z ja y vélisistd relaatioista ovat refleksiivisii,

Asetamme S = idx ja miérittelemme relaatiot gtn
=S08"ja S = 87" o §~!. Niyta, ettd jokaisella
S

. Osoita, ettd kun R on X:n transitiivinen relaatio, niin myos refleksiivinen relaatio

Lemmassa 4.13 osoitettiin, ettd kun S on joukon X relaatio, niin relaatio S =
UZO:O S™ on pienin X:n transitiivinen ja refleksiivinen relaatio, joka sisaltda Sm. Osoi-
ta, ettd ST = [JO°, S™ on pienin S:n sisiltivi transitiivinen relaatio; relaatiota S+

n=1

kutsutaan relaation S transitiiviseksi sulkeumaksi.

Olkoon n > 1. Maéritellddn kuvaus f : [n] — [n] asettamalla f(i) = i + 1 kaikille
i € [n—1] ja f(n) = 1. Laske relaation f transitiivinen sulkeuma.

Osoita, ettd n-joukon X relaatiolle R patee yhtdlo RY = RU...U R".

Olkoon R n-joukon X relaatio. Osoita, etti jos R on refleksiivinen, niin Rt = R U
...UR" . Niyti esimerkills, ettii yleisessii tapauksessa kaavasta RT = RU...UR"

ei voi jattaa pois termia R™.

Olkoon R refleksiivinen relaatio joukossa X. Osoita, ettd R C Ro R.
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LUKU II

Joukkojen koko

1. KOON VERTAILU. LAATIKKOPERIAATE.

Ryhdymme nyt tarkastelemaan kahden joukon vélisten kuvausten olemassaolon
vaikutusta joukkojen &déarellisyyteen ja niiden kokoihin. Lahtokohtana on Lauseen I
3.4 tulos: jos joukkojen A ja B valilla on bijektio ja jos toinen joukoista on darellinen,
niin t4ll6in molemmat ovat dérellisid ja niille pitee yhtdlo |A| = |B].

Jos f on injektio joukolta A joukolle B, niin talloin f on bijektio joukolta A
joukon B osajoukolle f(B). Osoitamme nyt, ettd joukkojen A ja B ollessa dérellisia,

jokaisella surjektiolla f: A — B on rajoittuma, joka on bijektio joukolle B.

IT 1.1 Lemma Olkoon A aarellinen joukko ja olkoon f surjektio joukolta A joukolle
B. Talléin on olemassa sellainen A:n osajoukko C, ettd kuvaus f|C on bijektio

C — B.

Todistus. Relaatiolle f~1 C B x A pitee kuvauksen f surjektiivisyyden nojalla, etts
F~Hy} # 0 jokaisella y € B. Lauseen I 6.1 nojalla relaatio f~! sisiltiii kuvauksen
g:B— A. Koska g7 C (f~1)~! = £, niin ¢! on kuvaus ja titen g on Lauseen
I 1.9 nojalla injektio. Kuvaus g on siis bijektio B — ¢(B) ja f sisdltéé bijektion

g~ ! : g(B) — B; toisin sanoen, kuvaus f|g(B) on bijektio g(B) — B. O

II 1.2 Lause Olkoot A ja B joukkoja ja olkoon f kuvaus A — B.
(a) Jos A on ddrellinen ja f on surjektio, niin télloin B on dérellinen ja |A| > |B].

(b) Jos B on éérellinen ja f on injektio, niin tilléin A on ddrellinen ja |A| < |B].
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Todistus. (a) Oletetaan, ettd A on Aérellinen ja f on surjektio. Lemman IT 1.1
nojalla on olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|C on bijektio C — B.
Lauseen I 3.6 nojalla joukko C' on airellinen ja on voimassa |C| < |A|. Lauseesta I
3.4 seuraa nyt, ettd joukko B on dérellinen ja |B| = |C| < |A|.

(b) Oletetaan, ettd B on ddrellinen ja f on injektio. Lauseen I 3.6 nojalla joukon B
osajoukko f(A) on direllinen ja |f(A)| < |BJ|. Injektio f on bijektio A — f(A) ja
Lauseesta I 3.4 seuraa, ettd joukko A on &drellinen ja |A| = |f(A)| < |B]. O

Osoitamme seuraavaksi, ettd edellisen lauseen epayhtéldissa patee yhtdsuuruus

ainoastaan siiné tapauksessa, ettd kuvaus f on bijektio.

II 1.3 Lause Olkoot A ja B darellisid joukkoja ja f kuvaus A — B. Oletetaan, etti
on voimassa |A| = |B|. Télloin seuraavat ehdot ovat keskenéén yhtapitavit:

(a). f on surjektio.

(b). f on injektio.

(). f on bijektio.

Todistus. Koska f on bijektio jos ja vain jos f on seka surjektio ettd injektio, niin
riitta4 niyttad, ettd (a)=(c) ja (b)=(c).

(a)=(c): Oletetaan, ettd f on surjektio. Osoitetaan, ettd talléin f on injektio.
Lemman II 1.1 nojalla on olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|C on
bijektio C' — B. Lauseen I 3.4 nojalla joukko C' on #érellinen ja |C| = |B|. Koska
C C Aja|C| = |B| = |A|, Lauseen I 3.6 tuloksesta seuraa, ettd C' = A. Edelld
esitetyn nojalla kuvaus f|A, eli kuvaus f, on bijektio.

(b)=>(c): Oletetaan, ettéd f on injektio. Talloin f on bijektio A — f(A) ja Lausei-
den I 3.4 ja I 3.6 tuloksista seuraa, kuten todistuksen edellisessé osassa, etta tassa

tapauksessa on voimassa f(A) = B; jalleen f on bijektio. O

Seuraava tulos osoittaa, ettd kahden &arellisen joukon kokoja voidaan vertailla

kuvausten avulla.

II 1.4 Lause Olkoot X ja Y aarellisia joukkoja. Téalloin on voimassa:
(a) | X| < |Y| jos ja vain jos on olemassa injektio X — Y.
(b) | X| > |Y]| jos ja vain jos on olemassa surjektio X — Y.

(c) |X| = Y] jos ja vain jos on olemassa bijektio X — Y.
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Luku II. Joukkojen koko 49

Osoitamme seuraavaksi, ettemme voi sijoittaa seitseméadtoista kuningasta shak-
kilaudan eri ruutuihin niin, etteivat mitkaan kaksi uhkaisi toisiaan. Jaamme laudan
ruudukon alla oikenpuoleisen kuvan mukaisesti kuuteentoista neljin ruudun “neli-
0oon”. Jos sijoitamme yhteen nelioon kaksi kuningasta, niin ne uhkaavat toisiaan.
Laatikkoperiaatteesta seuraa, ettd “sallitussa” sijoittelussa voi olla korkeintaan kuusi-

toista kuningasta.

Laatikkoperiaatteelle voidaan esittaa vahvempi muoto.

IT 1.7 Lause (Yleistetty laatikkoperiaate) Olkoot X ja Y ddrellisid joukkoja, f
kuvaus X — Y ja n luonnollinen luku. Jos |X| > n - |Y|, niin on olemassa sellainen

yeY, ettd ‘f‘l{y}| > n.

Todistus. Teemme vastavaitteen: jokaisella y € Y on voimassa |f*1{y}‘ < n. Mer-
kitsemme k = |Y| ja esitimme joukon Y muodossa Y = {y; : ¢ € [k]}. Merkitsemme
edelleen [; = ‘ffl{yi}‘ jokaisella i € [k] ja esitimme joukon f~1{y;} muodossa
FHyit = {xij : j € [ls]}. Koska jokaisella i € [k] on voimassa l; < n, voimme
maédritelld kuvauksen ¢ : X — [k] x [n] asettamalla ¢(z;;) = (i, ) jokaisella i € [k]
ja jokaisella j € [l;]. Kuvaus ¢ on selvistikin injektio ja Lauseen II 1.4 nojalla on
voimassa | X | < [[k] X [n]| = k - n. Edellisen nojalla pétee, ettd | X| < k-n=n-|Y];
tdma on kuitenkin ristiriidassa lauseen oletusten kanssa. Koska vastaviite johti ris-
tiriitaan, se on vadrd ja niinollen on olemassa sellainen y € Y, ettd ‘ ffl{y}‘ > n.

O

I11.10 Esimerkkejé (a) Tehtéva Kahdessa sisikkéisessé piirissd on kummassakin

20 lasta. Ulommassa piirissd on 10 tyttod ja 10 poikaa. Osoita, ettd piirit voivat
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pyorahtad sellaiseen asentoon, ettd eri piireissid vastaavissa kohdissa olevat lapset

muodostavat vahintaan 10 tytto poika paria.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd uloin piiri pysyy paikallaan. Sisempi piiri voi pyoréh-
tda 20:een eri asentoon suhteessa ulompaan piiriin; merkitdan asentoja symbolein
ay,...,az0. Merkitaan n;:lla asentoa a; vastaavien tytto—poika parien lukuméaaraa.
Osoitetaan, etta Z?ﬂl n; = 200. Merkitddn sisemmaén piirin lapsia lq, ..., lag. Luvuil-
le i, j € [20] asetetaan k; ; = 1 jos [; kuuluu tyttd poika pariin asennossa a; ja muussa

tapauksessa asetetaan k; ; = 0. Pannaan merkille, ettd n; = EZO k; j jokaisella 4.

j=1
Taten

20 20 20 20 20

d o= kig=)Y ki

i=1 i=1j=1 j=1i=1

Koska ulommassa piirissd on 10 tytt6d ja 10 poikaa, on jokaisella j € [20] voi-
massa Zfﬂl ki; = 10. Téten Z?gln,- = Zfﬂl 10 = 200. Koska Zfﬂl n; <

20 - max(ny, ..., n20), niin on voimassa max(ny, ..., nag) > 10.

Huomautus FEdellinen pédattely valaisee erasta diskreetissd matematiikassa usein
kaytettya menetelmaa: lasketaan jokin suure kahdella eri tavalla ja vedetaan johto-

padtos siitd, etti laskujen tuloksen on oltava sama.

(b) Tehtéva. Tason (tai avaruuden) pistetta kutsutaan kokonaispisteeksi, jos pisteen
kaikki koordinaatit ovat kokonaislukuja. Osoita, etta jos X on darellinen joukko tason
kokonaispisteitd ja |X| > 9, niin on olemassa kolme X:m pistettd, joiden vilisten

yhdysjanojen keskipisteet ovat kokonaispisteita.

Ratkaisu. Madrittelemme kuvauksen f : N — {0,1} asettamalla f(n) = 0 kun
n on parillinen ja f(n) = 1 kun n on pariton. Lisiksi méérittelemme kuvauksen
g: X —{0,1} x {0, 1} asettamalla g(z,y) = (f(z), f(y)) jokaisella (z,y) € X. Koska
on voimassa [{0,1} x {0,1}| = 4 ja |X| > 9 > 2- 4, yleistetyn laatikkoperiaatteen
nojalla on olemassa sellainen joukon {0,1} x {0,1} alkio (7,7), ettd |g*1(i,j)‘ > 2.
Olkoon A C g~1(i, j) kolmen alkion joukko. Jos nyt (x,y) ja (a,b) ovat Am alkioita,
niin f(z) = f(a) =i ja f(y) = f(b) = j, ja téstd seuraa, ettd luvut z +a ja y + b
ovat parillisia. Téten (z +a)/2 ja (y + b)/2 ovat kokonaislukuja ja pisteiden (z,y) ja
(a, b) vélisen yhdysjanan keskipiste ((« + a)/2, (y + b)/2) on kokonaispiste. m|

(c) Ongelma: Kuinka monta hevosta voidaan sijoittaa yht’aikaa shakkilaudan eri

ruuduille ilman, ettd mitkdan kaksi niistd uhkaavat toisiaan.
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Luku II. Joukkojen koko 53

Voimme helposti tarkistaa, 1, on bijektio £(A) U O(A) — E(A) ja 1, on bijektio
E(A)U O(A) — O(A). Niin ollen on voimassa

E(A)=E(A) UOA)] = [O(4)]. m

Voimme panna merkille, ettd osa lemman tuloksesta on hyvin helppo todistaa
siind tapauksessa, ettd joukon A alkioiden lukumaéard on pariton: talloin nimittain
kuvaus ¢ : E(A) = O(A), missd ¢(B) = A\ B, on bijektio.

Voimme ilmaista lemman tuloksen myos seuraavilla yhtaloilla:

o= Zloh o1 - 21:00112(71)‘3‘:0.

Beé&(A) BeO(A Beé&(A) BeO(A BCA

Panemme viela merkille, etta oikeanpuoleinen yhtalo voidaan saattaa seuraavaan
muotoon:
PRGOS (*)
0#£BCA
Todistamme nyt viimeksi kirjoitetun yhtalon avulla tarkein kaavan &arellisen

monen aarellisen joukon yhdistysjoukon alkioiden lukumaarélle.

IT 2.3 Lause (Summa— ja erotusperiaate) Olkoon I dérellinen joukko ja olkoon A;

darellinen joukko jokaisella i € I . Télléin joukko | J,.; A; on dérellinen ja

el

0y

iel m;u I

Todistus. Merkitsemme A = J;¢;
x € A merkitsemme I, = {i € [ : z € A;} ja panemme merkille, etta I, # (.

A;. Haluamme laskea joukon A koon. Jokaisella

Yhtélon (+) nojalla on voimassa

MBS SED I L

€A T€A 0£KCI,

Ryhmittelemme viimeisessi summassa termit uudelleen kokoamalla jokaisella () #
J C I yhteen ne termit, jotka vastaavat joukkoa J; panemme merkille, etta jokaisella
z € A on voimassa J C I, tdsmaélleen silloin kun on voimassa = € [, ; A;. Jokaisella

0 # J C I merkitsemme A; =

icJ

et A;. Téalloin on voimassa

Z Z IEI Z Z(_l)\JHl.

T€EA (#£KCI, 0#£JCI €A,

54 2. SUMMAN JA EROTUKSEN PERIAATE.

Saamme nyt halutun lausekkeen joukon A koolle, silld on voimassa

Z Z (71)|J|+1 _ Z (71)|J|+1 Z 1= Z (,1)\J\+1‘AJ‘_ O

0#£JCI TEA, 0#£JCI zEA, 0#£JCI

Annamme nyt eraita esimerkkeja summa ja erotusperiaatteen kaytosta.
IT 2.4 Esimerkkeja (a) [AUB|=|A|+|B|—|ANB|.
(b) JAUBUC|=A|+|B|+|C|-|ANB|—|[ANC|—|BNnC|+|[AnBNC|.

(c) Ongelma. On maalattava nelinurkkaisen huoneen seinit, kukin seiné yksivéri-
seksi. Kuinka monella eri tavalla tdma voidaan tehdé, kun on kéytettavissa neljaa
erivaristd maalia ja vaaditaan, ettd mitaan kahta vierekkéistd seindd ei saa maalata
samanvarisiksi?
Ratkaisu. Olkoot maalien varit vaikkapa punainen, valkoinen, keltainen ja sininen.
Olkoot seinat sy, ..., S4, missé vierekkaisid ovat s; ja So, s2 ja s3, S3 ja s4 sekd s4 ja
s1. Merkitdan 4* = 1 ja jokaisella i € [3], i* = i+ 1. Jokaisella i € [4] merkitdéan
E; = {i,i*}. Mielivaltainen véritys véreilla p, v, k ja s voidaan esittii jonona
(21, ..., z4), missd jokaisella ¢ € [4], z; € {p,v,k,s} on seinfin s; saama véri; jono
(21, ..., z4) esittdd “sallittua” véritystd, mikéli jokaisella i € [4] on voimassa x; # Ti«;
muussa tapauksessa jono esittdd “kiellettya” varitysté.

Lasketaan summa-— ja erotusperiaatteen avulla kiellettyjen varitysten lukumaara.
Merkitaan V:11a kaikkien varitysten joukkoa ja K:lla kiellettyjen varitysten joukkoa.
Jokaisella ¢ € [4] merkitadn K;:1l4 joukkoa {(z1,...,24) € V : z; = z;»}. Talloin

4 . . . .
K =J;_; K;. Summa- ja erotusperiaatteen nojalla on voimassa

K= Y (DY K| (+)
P£IC[4] i€J
Jokaisella i € [4] on voimassa |K;| = 42, koska joukkoon K; kuuluvissa virityksissi
seinien s; ja s;+ yhteinen véari voidaan valita neljalla eri tavalla ja loput kaksi seinda
voidaan varittaa miten halutaan.

Olkoot 4 ja j joukon [4] kaksi eri alkiota. N&ytetéfin, ettd t&lldin on voimassa
|K; N K;| = 42. Koska piitee, ettd i # j, niin on voimassa E; # E; ja tistd seuraa,
ettd |E; U Ej| > 3. Tarkastellaan kahta eri tapausta. Oletetaan aluksi, ettd E;NE; =
¢. Talloin E; U Ej = [4] ja joukkoon K; N K; kuuluva véritys midriytyy seinien s;
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Luku II. Joukkojen koko 57

Kuvaus a — {a} on jokaisella joukolla A injektio A — P(A). Sen sijaan ei ole

olemassa surjektiota A — P(A):
IT 3.4 Lause Olkoon A joukko. Télléin ei ole olemassa surjektiota A — P(A).

Todistus. Olkoon f kuvaus A — P(A). Merkitédin X = {a € A : a ¢ f(a)}.
Néytetafin, ettd X ¢ f(A). Olkoon a joukon A alkio. Jos a € X, niin a ¢ f(a), joten
f(a) # X. Jos taas a € A\ X, niin a € f(a), joten jélleen f(a) # X. O

IT 3.5 Korollaari Jokaisella n € N on voimassa n < 2".
Todistus. Lauseet I 3.3, I 3.4 ja IT 1.4. O

IT 3.6 Esimerkki Jos A on joukon [100] 10-osajoukko, niin on olemassa sellaiset
A:n erilliset epatyhjat osajoukot B ja C, ettd joukon B alkioiden summa on sama

kuin joukon C' alkioiden summa.

Todistus. Koska |A| = 10, Lauseen II 3.3 nojalla on voimassa |P(4)| = 2!° = 1024.
Koska A C [100], jokaisella B C A on voimassa Y . p# < 1000. Laatikkoperiaatteen
nojalla on olemassa sellaiset £ C Aja D C A, ettd E# Dja ), o= pT
Merkitiin B = E ~ (END)ja C =D ~ (EN D). Tallsin BN C = 0 ja

)IEED LD DTS SEEID DIFTD o
z€EB z€E e END zeD z€END zeC

Koska E # D, niin joko B # 0 tai C # § ja niin ollen joko > .px # 0 tai

ZzEC z # 0; koska nailla summilla on sama arvo, on kumpikin summa arvoltaan

nollasta poikkeava ja taten on voimassa B # () ja C # (). m]

Koska aarellisen joukon kaikkien osajoukkojen joukko on aarellinen, niin myos
sen k-osajoukkojen joukko (missé k € N) on dérellinen. Joukon [n] k—osajoukkojen lu-
kuméardi merkitsemme symbolilla (7). Annetun joukon X k-alkioisten osajoukkojen
muodostamaa joukkoa merkitdan symbolilla Py (X) (jos X = [m], niin merkitsemme

lyhyemmin Py[m]). Siis

(Z) = |[{A € P[n]: |A| = k}| = |Px[n]|

58 3. JONOJEN, KUVAUSTEN JA OSAJOUKKOJEN LUKUMAARAT.

Selvasti (g) = (Z) = 1, silld joukolla on vain yksi tyhja ja yksi taysi osajoukko.

n
1

) = n. Toisaalta huomaamme helposti, ettd luvut (Z) ovat pa-

Samoin selvasti (
rametrin k suhteen symmetrisia: (7) = (,”,) kaikille k € [n]. Témé seuraa yksin-
kertaisesti siitd, ettd jokaista joukon [n] k-osajoukkoa A vastaa yksikésitteisesti sen
komplementti [n] \ 4, joka on (n—k)-osajoukko. Koska luvut (1), ..., () luettelevat

joukon [n] kaikkien osajoukkojen lukumérit, saamme Lauseen 3.3 avulla seuraavan

G+ () v v ()« () -

Pascalin identiteetin nimella tunnettu palautuskaava ilmaisee luvut (Z) lukujen

identiteetin:

(":1) avulla seuraavasti.

IT 3.7 Lause (Pascalin identiteetti) Olkoon n € N ja olkoon k € [n], 0 < k < n.

Tillsin BRI R

Todistus. Méiritelldin ¢ : Py[n] — Pr_1[n—1]UP;[n—1] kaavalla $(A) = AN {n}.

Lukija voi helposti tarkistaa, etta kuvaus ¢ on bijektio. O

Pascalin palautuskaava antaa ns. Pascalin kolmion, jossa luvut (Z) on lueteltu
palautuskaavan mukaisessa jarjestyksessi. Seuraavassa kaaviossa luetellaan kyseisen

kolmion seitsemén ensimmaista rivia.

1 6 15 20 15 6 1

(Mainittakoon, ettd Pascalin (1623  1662) kolmio julkaistiin Kiinassa v. 1303, ja se

oli tunnettu jo aikaisemmin.)
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Luku II. Joukkojen koko 61

IT 3.10 Lause Olkoon X n—joukko ja'Y k—joukko. Tall6in

K(X,Y)| = k"

Todistus. Esitetiddn joukko X muodossa X = {zy,...,x,}. Méaritelldéin kuvaus ¢ :
K(X,Y) — Y™ asettamalla o(f) = (f(z1), ..., f(zn)) € Y™ jokaisella f € K(X,Y).
Kuvaus ¢ on injektio, koska jokaisella f € K(X,Y) alkiot f(z1), ..., f(2,) madrdavét
kuvauksen f. Kuvaus ¢ on surjektio, silld jokaisella (y1, ..., yn) € Y™, jos f on kuvaus
z; — y;, niin talléin on voimassa ¢(f) = (y1, ..., yn). Téten ¢ on bijektio ja Lauseen

1 3.4 ja Korollaarin II 3.2 nojalla pétee, etti |K(X,Y)| = |Y]|". O

IT 3.11 Lause Jos X ja Y ovat n—joukkoja, niin

|B(X,Y)| = n!

Todistus. Kaytetaan induktiota luvun n suhteen.

Jos n = 0, niin talloin X =Y = 0; téssé tapauksessa on voimassa B(X,Y) = {0}
ja néinollen |B(X,Y)|=1=0!

Olkoon nyt n > 0 sellainen luku, etta vaite péatee luvulle n — 1. Olkoon a joukon

X alkio. Merkitaan jokaisella y € Y,

By ={feB(X,Y): f(a) =y}

Pannaan merkille, ettd B(X,Y) = (J,.y By- Koska joukon B(X,Y) alkiot ovat

ey
kuvauksia, niin joukot B,, y € Y, of/at keskenaan erillisia. Taten on voimassa
B(X.Y)| = Zyev |B, .

Osoitetaan, ettd jokaisella y € Y on voimassa |By| = (n — 1)! Olkoon y joukon
Y alkio. Merkitdin Z = X N {a} ja V =Y \ {y}. Koska |Z| = |V| = n —1,
niin induktio-oletuksen nojalla pétee, ettd |B(Z,V)| = (n — 1)! Nidhda4n helposti,
ettd kaava ¢(g) = g U {(a,y)} méiérittelee kuvauksen ¢ : B(Z,V) — B,. Kuvaus
¢ on bijektio, koska silli on kidnteiskuvaus ¢ : B, — B(Z,V), missi 9 (f) = f|Z.
Edellisen nojalla pétee, ettd |B,| = |B(Z,V)| = (n — 1)!

Edelld esitetyn nojalla on voimassa

|B(X,Y)| =%yey |By| =Syey(n—1)!=n-(n-1)! =n! m|

62 3. JONOJEN, KUVAUSTEN JA OSAJOUKKOJEN LUKUMAARAT.

Y14 annetussa todistuksessa on esitetty tdsmaéllisempi formulointi seuraavalle
havainnolliselle “todistukselle”. Esitetdin X muodossa X = {z1,...,z,}. Maarit-
téessi bijektiota f : X — Y, f(z1):ksi voidaan valita mika tahansa n:std Y:n alkiosta,
f(22):ksi miké tahansa joukon Y \ {f(z1)} n — 1:sté alkiosta,..., ja viimein f(z,,):ksi
voidaan valita miké tahansa joukon Y N\ {f(z1),..., f(®n—1)} 1:std alkiosta. Téten

bijektio voidaan muodostaa n - (n — 1) ---1 = n! eri tavalla.

Esimerkki Laske kuinka monella eri tavalla voidaan shakkilaudan eri ruuduille
sijoittaa kahdeksan tornia kun vaaditaan, etteivat mitkaan kaksi tornia uhkaa toisiaan
(katso Esimerkkid IT 1.6.(c)).

Ratkaisu: Kahdeksan tornin sijoittelua voidaan kuvata kahdeksanalkioisella joukolla
S C [8] x [8] kun sovitaan, ettd alkion (4, ) mukanaolo joukossa S merkitsee sité,
ettd i:mnen “vaakarivin” ja jmmnen “pystyrivin” leikkausruutuun on sijoitettu yksi
torni. Selvastikin kahteen eri sijoitteluun liittyvat joukot eroavat toisistaan. Téaten
“sallittujen” sijoittelujen lukuméaran laskemiseksi voidaan maarittaé niihin liittyvien
joukkojen lukuméara.

Kahdeksan tornin sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon, ettd mitkaan kaksi tornia
eivit uhkaa toisiaan, jos ja vain jos milldan ruutujen muodostamalla vaakarivilla ei
ole kahta tornia eika milldan pystyrivilla ole kahta tornia; sijoitteluun liittyvan joukon
S avulla ilmaistuna kyseinen ehto voidaan ilmaista seuraavasti: jos (4, j) ja (k, 1) ovat
joukon S kaksi eri alkiota, niin on oltava voimassa i # k ja j # [. Jos tarkastellaan
joukkoa S joukon [8] relaationa, niin ehto (Z,5) # (k,1) = i # j merkitsee siti, etti
S:n on oltava kuvaus ja ehto (4, 7) # (k,I) = j # | merkitsee sitd, ettd kuvauksen S
on oltava injektio. Vaatimus, ettd kuvaus S on joukon [8] x [8] kahdeksanalkioinen
osajoukko merkitsee sitd, ettd S:n on oltava kuvaus [8] — [8]; injektio S : [8] — [8]
on valttaméatta bijektio.

On osoitettu, etta jos sijoittelu tayttaad vaaditun ehdon, niin siihen liittyva joukko
on bijektio [8] — [8]; toisaalta n&hd&&n helposti, ettéd jokaiseen bijektioon [8] —
(8] liittyvé sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon. Néin ollen sallittujen sijoittelujen
lukumééré on sama kuin joukon B([8],[8]) koko eli 8! = 40320. O

II 3.12 Lause Olkoon X n—joukko ja'Y k—joukko. Oletetaan, etti n < k. Talloin

XY = o
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Luku II. Joukkojen koko 65

II 3.16 Lause Olkoon X n-joukko ja olkoon luonnollisille luvuille ji, ..., ji voimassa

J1+ -+ g = n. Talloin

Hf . f on kuvaus X — [k] ja |f~{i}| = ji jokaisella i € [k:]}‘ = <j " ; >
1 Jk

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lauseessa esiintyvaan joukkoon kuuluvat kuvaukset ovat kaikki surjektioita jos

ja vain jos j; > 0 jokaisella i € [k].

4. OSITUSTEN LUKUMAARAT.

Ryhdymme nyt tarkastelemaan aarellisen joukon ositusten lukuméaria. Olkoon
A n joukko ja olkoon O joukon A ositus. Koska on olemassa surjektio A — O, niin
Lauseen IT 1.3 tuloksesta seuraa, ettd |O] < n.

Kun O on joukon A ositus, niin O C P(A) eli O € P(P(A)); titen joukolla A on
Lauseen II 2.3 nojalla korkeintaan 22" ositusta. Tarkastellaan nyt viihén lihemmin
aarellisen joukon ositusten lukumaaraa. Tarkastelussa voidaan rajoittua joukkoihin
[n], n € N, ja niiden osituksiin. Hyvin pienilld n:n arvoilla voidaan helposti luetella

joukon [n] ositukset ja laskea niiden lukuméara:

n| [n] ositukset lkm
0 0 1
1| {1} {1 1
2] {1,2} ({123} {{1},{2}} 2
311,23} [ {{1,2,31) {{1.2}, {3}} {{1.3},{2}} {{2.3}, {13} {{1}, {2}, {3}}] 5

Olkoon n lnonnollinen luku. Merkitsemme Q),:114 joukon [n] kaikkien ositusten
muodostamaa joukkoa ja merkitsemme S(n):114 lukua |Oy,|. Merkitsemme edelleen
jokaisella k € N, Opr = {O € O, : |O| = k} ja S(n,k) = |Op|. Kutsumme
lukuja S(n, k) (toisen luokan) Stirlingin luvuiksi. Jokaisella n € N* on voimassa

S(n)=>p_;S(n,k).

66 4. OSITUSTEN LUKUMAARAT.

IT 4.1 Lause Kaikillan € N ja k € N on voimassa

k

S(n, k) = % > (-1 (';) (k — i)

=0

Todistus. Merkitdén jokaisella O € O, x, F(O) = {f € S([n],[k]) : Oy = O}.
Pannaan merkille, ett jokaisella f € S([n], [k]) on voimassa Of € O, 1 ja f € F(Oy).
Edellisen nojalla piitee, ettd Jpeq, , £(0) = S([n], [k]). Koska joukot F'(0), O €
O, ovat keskendin erillisid, on voimassa [S([n], [k])| = Y oea, , [F(O)]-
Osoitetaan, etté jokaisella O € O, on voimassa |F(O)| = k! Olkoon O perheen
O, jasen. Merkitddn g:114 kanoonista surjektiota [n] — O. Pannaan merkille, etta
kun ¢ on bijektio @ — [k], niin talléin kuvaus f = ¢ o g on surjektio [n] — [k] ja on

voimassa

Op={fMi}rie W} ={g (¢ "i}) si€ [k} = {s {0} : 0 € O} = O

Edellisen nojalla muotoa ¢ o g, missi ¢ € B(O, [k]), olevat kuvaukset kuuluvat jouk-
koon F'(O); osoitetaan, etti kaikki joukon F'(O) kuvaukset voidaan esittda tdssd muo-
dossa. Olkoon f joukon F(Q) alkio. Merkitiin :114 relaatiota fog™! C [k] x O. Re-
laatio 1 on kuvaus O — [k, silli jokaisella O € O on voimassa {0} = f (¢7'{0}) =
f(O) ja joukossa f(O) on tésmilleen yksi alkio, koska O € O = Oy. Kuvauksen f
surjektiivisuudesta seuraa, ettd kuvaus 1 on surjektio ja tésta seuraa Lauseen IT 1.3
nojalla, ettd 1 on bijektio. Liséksi on voimassa 1 o g = f, silld jokaisella j € [n] on
voimassa 9(g{j}) = f(97"(9{j})) D f{j} ja titen ¢(g(j)) = f(j). On osoitettu, ettd
F(O) ={pog: ¢ e B(O,[k])}. Kuvaus ¢ + ¢ o g on bijektio B(O, [k]) — F(O),
silld jos ¢ ja 9 ovat sellaisia joukon B(O, [k]) alkioita, ettd ¢ o g = 1) o g, niin talldin
on voimassa @ o (go g~!) =1 o (gogT!) ja tistii seuraa, etti ¢ = 9, koska g o g7!
on joukon O identtinen kuvaus. Edellisen nojalla on voimassa |F(O)| = |B(O, [k])]
ja téstd seuraa Korollaarin II 3.9 nojalla, ettd |F'(O)| = k!

Edella esitetyn nojalla on voimassa

IS(L.EDI= > |[FO)|= > k'=k|On

O€0, i O€Uy, &

ja tasta seuraa lauseen tulos Lauseen I 3.13 nojalla. O
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Luku II. Joukkojen koko 69

esimerkkeja téllaisista havainnollisista “todistuksista” ja pyydamme lukijaa olemaan
erityisen tarkkaavainen nédiden kohdalla, silla vaikka tallaiset “todistukset” ovatkin
helppolukuisia, on niiden yhteydessia myos paljon helpompi tehdé virheitd kuin ta-

vallisen, formaalisen todistuksen yhteydessé.

Eraita edella tarkasteltuja lukuméaaraongelmia voidaan esittaa nk valintoihin liit-

tyvind ongelmina. Perusongelma on seuraava:

Ongelma. Olkoon X n—joukko. Kuinka monella tavalla voidaan joukon X alkioiden

joukosta valita k alkiota?

Ongelman yhteydesséd voidaan erottaa kaksi eri tapausta: jos valintajarjestys
otetaan huomioon, jolloin valinta maaraa X:n k:n eri alkion muodostaman jonon
(21, ..., zk), niin puhutaan joukon X k permutaatiosta. Jos taas valintajarjestykselld
ei ole merkitysté, jolloin siis valitaan X:n k—osajoukko {z1,...,z}, niin puhutaan
joukon X k—-kombinaatiosta.

Laskemme nyt n joukon X k permutaatioiden ja k& kombinaatioiden lukumé&a-
rat Luvun II 3 tulosten avulla.

Joukon X k permutaatio (xi,...,7r) samaistuu luonnollisesti injektioon j
z; joukolta [k] joukkoon X; kaikkien téllaisten injektioiden lukumédrd on Lauseen
II 3.12 nojalla (nfi'k), ja tama on siis n—joukon X k-permutaatioiden lukumaara.
Mikali on voimassa k = n, niin voimme esittdd joukon X muodossa {ai, ..., ar} ja
tdlloin jokainen joukon X k-permutaatio (z1,...,z) voidaan samaistaa bijektioon
¢ : X — X, missi p(a;) = x;; titen n—permutaatio méaariad joukon X permutaation;
ndiden lukuméird on sama kuin joukon B(X, X) koko eli n!

Koska X :n k—kombinaatiot vastaavat X :n k—osajoukkoja, niin k—kombinaatioiden

lukumééré on sama kuin joukkoperheen Py[n] koko eli (7).

Esimerkki Joukon X permutaatiota kutsutaan toisinaan X:n jarjestelyksi. Kuten
edelld todettiin, n—joukolla X on n! jirjestelyd; lasketaan nyt, kuinka moni néis-
ta jarjestelyista on epajarjestely eli sellainen jarjestely, jossa jokainen alkio vaihtaa
paikkaa.

Ratkaisu. Epéjirjestelyt vastaavat niita joukon X bijektioita itselleen, joissa mikaan
X:n alkio ei kuvaudu itselleen. Merkitsemme jokaisella z € X A, = {f € B(X, X):

f(z) = z}; talléin epéjirjestelyt vastaavat joukkoa B(X, X)~\ | A,. Laskemme

z€X

70 5. VALINNAT JA SIJOITTELUT.

epdjirjestelyjen lukuméirin laskemalla yhdistysjoukon (J A, koon summa-— ja

TeX
erotusperiaatteen avulla.

Jokaisella Z C X on voimassa

() Az = {f € B(X,X) : f(2) = z jokaisella z € Z} ;

2€EZ
oikeanpuoleisen joukon alkiot voidaan luonnollisella tavalla (kuvauksen f +— f|(X
Z) vilitykselld) samaistaa joukon X \ Z permutaatioihin, joten oikeanpuoleisen jou-
kon koko on |B(X \ Z,X \ Z) eli |X \ Z|! ; jos siis Z on X:n k-osajoukko, niin on

voimassa | [,z Az| = (n — k)! Summa ja erotusperiaate antaa seuraavan yhtilon:

2€Z

U

reX

= Z (—1)lZ1+1

0#ZCX

N

2EZ

Jokaiselle X:n k—osajoukolle Z on voimassa | Z|+1 = k+1 ja, kuten edelli tote-
simme, |ﬂzez A2| = (n — k)! Koska X:n k-osajoukkojen lukumééré (}) on Lauseen

IT 3.9 nojalla Id(+lk)” niin edellisen nojalla saadaan seuraava yhtaloketju:

n

= (Z) (—1)** (0 — k)l =

k=1

U

zeX

— Z (,1)\Zl+1

0#ZCX

N

z2€Z

n

> (- k!(n"i_k)!(n — k)l = —n! ;(71)k% .

k=1

Edella osoitetun nojalla on voimassa

BOCX) S | Al =nt—| | 4l :n!—&-n!Z(—l)k% :n!Z(—l)k% :
k=1

rzeX zeX
taten joukon X kaikkien epajarjestelyjen lukumaara on n! ZZ:O(_I)IC%' O

Huomautus. Jos n—joukon kaikkien epajarjestelyjen lukuméaédra jaetaan joukon
kaikkien jarjestelyjen lukumaarélld eli luvulla n!, niin saadaan luku Z:O(fl)k%,
joka ilmaisee todenndakoisyyden sille, ettda umpimahkaén valittu n joukon jarjestely
olisi epéjarjestely. (Differentiaalilaskentaa tunteva lukija voi tunnistaa lausekkees-
sa Y p_o(—1)*% luvun e~! sarjakehitelmén alkuosan. Kun n kasvaa rajatta, niin

lausekkeen Y_p_,(—1)F % arvo lihenee lukua e~' ~ 0, 3678794).
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Luku II. Joukkojen koko 73

Kuinka monta toistollista 2-kombinaatiota on 3—joukolla kun kaikkien alkioiden tois-

toluvut ovat rajoittamattomat?

Ratkaisu. Olkoon kyseinen 3—joukko vaikkapa {a,b,c}. Halutaan siis 16ytdd luku-
maédra kaikille alkioiden a, b ja ¢ muodostamille 2—monijoukoille; lukija voi helposti
todeta, ettd seuraavassa on lueteltu kaikki tallaiset monijoukot, joita on siis kuusi

kappaletta:

{(a,2), (6,0, (c,0)} {(a,1),(b,1),(c,0)} {(a,1),(b,0),(c, 1)}
{(a,0),(6,2),(c,0)} {(a,0),(b,1),(c, 1)} {(a,0),(b,0),(c,2)} o

Palaamme hetken paasta edelliseen ongelmaan ja osoitamme, miten rajoittamat-

tomiin toistolukuihin liittyvien n:n alkion muodostamien toistollisten k—kombinaatioiden

lukumaéara voidaan laskea samaistamalla kyseisenlaiset toistolliset kombinaatiot eraan

n + k — 1-alkioisen joukon yksinkertaisiin k~kombinaatioihin.

Monia kombinatorisia ongelmia voidaan kuvata nk. sijoitteluihin liittyvina on-

gelmina. Perusongelma on seuraavanlainen:

Ongelma. Olkoon X n—joukko (“pallojen” joukko) ja olkoon Y m-joukko (“laa-
tikoiden” joukko). Kuinka monella tavalla voidaan alkiot z € X sijoittaa luokkiin
yeyY?

Taméa ongelma jakautuu eri tapauksiin sen mukaisesti, ovatko tarkastellut “pal-
lot” ja “laatikot” toisistaan erottuvia vai ei: voisimme esimerkiksi kysya monellako
tavalla kolme valkoista palloa ja kaksi mustaa palloa voidaan sijoittaa kahteen punai-
seen laatikkoon ja kahteen siniseen laatikkoon, kun samanvérisia palloja ei voi erottaa
toisistaan eikd samanvirisid laatikoita voi erottaa toisistaan. Yksinkertaisimmillaan

ongelma jakautuu neljaan eri tapaukseen:

luokat erottuvia

ﬁ luokat nimettomia

alkiot erottuvia a c

alkiot identtisia b d

74 5. VALINNAT JA SIJOITTELUT.

(a) Jos sekid alkiot ettd luokat erottuvat toisistaan, niin sijoittelu z — y vastaa

kuvausta X — Y’; ndiden lukuméaéra on Lauseen II 3.11 nojalla m™.

(b) Jos alkiot ovat keskenééin samanlaisia, mutta luokat erotellaan, niin riittaa tiet&s
luokkaan y sijoitettujen alkioiden lukumédrd f(y) > 0 jokaisella y € Y. Toisin
sanoen, sijoittelu voidaan samaistaa monijoukkona f : Y — N esitettyyn joukon
Y toistolliseen n—kombinaatioon (josta kdytetdéin téssd yhteydessd usein nimitysté

joukon'Y n jakauma).

Esimerkki Olkoon n = 2 ja m = 3. Talloin m—joukolla on 6 n—jakaumaa (vertaa

edelliseen esimerkkiin):

Huomaamme, ettd tdma sijoittelutilanne voidaan myos kuvata yksinkertaisena
valintatilanteena: muodostetaan 4 jonoja valitsemalla ensin joukosta [4] kaksi alkiota
ja sijoittamalla naiden maaraamille paikoille pallot ja sijoittamalla kahteen jaljelle-

jadvadn paikkaan valiseinit:

Kun tulkitsemme sijoittelun valinnaksi, saamme jakaumien lukumaéaréaksi (;1) =6
eli saman tuloksen kuin edelld. Vastaavalla paattelylla lukija voi harjoitustehtavana

osoittaa, ettd yleisessd tapauksessa patee seuraava tulos:

-1
m—joukolla on (n tm ) n—jakaumaa.
n
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Luku II. Joukkojen koko 7

Tarkastelemalla transponoituja kuvioita, niemme seuraavien tulosten olevan voi-

massa:

Luvun n k—partitioiden lukumééri pg(n) on sama kuin niiden n:n partitioiden luku-

médré, joissa esiintyy k suurimpana lukuna.

Luvulla n on yhtd monta partitiota parillisen (parittoman) moneen osaan kuin sel-

laista partitiota, joissa esiintyva suurin luku on parillinen (pariton).

(%2

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN II

. Olkoon A joukko, jossa on kuusi lukua vililtd [1,9]. Osoitettava, ettd on olemassa A:n

luvut z ja y, joiden summa on 10. Voidaanko vaatia, ettd = # y?

. Valitaan joukosta [100] = {1,2,3,---,99,100} umpimahk&in 56 (eri) lukua. Nayts,

ettd joukossa on kaksi lukua, joiden erotus on 11.

. Nelibnmuotoisen puutarhan laidan pituus on 21 metria. Montako omenapuuta sinne

voidaan istuttaa, kun istutuskohdat eivit saa olla alle kymmenen pédissi toisistaan?

Seuraavassa kolmessa tehtdvissd oletamme, ettd lottoarvonnassa kiytettdvit, nume-
roilla 1,2,...,39 merkityt pallot, on asetettu renkaaksi jossain mielivaltaisessa jarjestyk-
sessa. Kussakin tehtdvassa pitda esitetty viite osoittaa todeksi.

. Renkaassa on kaksi vierekkiistd paritonnumeroista palloa.

. Renkaassa on kolme vierekkaista palloa, joista tdsmaélleen yksi on paritonnumeroinen.

[Ohje: tarkastele ensin tapaus, jossa 10ytyy vierekkiiset parillisnumeroiset pallot.]

. Renkaassa on kolme vierekkaista palloa, joiden numeroiden summa on suurempi kuin

60.
[Ohje: edellisen tehtavan tulos, laatikkoperiaate ja yhtdlo 1+ 2+ ---+ 39 = 13 - 60.]

Edelliseen tehtidviin liittyen voimme panna merkille, ett lottopallot voidaan jakaa kol-
men ryhmiin siten, ettd kuhunkin ryhméian kuuluvien pallojen numeroiden summa on
tasan 60; esim. {2,19,39}, {6,17,37}, {10, 15,35}, {14, 13,33}, {18,11, 31}, {22,9,29},
{26,7,27}, {30,5,25}, {34, 3,23}, {38,1,21}, {8,16,36}, {12,20,28}, {4,24, 32}.

. Osoita, ettd on olemassa joukon [2n] n-alkioinen osajoukko X, jonka mikéddn alkio ei

ole jaollinen toisella alkiolla.

. Olkoon joukolle X C [2n] voimassa |X| > n. Osoita, ettd joukossa X on kaksi lukua,

joista toinen on toisella jaollinen.

[Ohje: esitd luvaut m € X muodossa m = 2" - k, missd k on pariton.]

78 HARJOITUSTEHTAVIA
9. Kuinka moni luvuista 1,2,...,300 on jaollinen ainakin yhdelld luvuista 3,5 ja 77
10. Kuinka moni luku joukossa [1000] on jaollinen 5:1l4 tai 8:lla muttei 6:1la.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Kuinka moni joukon [10000] luvuista ei ole jaollinen yhdellikaan luvuista 4,5 ja 67

Kuinka monella luvuista 1,2,3,...,919,920 ei ole (ykkostd suurempaa) yhteista tekijad
luvun 105 kanssa?

Kuinka monella luvuista 1,2,3,...,999 ei ole (ykkosta suurempaa) yhteista tekijad luvun
390 kanssa?

Luonnolliset luvut k& ja n ovat keskenddn jaottomat, mikili k:n ja n:n suurin yhteinen
tekija on 1. Eulerin ¢-funktio N — N maééritelldin asettamalla jokaisella n € N

¢(n) = |{k € [n] : k ja n ovat keskeniiin jaottomat}| .
Laske summa- ja erotusperiaatteen avulla luku ¢(910).

Laske summa- ja erotusperiaatteen avulla lukua 250 pienempien alkulukujen lukumaa-
ré.
(Huom: 1 ei ole alkuluku.)

[Ohje: laske niiden luonnollisten lukujen 1 < n < 250 lukuméiira, jotka eivit ole alku-
lukuja; pane merkille, etta tallaisella luvulla n on alkulukutekiji, joka on pienempi tai
yhtésuuri kuin /n < /250 < 16.]

Olkoon X é&érellinen joukko, A C X, ja Py(X) = {B € P(X) : A C B}. Miki on
joukon P4 (X) alkioiden lukumé&ara?

Kuinka monessa viisinumeroisessa puhelinnumerossa esiintyy joku numero (0,...,9)
ainakin kahdesti?

Kuinka monessa viisinumeroisessa puhelinnumerossa esiintyy joku numero (0,...,9)
ainakin kahdesti ja vierekkain.

Montako sellaista sanaa voidaan muodostaa kirjaimista a, &k ja [ joissa k ja [ esiintyvit
kaksi kertaa ja a kolme kertaa, mutta minkaan kirjaimen kaikki esiintymat eivat ole
vierekkain? (Siis esim. kalalak kelpaa, mutta lakkala ei.)

Montako viisikirjaimista sanaa voidaan muodostaa kirjaimilla a,k,l,m,0,p ja u kun vaa-
ditaan, ettd sanassa ei saa esiintyd mitddn vierekkiisten kirjainten jonoa oka, loma,

lapa, apu, ala tai olo? (Siis esim. kallo kelpaa, mutta koala ei.)

Nayta, etta

()G (279 0272
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Luku II. Joukkojen koko 81

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Laske niiden surjektioiden f : [5] — [4] lukumaédéri, joilla on voimassa f(1) = 1.

Olkoon Y n—joukko ja X n + 2—joukko. Nayta, ettd kaikkien surjektioiden X — Y

lukumééri on %(n +2)L

Osoita yhtlsn [P(X)| = 2X! avulla, kiyttdmatts Lauseen 1T 4.1 kaavaa, etti n-joukon
2-ositusten lukumiiiri on 27! — 1 jokaisella n > 0.

Maéritelladn ns. Bellin luvut By asettamalla

n
B, = Z S(n, k).
k=0

Osoita, ettd,

n
n
Bpt1 = Z (Z>Bz

=0

Tutki, montako ekvivalenssirelaatiota on nelialkioisessa joukossa.

Joukolla {a,b,c,d, e, f,g} on 877 eri ositusta. Kuinka monessa niistd alkiot a ja g ovat
eri joukoissa? Entd kuinka monessa alkiot a, d ja g ovat kaikki eri joukoissa?

Laske niiden kahdeksanalkioisen joukon ositusten lukumaara, joissa on parillinen maara
osia.

Laske joukon [12] 10-ositusten lukumééara.

[Ohje: voit esimerkiksi tdydentad Stirlingin kolmion “oikeaa laitaa” kayttamalla hy-
viiksi yhtélbitd S(n,n) =1 ja S(n,n — 1) = (3).]

Kuvaus ¢ : X — X on joukon X syklinen permutaatio, mikali X:114 on sellainen
yksinkertainen esitys X = {z1,...,zn}, ettd

d(r1) = w2, (x2) =23, .., P24, ) = T4y, P(wi,) = T4, -
Laske n-joukon X kaikkien syklisten permutaatioiden lukumaara.
Merkitse ey :11a n-joukon kaikkien epajarjestelyjen lukumaaraa ja pane merkille, etta
eo = 1, e = 0 ja e = 1. Niytd kombinatorisella paattelylla (ja siis kdyttamatta

lauseketta en, = n! E:zo(fl)k%), ettd jokaisella n > 2 on voimassa palautuskaava

en=(n—1)(ep—1+en—2) .

[Ohje: kiinnitd ¢ € [n — 1] ja mieti, monellako [n]:n epajarjestelylld ¢ on voimassa

b(n) = i]

82 HARJOITUSTEHTAVIA
49. Johda kombinatorisella padttelylla edellisen tehtdvin lukuja e; koskeva yhtilo
Z e
kZ:O Wik), =1.
50. Olkoon X n-joukko, missd n > 1, ja A = {X \ {z} : z € X}. Monellako eri tavalla

51.

52.

53.

54.

55.

56.

58.

59.

voidaan perheen A joukoille valita erilliset edustajat?

[Vihje: epdjdarjestely.]

Montako eri sanaa voidaan muodostaa sanan SALAISUUS kirjaimista jarjestelemé&lld
ne uudelleen?

Montako eri sanaa voidaan muodostaa jarjestelemilld sanan MATEMATIIKKA kirjai-
met uudelleen, kun vaaditaan, ettei sanaan saa tulla kahta A:ta vierekkain?

[Ohje: jarjestd ensin muut kirjaimet jonoon ja sijoita sitten A:t paikoilleen]

Montako eri sanaa voidaan muodostaa jirjestelemilld sanan KOMBINATORIIKKA
kirjaimet uudelleen, kun vaaditaan, ettei sanaan saa tulla kahta samaa kirjainta vie-
rekkiin?

(Siis esimerkiksi TORINABIKOMKIKA kelpaa, mutta MOTORIIKANKABIK ei.)

Varastossa on kymmentd eri kirjaa kaksi kappaletta kutakin. Kuinka monella eri tavalla
kirjat voidaan jakaa henkildiden A,B,C ja D kesken kun vaaditaan, ettei kenellekdan
saa tulla kahta kappaletta samaa kirjaa?

Rasiassa on neljd punaista, kolme sinistd, kaksi keltaista ja yksi vihred pallo. Ole-
tamme, ettd samanviriset pallot eivit eroitu toisistaan. Monellako eri tavalla voidaan
rasiasta valita nelja palloa kun

(a) valintajarjestys huomioidaan?

(b) valintajirjestysté ei oteta huomioon?

Monellako tavalla voidaan 5 punaisen, 5 sinisen ja 5 keltaisen pallon joukosta valita 10
palloa kun vaaditaan, ettd kunkin vérisid palloja on valittava ainakin kaksi kappaletta
ja

(a) valintajarjestys huomioidaan;

(b) valintajirjestystd ei huomioida?

. Lipastossa on nelja laatikkoa paallekkain. Monellako eri tavalla yhdeksan erivarista

nappia voidaan sijoittaa lipastoon niin, ettd ylimmissi laatikossa on pariton maara
nappeja ja kussakin muussa laatikossa parillinen maara? (Huom: Nolla on parillinen.)

Madritd luvun 20 14-partitioiden lukuméérad py4(20).

[Ohje: palautuskaava.]

Pelissa heitetdan yhta aikaa kuutta keskendan identtistd noppaa. Monellako eri tavalla
voidaan heitossa saada pistesummaksi 137

[Huom: kukin kuudesta nopasta antaa heitossa 1-6 pistetta.]
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Luku III. Suhteikot ja verkot 85

Suhteikon G piste 2z on G:n eristetty piste, mikali = on erilladn kaikista muista
G'n pisteista.

Jos suhteikon pisteiden joukko on tyhji, niin talléin myo6s suhteikon nuolten ja
viivojen joukot ja suhteikon relaatio ovat tyhjid; kutsumme suhteikkoa (), () “tyhjaksi
suhteikoksi” ja muiden suhteikkojen sanomme olevan “epatyhjia suhteikkoja”. Huo-
maamme, ettd epityhjassikin suhteikossa voi nuolten joukko olla tyhji; tallaisessa

suhteikossa kaikki pisteet ovat eristettyja.

IIT 1.2 Maaritelmd Suhteikko G on symmetrinen jos kaikki G:n epatyhjéat yhteydet
ovat viivoja.
Suhteikko G on silmukaton jos G:ssi ei ole silmukkaa missdan pisteessa.

Suhteikko G' on werkko, jos G on silmukaton ja symmetrinen.

Suhteikko G on symmetrinen jos ja vain jos jokaista G:n nuolta ZZ vastaa G:n
nuoli zZ. Titen suhteikko G = (X, R) on symmetrinen jos ja vain jos relaatio R
on symmetrinen (eli R~! = R). Jos tiedetiin, ettd relaatio R on symmetrinen,
niin R maaraytyy yksikasitteisesti joukon Vg avulla, silla téssid tapauksessa R =
UVe. Symmetriset suhteikot ja erityisesti verkot annetaankin seuraavassa yleensi
antamalla vastaavat P— ja V—joukot.

Jokaista suhteikkoa G = (X, R) vastaa symmetrinen suhteikko G* = (X, R U
R~1). Havainnollisesti sanoen, suhteikko G° saadaan suhteikosta G “muuttamalla
jokainen G:n nuoli viivaksi”. Selvastikin, G® on verkko jos ja vain jos G on silmukaton.

Jos G on symmetrinen suhteikko, niin G* = G.

Suhteikkoja ja verkkoja esiintyy mitd moninaisimmissa yhteyksissé ja usein kéy-
tetdan eri yhteyksiin havainnollisesti liittyvaa sanastoa ylla esitetyn sanaston ase-
mesta. Esimerkiksi jokaiseen avaruuden R® monitahokkaaseen liittyy verkko, jonka
pisteina ovat tahokkaan kdrjet ja viivoina tahokkaan sdrmat. Pyramidiin, kuutioon
ja sddnnolliseen 12-tahokkaaseen (eli dodekaedriin) liittyvét verkot ovat seuraavan
kaltaisia:

86 1. JOHDANTO.

Muissa yhteyksissd voidaan puhua esimerkiksi suhteikon pisteiden ja nuolten
asemasta tiloista ja siirtymista, verkossa vierekkéin olevien pisteiden voidaan sanoa
olevan toistensa maapureita jne.

Annamme nyt esimerkin suhteikkojen kaytosta “kaytannon tilanteessa”.

Esimerkki Kahdella henkil6lld on kahdeksan litran vetoinen ruukku tdynné viinia.
Liséksi heilld on kaksi tyhjaa ruukkua, viiden ja kolmen litran vetoiset. Onko heidan
mahdollista jakaa viini keskeni&n tasan kun kiytettdvissd ei ole muita mittausvéali-
neitd kuin kyseiset kolme ruukkua (ainoa “sallittu” mittaustoimenpide on siis kaataa
viinid ruukusta A ruukkuun B yli laikyttdmatta siten, etta joko ruukku A tyhjenee

tai ruukku B tulee tayteen)?

Ratkaisu: Merkitsemme lukukolmikolla zyz tilannetta, jossa kahdeksan litran ruu-
kussa on z litraa viinié, viiden litran ruukussa on y litraa ja kolmen litran ruukussa z
litraa. Alkutilanne on siis 800. Alkutilanteesta padsee sallituilla mittaustoimenpiteil-
la tilanteisiin 350 ja 503. Tilanteesta 350 paasee takaisin alkutilanteeseen 800 ja lisak-
si tilanteisiin 323 ja 053; tilanteesta 503 paasee tilanteisiin 800, 530 ja 053. Voisim-
me kirjata muistiin mahdolliset siirtymat tilanteesta toiseen “seuraajaluetteloiden”
avulla, mutta saamme paljon havainnollisemman kuvan siirtymien kokonaisuudesta
piirtdmaélla kaavion, jossa kahden eri tilanteen valilla on nuoli, mikali ensimmaisesta
paasee toiseen sallitulla mittaustoimenpiteelld; kaavio yksinkertaistuu huomattavasti
kun piirramme sen vaiheittain alkamalla alkutilanteesta ja jattamalla pois sellaiset
nuolet, jotka vievit “takaisinpdin” (eli viimeisessi vaiheessa saavutetusta tilantees-
ta sellaiseen tilanteeseen, johon oli jo péidsty jossain aikaisemmassa vaiheessa). Jos
aloitamme kaavion piirtdmisen sivun vasemmasta laidasta ja sijoitamme uudet tilan-
teet vanhojen oikealle puolen, niin voimme jattda nuolten suunnat merkitsematta ja

paadymme seuraavan nakoiseen kaavioon.

350 1323 620 602 1152 143 " 440 |

800

503 F—1530 F— 233 1251 — 701 F—{ 710 — 413 ]
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Luku III. Suhteikot ja verkot 89

Kuviot ovat kaikkein havainnollisin tapa esittda “pienid” suhteikkoja mutta jos
pisteitd ja nuolia on paljon, tulee kuvioista usein sekavia, eikd niistd ole enda hyo-
tyd. Tastd syystd suhteikkoja esitetdan myoOs muilla tavoin, esimerkiksi suhteikon
relaation matriisin, eli suhteikon “yhteysmatriisin”, avulla (katso Luvun I harjoi-
tustehtévit 3 ja 4). Yksinkertaisimman esitystavan tarjoavat nk. seuraajaluettelot,
joissa luetellaan, jokaiselle suhteikon G = (X, R) pisteelle z, kaikki pisteen = seuraa-

jat Gissi, toisin sanoen, kaikki joukon R{z} alkiot.

IIT 1.7 Esimerkki Edellisen esimerkin verkko G3 esitettyné seuraajaluetteloiden

avulla:

~[~.

p.n n| mlo pl Log
m| n ol np ql p

Mainitsemme lopuksi, ettd useissa sovellutuksissa joudutaan suhteikkojen ase-
masta tarkastelemaan niin kutsuttuja “painotettuja suhteikkoja”: painotettu suh-
teikko on pari (X, f), missd X on joukko ja f on joukolla X x X mééritelty reaa-
liarvoinen kuvaus. Suhteikko (X, R) voidaan esitt&é painotettuna suhteikkona (X, f)
asettamalla f(z, z) = L kun (2, 2) € Rja f(z,z) = 0 kun (2, z) ¢ R. My0s niin kutsu-
tut “monisuhteikot” ja “moniverkot”, joissa kahden pisteen vililld voi olla useampia

nuolia tai viivoja, voidaan esittdd painotettuina suhteikkoina.

2. PISTEIDEN ASTEET.

Olkoon G = (X, R) suhteikko ja olkoon z G'n piste. T&lldin on voimassa R{z} =
{ € X :722 C R} ja Rz} = {# € X : 2 C R}. Lukua |R{z}|, eli pisteeseen
r saapuvien G:n nuolten lukumaéaéraé, merkitaan dé (z):114 ja sitd kutsutaan pisteen
x tuloasteeksi suhteikossa G. Lukua ‘Rfl{z}‘, eli pisteestd x lahtevien G nuolten
lukuméaraa, merkitddn dg (z):118 ja sitd kutsutaan pisteen z ldhtdasteeksi suhteikossa

G.

90 2. PISTEIDEN ASTEET.

Esimerkkejé (a) Olkoon f kuvaus X — Y. Merkitdén F:114 suhteikkoa (X UY, f).
Tallin jokaisella € X on voimassa dp(x) = 1. Kuvaus f on injektio jos ja vain
jos jokaisella y € Y on voimassa d;(y) <1 ja f on surjektio jos ja vain jos jokaisella

y € Y on voimassa djf(y) > 1.

(b) Seuraavan suhteikon G pisteelle a on voimassa dg;(a) = 1 ja dg(a) = 2 ja pisteelle
d on voimassa d(d) = 3 ja dg(d) = 0; suhteikon H pisteelle o on voimassa dj;(0) = 1
ja dg(o) =2

G

Merkitsemme ng:114 suhteikon G nuolten lukumddrad eli lukua |Ng| = {72 : T2 C R}|.

H

Koska kaikille z, 2 € X on voimassa 72 = {(z, )}, niin niiemme, etti ng = |R|.

Luku ng voidaan myos esittdd G:n pisteiden asteiden avulla.

III 2.1 Lemma Suhteikolle G = (X, R) on voimassa

ng = Z di(z) = Z dg(z)

zeX reX

Todistus. Edelld totesimme olevan voimassa ng = |R|. Toisaalta pitee, ettd R =
Usex {2} x R{z}) = Uyex (R™Hz} x {z}) ja tastd seuraa, ettéd on voimassa |R| =
Yoex [B{z} = Ypex [RHa}| eli |R] = Yoo x db(@) = Xpex dg' (). O

Johdamme nyt yhtalon verkon viivojen lukuméaralle. Kun G on verkko, niin
merkitsemme vg:114 verkon G viivojen lukuméiria eli lukua |Vg|.

Maiérittelemme verkon G = (X, R) pisteen = asteen dg(x) seuraavasti:
dg(z) =|{z € X : 7z C R}|.
Luku dg(z) ilmoittaa siis niiden G:n viivojen lukuméirén, joilla on piste = yhtena
paana.
Teemme myo0s seuraavan sopimuksen: jos z on joku “piste”, joka ei kuulu jouk-

koon Pg, niin asetamme dg(z) = 0.
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Luku III. Suhteikot ja verkot 93

Sanomme verkon olevan parillisasteinen, mikali sen jokainen piste on parillisas-
teinen ja paritonasteinen, mikali sen jokainen piste on paritonasteinen. Korollaarin
IIT 2.4 tuloksesta seuraa, etta paritonasteisessa verkossa on parillinen méara pisteita.

Panemme lopuksi merkille, etté erds luvussa 1.4 esitetty laatikkoperiaatteen so-

vellutus voidaan tulkita verkon pisteiden asteita koskevana tuloksena.

IIT 2.5 Lemma Olkoon G verkko, jossa on ainakin kaksi pistettd. Téalloin G:ssid on

kaksi eri pistettd x ja z, joille on voimassa dg(x) = dg(2).

Todistus. Esimerkki IT 1.6(a) O

3. YHTENAISYYS.

Sovellustenkin kannalta on usein tarkeaté tietdd, “jakautuuko” annettu suhteik-
ko tai verkko useampaan “erilliseen osaan” vai onko se “yhtendinen”. Esimerkiksi,
kun kaupungissa suunnitellaan seuraavan kesan katutoitd, on varmistettava, ettei
missddn vaiheessa synny tilannetta, jossa joku alue jaisi eristyksiin. Tarkastelemme
tasséd luvussa suhteikkojen yhtendisyyttd “jakautumattomuuden” kannalta ja seuraa-
vassa luvussa silta kannalta, miten suhteikon pisteesta “padsee” toiseen “siirtymalla
nuolia pitkin”.

Olkoon G suhteikko, olkoon P joukon Pg osajoukko ja olkoon 72 € Ng G:n
nuoli. Jos € P ja z € P, niin sanomme, etti 2 on nuoli joukossa P. Jos x € P
ja z ¢ P, niin sanomme, ettd TZ on nuoli joukosta P. Jos taas x ¢ P ja z € P, niin

sanomme, ettd T2 on nuoli joukkoon P.

IIT 3.1 Maaritelma Suhteikko G on yhtendinen, jos jokaisella Pg:n epatyhjalla,
aidolla osajoukolla P, G:ssé on joko nuoli P:hen tai nuoli P:sta.
G on vahvasti yhtendinen, jos jokaisella Pg:n epatyhjélla, aidolla osajoukolla P,

G':ssd on nuoli P:hen ja nuoli P:sta.

III 3.2 Esimerkkeja (a) Alla kuvatuista suhteikoista, Gy on vahvasti yhtenéinen,

Gy on yhtendinen muttei vahvasti yhtenéinen ja G ei ole yhtendinen.

Ik—ir

l‘——ll

94 3. YHTENAISYYS.

(b) Edelliset suhteikot ovat niin yksinkertaisia, ettd niistd nikyy ensi silméykselld,
ovatko ne yhteniisid vai epdyhteniisia. Monimutkaisempien suhteikkojen ja verkko-
jen tapauksessa voi usein olla vaikeaa osoittaa yhtendisyys tai epayhtendisyys. Seu-
raavassa vasemmalla kuvatusta verkosta ei aivan heti nde, onko verkko yhtendinen
vai ei; oikealla puolella olevasta saman verkon esityksesta nakyy, etta verkko ei ole

yhtendinen.

—o

I
ﬁ}

|
R

Jos suhteikko ei ole yhtendinen, niin sanomme sen olevan epdyhtendinen.

Jos G on symmetrinen suhteikko, niin jokaisella Z2 € Ng on voimassa z& € Ng;
tassd tapauksessa on selvad, ettd (G on yhtendinen jos ja vain jos G on vahvasti
yhtendinen; lisiksi, G on yhtendinen jos ja vain jos jokaisella joukon Pg epatyhjal-
14, aidolla osajoukolla P on olemassa G:n viiva, jonka toinen paitepiste on joukon
P ja toinen joukon Pg N\ P alkio (téllaisen viivan sanotaan olevan joukkojen P ja
P \ P vdlinen viiva). Osoitetaan nyt, ettd yleisen suhteikon G tapauksessa, G:n

yhtenaisyytta voidaan luonnehtia G:ta vastaavan symmetrisen suhteikon G* avulla.

IIT 3.3 Lause Seuraavat ehdot ovat keskenaan yhtapitavia suhteikolle G':
A. G on yhtendinen.
B. G*® on yhtendinen.

C. G?® on vahvasti yhtendinen.

Todistus. Koska G* on symmetrinen suhteikko, niin ehdot B ja C ovat keskendan
yhtapitavét.

A=B: Koska Pg = Pgs ja Ng C Ngs, niin suhteikon G* yhtendisyys seuraa suh-
teikon G' yhtendisyydesta.

B=—=-A: Oletetaan, ettd G* on yhteniinen. Osoitetaan, ettd talloin myos G on yhte-
nainen. Olkoon P joukon Pg epatyhji, aito osajoukko. Koska Pg: = Pg ja G*° on

yhteniinen, niin on olemassa G*:n nuoli 72, joka on joko nuoli P:sté tai nuoli P:hen;
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Luku III. Suhteikot ja verkot 97

Y14 olevan lauseen nojalla suhteikon G piste - on tésmélleen yhden G:n (vahvas-
ti) yhtenfisen komponentin piste; kyseistd komponenttia kutsutaan pisteen = (vah-

vasti) yhtendiseksi komponentiksi suhteikossa G.

III 3.9 Esimerkkejé (a) Esimerkin IIT 3.2(a) suhteikko G'» on yhtendinen, joten
silld on vain yksi yhtendinen komponentti, nimittain G2. Verkolla G2 on kaksi vah-
vasti yhtendistd komponenttia, sisemman nelion pisteiden virittdma alisuhteikko ja
ulomman nelion pisteiden virittama alisuhteikko.

(b) Esimerkin IIT 3.2(b) verkon oikeanpuoleisesta esityksestd nékee helposti, ettd
kyseisella verkolla on kaksi yhtenaista komponenttia, mustien pisteiden joukon virit-
tadma aliverkko ja harmaiden pisteiden joukon virittdma aliverkko.

(b)Alla vasemmalla kuvatun verkon pisteiden a ja s yhtendiset komponentit ovat

Osoitamme vield, ettd suhteikon G yhtenéisten komponenttien nuolten ja viivo-

seuraavat:

jen joukot “jakavat” G:n vastaavat joukot.

IIT 3.10 Lause Olkoon G suhteikko ja olkoon K G:n kaikkien yhtenaisten kom-
pouenttien joukko. Télléin perhe {Ny : H € K} on joukon Ng ositus ja perhe
{Vy : H € K} on joukon Vg ositus.

Todistus. Jokaisella 72 € Ng, G:n alisuhteikko Kz, jonka pistejoukkona on {z, z}
ja nuolten joukkona {ﬁ}, on yhtendinen. Liséksijokaiselle G:n alisuhteikolle J pétee,
ettd, T2 € Ny jos ja vain jos Kz < J. Lemman III 3.7 tuloksesta seuraa niin ollen,
ettd on olemassa tismilleen yksi H € K, jolle on voimassa T2 € Ng.

Viivoja koskeva tulos todistetaan samalla lailla, tarkastelemalla nyt G:n alisuh-

teikkoja Kz, joilla on pistejoukkona {z,z} ja nuolten joukkona {7%,z7}. O

Edellisessa todistuksessa esiintyvit G:n alisuhteikot K7z ovat vahvasti yhtenaisia

ja téten Lemman IIT 3.7 tuloksesta seuraa, ettd myds perhe {Vy : H on G:n vahvasti

98 3. YHTENAISYYS.

yhtenéiinen komponentti} on joukon Vg ositus. Vastaava tulos ei pide nuolten ta-
pauksessa, kuten ndemme tarkastelemalla edellisessd todistuksessa esiintyvad, muo-
toa K33 olevaa suhteikkoa: taman vahvasti yhtendiset komponentit ovat alisuhteikot
({z},0) ja ({2},0), eikii nuoli T2 ole kummankaan komponentin nuoli. My&skiin Esi-
merkin IIT 3.2(a) suhteikossa G2 ulommasta sisempéén neli6én vievé nuoli ei kuulu
kumpaankaan G:n vahvasti yhtendiseen komponenttiin.

Voimme panna merkille, ettd jos H ja J ovat suhteikon G yhtenéisia kompo-
nentteja ja H # J, niin Lauseiden 11T 3.8 ja III 3.10 sekd Lemman III 3.5 tuloksista
seuraa, ettd (:ssd ei ole nuolta, jonka toinen péadtepiste olisi joukossa Py ja toinen
joukossa Pj.

Jos G on verkko, niin jokainen G:n yhtendinen komponentti on Lemman III
3.5 nojalla verkko ja nain ollen, Lauseen III 3.3 nojalla, vahvasti yhtenainen; tas-
ta seuraa, ettd verkon tapauksessa yhteniiset komponentit ovat vahvasti yhtenaisia
komponentteja ja kddntaen.

Esitdmme lopuksi erdan pisteiden ja viivojen lukumaéria koskevan epéayhtalon,
joka pétee kaikille yhteniisille verkoille. Epayhtalon todistuksessa kdytamme hyviksi

seuraavaa aputulosta.

IIT 3.11 Lemma Olkoon H sellainen &arellinen kokoelma epétyhjia suhteikkoja,
ettd suhteikko \/ H on yhtenéinen. Télloin voidaan kirjoittaa H = {H; : i € [n]}

siten, etta jokaisella 1 < i <n on voimassa Py, N Py, # 0 jollain j < i.

Todistus. Merkitdén n = |H| ja G = \/H. Jos n = 0, niin ei ole mitdén todis-
tamista. Jos n = 1, niin kirjoittamalla H = {H;} saadaan H:lle vaadittu esitys.
Oletetaan, ettd n > 1. Valitaan Hj:ksi mielivaltainen kokoelman # jasen ja osoi-
tetaan, ettd suhteikot Hs, ..., H, voidaan valita rekursiivisesti niin, ettd jokaisella
i=2,..,n on voimassa 1° H; ¢ {H; : 1 < j < i} ja 2° Py, N U;;ll Py, # 0. Olkoon
k € [n] sellainen luku, ettd k& > 1 ja suhteikot H;, i € [k — 1] on jo valittu niin, etta
ehdot 1° ja 2° toteutuvat jokaisella 1 < ¢ < k. Osoitetaan, ettd Hj voidaan valita
niin, et ehdot 1° ja 2° toteutuvat imn arvolla k. Merkitdéin P = (Ji_} Py,. Jos
P = Pg, niin jokaisella H € H on voimassa Py N P # (), joten Hy:ksi voidaan téssi
tapauksessa valita miké tahansa kokoelman H ~ {Hj : j < k} suhteikko. Oletetaan,
ettd P # Pg. Talloin § # P & Pg, joten suhteikon G yhtendisyyden nojalla G:ssé

on nuoli 77 joukkoon P tai joukosta P. Pannaan merkille, etti 77 ei ole milliin
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Luku III. Suhteikot ja verkot 101

Olkoon Z = (zg, ..., zn) kulku suhteikossa G. Sanomme kulun Z:n osajonon
(2i_1,;), missé i € [n], olevan kulun Z i:s askel. Sanomme Z:n olevan n-askeleinen
kulku ja sanomme myos, ettd n on kulun Z pituus. Jokaisella ¢ € [n], G:ssid on

nuoli Z;_17; ja sanomme Z:n kulkevan pitkin nuolta T;—1Z; i:nnelli askeleellaan;

jos G:ssi on nuolen T; 1 lisdksi nuoli Z;@;—1, niin tilldin G:ssi on viiva T;—1x; ja

sanomme Z:n kulkevan, paitsi pitkin nuolta ;_17;, my®s pitkin viivaa T;_17; i:nnelld
askeleellaan.

Olkoon Z = (zg, -.., T,) kulku suhteikossa G. Té&lloin merkitsemme P(Z):114 jou-
kon Pg osajoukkoa {z,...,z,}, N(Z):1lid joukon Ng osajoukkoa {ZoZi, ..., Tno12y }
ja V(z):114 joukon Vg osajoukkoa {ZoZ1, ..., Tn_1Zn} N Vg.

Huomaamme, ettd kun z on suhteikon G piste, niin ylld annettujen mééritel-
mien nojalla jono (z) on kulku (tdsméllisemmin sanoen, O-askeleinen kierros) G:ssé.
Kululle (z) patee, etta P((z)) = {z} ja N((z)) = V((z)) = 0. Kulkuja (z), = € Pg,
sekd “tyhjad kulkua” () kutsumme G:n triviaaleiksi kuluiksi, koska ne eivit anna
mitidn tietoa G:n rakenteesta; muita G:n kulkuja kutsumme epdtriviaaleiksi.

Olkoot Z = (zg, ..., Zn) ja § = (Yo,---, Ym) kulkuja suhteikossa G. Jos z,, = yo,
niin sanomme, ettd Z ja y ovat perdakkaisid kulkuja ja talloin maarittelemme kulun
T*x Y = (20,--y Zn+m) asettamalla z; = z; jokaisella 0 < i < n ja z; = y;—, jokaisella
n < 1 < n+m. Panemme merkille, etta kulun z x i askelten lukumaara on kulkujen

T ja y askelten lukumédrien summa.

Esimerkki Useissa lautapeleissa, kuten esimerkiksi “Afrikan tahdessd”, pelaaja
suorittaa perakkaisid kulkuja pelilaudan méaraaméassa verkossa tai suhteikossa; pe-
laaja heittda kunkin pelivuoronsa alussa yhté tai useampaa noppaa ja tamén jalkeen
héan saa tehdi pelinappulallaan peliverkossa tai -suhteikossa jonkun sellaisen kulun,
jonka alkupiste on edelliselld vuorolla suoritetun kulun loppupiste ja jonka askelten

lukumaéra on heitettyjen noppien silmélukujen summa.
Suoraan maéadaritelmistd saamme seuraavat tulokset.

IIT 4.1 Lemma (a) Jos & ja § ovat perdkkéisid kulkuja suhteikossa G, niin on
voimassa P(zxy) = P(Z) UP(y), N(z*xy) = N(Z)UN(y) jaV(zxy) = V(Z)UV(y).
(b) Olkoot z, i ja z kulkuja suhteikossa G. Jos kulut T ja § ovat perikkaisid ja kulut
y ja z ovat perakkaisid, niin kulut T x y ja z ovat perdkkaisia ja kulut T ja y x zZ ovat

perikkéisid ja on voimassa (Zxy)*z =T x (§xZ).

102 4. KULKU SUHTEIKOSSA.

(c) Jos & = (xq,...,xy) on (yksinkertainen) kierros suhteikossa G ja 0 < k < n, niin
¥y = (Tk, ..., Tn) * (To, ..., T) on pisteestd xy, ldhtevd (yksinkertainen) kierros G:ssa.
Lisiiksi pitee, ettd P(y) = P(z), N(g) = N(z) ja V(y) = V().

Lemman (b) kohdan nojalla voidaan lausekkeista (Z x §) x Z ja T x (§ * Z) jattaa
sulut pois ja merkitd kyseisten lausekkeiden madrittdméaa kulkua yksinkertaisesti
Txy*z:114; tastd seuraa edelleen, ettd myos merkinnédt ZxyxzZxu, T*xYyxZx U0, jne.,
maaraavat yksikasitteisesti kulkuja kunhan vain vaaditut perdkkaisyysehdot péatevéit
lausekkeissa esiintyville kuluille Z, g, jne.

Osoitamme seuraavaksi, ettd jokainen kulku “sisaltaa” yksinkertaisen kulun al-

kupisteestéd loppupisteeseensi. Todistetaan ensin erds aputulos.

IIT 4.2 Lemma Olkoon 7 kulku suhteikossa G. Jos kulku % ei ole yksinkertainen,
niin se voidaan esittaa muodossa Z * i % U, missa y on epatriviaali yksinkertainen

kierros.

Todistus. Olkoon Z = (o, ..., ;). Oletetaan, ettid T ei ole yksinkertainen. Pannaan
merkille, ettd talloin joukko K = {(i,j) : 0 < i < j < nja z; = x;} on epityhja.
Asrellisessi epétyhjissi lukujoukossa {j—1:(i,j) € K} on pienin luku; merkitdin
téatd lukua m:lla. Valitaan joukosta K sellainen alkio (k, 1), ettd [ —k = m. Merkitain
zZ=(xo,y s ), § = (Tpy -, 21) ja 0 = (T, ..., &p,). Talloin on voimassa T = Z x § * 0.
Kulku 7 on kierros, koska xj, = x; ja kierros § on epitriviaali, koska sen askelten
lukuméaéra on | — k = m > 1. Lisédksi kierros y on yksinkertainen, koska muussa
tapauksessa 10ydettiisiin sellainen joukon K alkio (4, j), etti olisi voimassa k < i <
j<lja(i,j)# (k,1); talloin olisi voimassa j — i < | — k = m, ristiriidassa luvun m

minimaalisuuden kanssa. O
Esimerkki Edelld esiintynyt kulku (s, a,,p, p,u, a, k, a,u, p, p, i, a, s) ei ole yksin-
kertainen ja sille 10ytyy kolme edellisen lemman mukaista esitysta:

(S7a7i7p)*(p’p)*(p'u7a" k:',a”u',p7p7i',a’s)7

(s,a,i,p,p,u,a)* (a,k,a) % (a,u,p,p,i,a,s) ja
(S7aﬂi7p‘,p',u7a",kﬂa’ﬂu’p)*(pﬂp)*(p‘ri’a7s)'

IIT 4.3 Lemma Olkoot x ja y suhteikon G pisteita. Jos G:ssa on kulku pisteesta x

pisteeseen y, niin G':ssa on yksinkertainen kulku pisteesti x pisteeseen y.
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Luku III. Suhteikot ja verkot 105

Todistus. Mainitut kaksi joukkoa yhtyvat Lemman IIT 4.4 nojalla. Merkitsemme

kyseistd joukkoa A:lla ja merkitsemme
K = {Z : T on pisteestd x 1ahteva kierros G:ssi}.

Lemmojen 4.1(c) ja 4.4 nojalla on voimassa A = (¢ P(Z). Merkitsemme jokaisella
z € K, H(z):1ld sitd G'n alisuhteikkoa, joka madrdytyy ehdoista Py s = P(Z) ja
Nz = N(%) ja panemme merkille, ettd H(Z) on edellisen lauseen nojalla vahvasti
yhtendinen. Merkitsemme % = {H(z) : £ € K}. Koska jokaisella H € H on
voimassa ¢ € Py, niin Lemman IIT 3.6 tuloksesta seuraa, ettd suhteikko \/ H on
vahvasti yhtendinen. Koska suhteikko \/ H on G:n vahvasti yhteniinen alisuhteikko,
jolle patee, ettéd P\/H = Upen Pr = Uzex P(Z) = A, niin myds Am virittdmi G:n
alisuhteikko J on vahvasti yhtenainen.

Olkoon C pisteen = vahvasti yhtendinen komponentti suhteikossa G. Koska
z € A = Py, niin Lemman III 3.7 nojalla on voimassa J < C; taten on voimassa
A = Pj C Pg. Toisaalta, koska C' on vahvasti yhtenainen, niin Lauseesta 111 4.5
seuraa, ettd Po C A. Edella esitetyn nojalla patee, ettd Po = A; tastd seuraa

Lemman IIT 3.5 nojalla, ettd C' = J. O

Esimerkki Alla suhteikossa G1 voidaan mistd tahansa pisteestd kulkea mihin ta-
hansa muuhun pisteeseen ja G; on siis vahvasti yhtendinen. Suhteikot G5 ja G3
eiviit ole vahvasti yhtenéisié: suhteikossa G5 on jokaisesta ulomman nelitn pisteesté
kulku jokaiseen muuhun suhteikon pisteeseen, mutta mistddn sisemmaén nelion pis-
teesta ei ole kulkua mihinkdan ulomman nelion pisteeseen; Gg:ssa puolestaan ei ole
yhtaan kulkua jommankumman nelion pisteesta toisen nelion pisteeseen. Seka Ga:ssa
ettd G3:ssa on samat vahvasti yhtendiset komponentit, jotka ovat Gg:n esityksessa

nakyvat kaksi “erillista osaa”.

Ik—ir

l‘——ll

G G G

Suhteikon yhtendisyyttd ei voida luontevasti karakterisoida suhteikon kulkujen

avulla, mutta niiden avulla voidaan antaa erditd riittévia ehtoja yhteniisyydelle.

106 4. KULKU SUHTEIKOSSA.

Maaritelma Suhteikon G piste z on G:n juuri, mikali z:std on kulku jokaiseen

muuhun G:n pisteeseen.

Lauseen III 4.5 nojalla suhteikko G on vahvasti yhtendinen jos ja vain jos jokainen

G:n piste on G:n juuri; G:n yhtenaisyydelle riittaa pelkka yhden juuren olemassaolo.
Lause Jos suhteikolla on juuri, niin suhteikko on yhtendinen.

Todistus. Olkoon a suhteikon G juuri ja olkoon joukolle P voimassa ) # P & Pg.
Tilloin on olemassa sellaiset G:n pisteet y ja z, ettd y € P ja z ¢ P. Koska a on G:n
juuri, niin G:ssé on sellaiset kulut, (yo, ..., yn) ja (20, ..., 2k), ettd yo = z0 = a, yp =y
ja zp = 2.

Oletetaan, ettd a € P. Tilloin zg = a € P ja z;, = z ¢ P, joten 16ytyy sellainen
i € [k], ettd z,_; € P ja z; ¢ P; nyt Zi—1Z, on nuoli G:ssi joukosta P. Vastaavasti,
jos a ¢ P, niin 18ytyy sellainen j € [n], ettd y;_1 ¢ P ja y; € P; tdssi tapauksessa

yj,lyj’- on nuoli G:ssa joukkoon P. On osoitettu, ettd G on yhtendinen. O
Panemme merkille, etta aikaisempien tulosten nojalla saamme seuraavan lauseen.

IIT 4.6 Lause Merkitadn J:lla suhteikon G juurten joukkoa. Talloin G:ssa ei ole
nuolta joukkoon J. Jos J # 0, niin joukon J virittimi G:n alisuhteikko on G:n

vahvasti yhtenidinen komponentti.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki Edellisen esimerkin suhteikon G2 juurten joukko koostuu “ulomman
nelion” pisteistd ja “ulompi neli6” on toinen Ga:n kahdesta vahvasti yhteniisesta

komponentista.

Tarkastelemme nyt kulkuja verkoissa. Jos (o, ..., ) on kulku verkossa G, niin
jokaisella i € [n] G:ssd on nuoli ;17 ja titen myds nuoli Z;z;—1; téstd seuraa,
ettd myos jono (zp, ..., o) on kulku verkossa G ja tistd puolestaan seuraa, ettd jono
(0, ey Tn) * (Tny ..., To) on kierros verkossa G. Edellisen nojalla verkon G pisteille z
ja y patee, etta G:ssi on kulku pisteesti o pisteeseen y jos ja vain jos G:ssa on kulku
pisteestd y pisteeseen x.

Edella tehtyjen huomioiden ja Lauseen III 4.5 avulla voimme johtaa verkon G

yhteniisyydelle seuraavat luonnehdinnat.
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Luku III. Suhteikot ja verkot 109

Harjoitustehtava. Osoita, ettd ylla kuvatussa verkossa on Hamiltonin kierros.

“Hamiltonin kulkuja” oli kuitenkin erilaisissa konkreettisissa yhteyksissa tarkas-
teltu jo paljon ennen Hamiltonia. Esimerkiksi erdat ikivanhat shakkipelin eri nappu-
loiden liikkeisiin liityvat ongelmat voidaan palauttaa Hamiltonin kulkujen etsimiseen

nappuloiden siirtojen maaraamista verkoista.

Esimerkki Tarkastelemme jalleen shakkipelin kuninkaaseen ja hevoseen liittyvia
verkkoja (katso Esimerkkia IIT 2.5):

K H

On triviaalia, ettd verkossa K on Hamiltonin kulku ja lukija voi aivan helpos-
ti my0s 10ytad K:sta Hamiltonin kierroksen. Paljon mielenkiintoisempi ongelma on
se, onko verkossa H Hamiltonin kulkua tai kierrosta. Taméa ongelma on ikivanha,
mutta se tunnetaan kuitenkin usein “Eulerin ongelman” nimelld, koska suuri 1700—
luvun matemaatikko Leonard Euler oli ensimmainen, joka tarkasteli ongelmaa mate-
maattiselta kannalta; han julkaisi siita kirjoitelman “Ratkaisu eradseen kiinnostavaan
ongelmaan, jonka tutkiminen niyttadd mahdottomalta”.

My0s verkossa H on Hamiltonin kierros. Hamiltonin kulkua verkossa H kutsu-
taan “ratsun marssiksi”. NA&itd ratsun marsseja on l6ytynyt tuhansia ja kiinnosta-
vimpia ovat sellaiset, joilla on joitakin sadannonmukaisuusominaisuuksia. Lukija voi
helposti itsekin konstruoida ratsun marsseja valitsemalla aloitusruudun mielivaltai-
sesti ja soveltamalla sen jilkeen joka askeleella nk. Warnsdorfin sdéntoa: seuraavaksi
siirrytaédn sellaiseen ruutuun, josta on pienin mahdollinen maéara siirtoja “vapaisiin”
ruutuihin; sddntd voi tosin joskus (harvoin) johtaa umpikujaan, mutta yleensi se

toimii halutulla tavalla.

110 5. HAMILTONIN KULUT.

Seuraavassa kuvassa on vasemmalla esitetty yksi (Warnsdorfin sdénnon avulla
konstruoitu) ratsun marssi piirtdmélla kulun askelina olevat viivat nikyviin; kuva ei
madrad “kulkusuuntaa”, mutta valitsemalla “l&dhtopiste” saadaan viivoja seuraamalla
maaratyksi ratsun marssi. Keskella on esitetty yksi ratsun marssi numeroimalla shak-
kilaudan ruudut ratsun kulun méaaraamassa jarjestyksessd; taméan marssin on 10yta-
nyt viime vuosisadan venaldinen shakinpelaaja Janisch ja silla on se hAmmastyttava
lisdiominaisuus, ettd ruutujen numerointi antaa “puolittaisen taikanelion”: jokaisen
vaakarivin numeroiden summa on sama luku (260) ja jokaisen pystyrivin numeroiden
summa on sama luku (260); ei ole tunnettua, onko olemassa sellaista ratsun marssia,
joka antaisi “oikean” taikanelién (jolloin myds kummankin pddhalkaisijan numeroiden
summa on sama “maaginen” luku 260). Alla oikealla on esitetty Janischin keksimén
marssin kulku piirtamalla sen maaraamat viivat nakyviin; tasta esityksesta nakee,
ettd marssilla on “puolimaagisuuden” lisiksi muitakin sddnnonmukaisuus— ja sym-

metriaominaisuuksia.

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
61 229 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20 41 54 29
594 45 8 53 32 17 42
6 47 2 57 44 19 30 55
3 585 46 31 56 43 18

Jos Z on Hamiltonin kulku suhteikossa G, niin Z on my6s Hamiltonin kulku suh-
teikossa G*; tastd seuraa, ettd suhteikko G* on yhtendinen ja niain muodoin, Lauseen
IIT 3.3 nojalla, suhteikko G on yhteniinen. Toisaalta, jos Z on G:n Hamiltonin kier-
ros, niin Lauseen III 4.5 tuloksesta seuraa, ettd G on vahvasti yhtendinen. Vahva

yhtenaisyyskaan ei ole riittava ehto Hamiltonin kulun olemassaololle.

III 5.2 Esimerkkejd (a) Alla kuvattu verkko on yhteniinen ja tdten vahvasti
yhtendinen, mutta siind ei ole Hamiltonin kulkua, koska jokainen kulku, joka kay

kaikissa verkon pisteisséd, kay ainakin kaksi kertaa verkon “keskipisteessa” d.



*[2] wo oxpsnol waptaystd exyuol ‘osyrojyns wouTy

-[opA®) sera e[[eayIo Rl IT37 ONI0A N}JRANY B[[BUIIISLA TO BSSRANY BSSPARRINAG
"RSSTRY "} WONIOA TOUYIOUWOST U0 X 37 ONHIDA TUITH ‘u = | | sol ‘um1IseA[pg
"UN] BRIUDOT BA}}OUUOTAT wrRlophey N 3 u esstw [y orjoszep X7 eqmoquuds
eI ‘Y o oxsnoloystd exuol ‘eoxsioa eistEpAey, {fi £ 'y 2 fi‘z : fiz} wo
oyynol ueloAlA u:x) urnu ‘ y uo oyynologsid 1) uoyIoA uosippA®R) sol eojonu v)sre)

—IOYUISYA UIAAY UO ‘OY}I0A WO YOl ‘OyqIyns usul[[opARY) I1[d 0%yLo0 uau)japhn,j,

"gfi ronu tey fiz onu oxol uo ess:H

unu /i # @ sol ‘O > fitx e[[nres] [[eNIW ‘uau))aplivy U0 ) ONHLIYNS BUIRILICRIA]

*9[[O[OBSSLWISO UN[NY UTUOI[TWRH O[d BARIIILI SRId JAU URRIOUUY
‘T TeA B[N UTUOJ[TWRH BSSOYIOIYNS BSSNJOUTR ONUO BR)JIA[OS UTISIRITOA R[[IAR
woprol ‘efouririode  ejreqyoyes),, WeRIIUT RIoUUN) URRHSOAU I jAuL)A0[ o[0 1o elojyo
RIAR)IILI B[ RIWIO)JRUIR)[RA RISIRIONUISYA RIINUIL ‘D[[O[ORSSRUWI[O UN[NY UIUO)[IWRH
©[091[9 BIAR))TLI RISTR)IONUISYA USSI[[999T[TLS RINOW B[[AY URRISUUNT, "BNY[ILY UTUO TR

BSSOYIOA BSSNJIUTR TR BSSONIONNS BSSNjoUTR OYUO B[[ojeed BRAYTRA WO BSUIA]X

“ejgney] Wopragstd W:x) TOTSHTes BNy T0A £)
BSSONIDA T[T USUTRIIONUISHA URRYIW 19119 ‘RRINGS RISISI[[OPd UllU ‘g = |g| Bl ¢ = |y/|
BSSRUITIOA UO BYSO3] "B[[OPYA URRIUIONION URRISISIO) ©I0Id JRATOA JRIRRWNN] UIPIOI[R
{gow:u>}el{y > 'w:u> 1} uslogynol vyjo ‘woarepo vemos vise) el g > 1!z
<= } O “r essewioA WO [u] S 1 epsIol unu ‘ess:;H nymy uo (“r ¢ 0xr) = T sof
©190 ‘BRINOS B)SL) 1RSSIH) UIRNNIIOTA 9]0 ©1109std g UONNOl Iss[es] UeLIIUL LYIRALD ©Ssir)
UTRYHOIIA [0 ©)109sId |7 WONNO[ TSYeY URENIIUT JRAIN)0 ‘O[I{IOW UeRUUR] “R[[:g
V¥ N\ O eoxpnol ueersjrour e[ e[[:y RoxNO[ wea)std WopIIA wopreu ure)IsjIow elfou uo

9)se uoplol ‘8}101s1d ISITA UO £) BSSONIIA "RB[[:£) CONNIOA BISIOSAY URRIINION nstexrey

‘LNTAM NINOLTINVH G 48}

"RNIY[IY] UTTOHTUTRE] 9]0 BSSONIOA BSSTJRANY B[[€ 19319 ‘e[[euTe)

-}10S0 T IOUIISd UIUOUTO) B)S0)ARY TIOS URRIOUUY BSSTN[I)SLIR) BSSTAAIITI] UTY I[N
uruojruey ueurtod[e0)lAey utesn uo A[ajjerd £17914ey eSSD{IoUWIse ®ssosIPPH ()
ennY

UTUO)TUIRE] R][O T0A 10 , Ff BSSONIDA RSSRAK)I] UATTIS U “BNINNI RISTON[RA ()¢ B eNINNI
RRISIW Z¢ UO BSSONNPNNI ©ssA19IsIdA) essnjeany| B[4 eysoy ‘(jeures ®AR)[O ISI[O
UALIRRUINYN] UM ‘SOLIONY ISI[0 N[N S0[) R[[OPYA WRRIUIONION URR]SISIO) BIOIO JRAISIOA
JRIRRTINNN] T[MJNNT WIS B[ To)SION[RA UITT ‘T[N UTHOYTUTR IST[O ,[J BSSONIoA
sol ‘moje], *e[[OIIIs e[osTes{ol NNJYIeA ITeA UNPNNI BSSONNNI] UOSOASY :nSTes)eyq
"RISSTRUI UISOADY] J[O BSSONNPNILT BSSA0)

-s1d£y 10190 ‘ToOURS UISIO] ‘BNY[NY UTUOJIWRE S[0 ,[f BSSONIOA 10110 ‘URRIINI0S()

1, H ROYNIoAT[R I
TONIOA TRUIRRIRRUL UOPIONNII] UISOADY LRUIR}JLIIA TONNPNNT UA)9)sTdA) weure) uee[o)

-sex{Te) el enjnnrewiny e)sTeye)ses 1Syey BISONNPNNI Uepne[speys ueeja)siod (q)

111 jo3y104 [ JoyIOYyNG IT[ NYNT




Luku III. Suhteikot ja verkot 113

9 6

, {) Y
X SIALA N
erQee: ¥ ,

X\

\!

1\'.".’ )’4‘}6?
6 <] Y
pvé%g’ﬁﬁuﬁiﬂ 4

On triviaalia, ettd taydellisessd verkossa on Hamiltonin kulku. Osoitetaan nyt,
ettd myds jokaisessa taydellisessd suhteikossa on Hamiltonin kulku. Todistetaan ensin

erds aputulos.

III 5.3 Lemma Olkoon G tdydellinen suhteikko, olkoon T = (xy, ..., ) kulku G:ssé
Jja olkoon u sellainen G:n piste, joka ei kuulu joukkoon P(z). Télloin on olemassa
sellainen 0 < j < n+ 1, ettd jono Z = (2o, ..., Zny1), Missé z; = x; kun 1 < j, zj = u

ja z; = xi_y kun i > j, on kulku suhteikossa G.

Todistus. Jos G:ssi on nuoli #Z{, niin voimme valita j = 0 ja jos G:ssid on nuoli
Znt, niin voimme valita j = n + 1.

Oletamme, ettei G:ssé. ole nuolta uZg eiké nuolta Z,#%. Koska G on tiydellinen,
niin G:ssi on tilldin nuolet To# ja Ux,. Merkitseme k:lli epityhjin joukon A = {i e
[n] : 778 € Ng} suurinta lukua ja panemme merkille, etti 1 < k < n. Osoitamme,
ettd luvulla j = k + 1 on lemmassa vaadittu ominaisuus. Maééarittelemme jonon z
kuten lemmassa. Koska 1 < j < n +1 ja koska jono (zo, ..., &) on kulku G:ssi, niin
niemme, ettii jono z on kulku G:ssii, mikili Gissii on nuolet T;-1% ja uZj. Koska
j—1=kjake A, G:ssi on nuoli m]ﬂl Luvun £ maksimaalisuudesta seuraa, etta
kE+1¢ Aelij ¢ A Titen G:ssé ei ole nuolta Z;%; tistii seuraa G:n tiydellisyyden

nojalla, etté G:ssé on nuoli 4z;. O
IIT 5.4 Lause Jokaisessa taydellisessi suhteikossa on Hamiltonin kulku.

Todistus. Olkoon G téydellinen suhteikko. Merkitsemme n:lla suurinta lukua &,

jolla on olemassa sellainen kulku z = (z,...z;) suhteikossa G, ettd |P(z)| = k;

114 5. HAMILTONIN KULUT.
panemme merkille, ettd 0 < n < |Pg|. Olkoon z = (zo,...,zy) sellainen kulku
G:sséi, ettd |P(Z)| = n. Osoitamme, ettd P(Z) = Pg. Teemme vastaviitteen: on

olemassa u € Pg \ P(z). Edellisen lemman nojalla on olemassa sellainen kulku
Z = (20, .-, Zn41) Giss, ettd P(z) = P(z) U {u}. Koska |P(Z)| = n ja u ¢ P(Z), on
voimassa |P(Z)| = n 4+ 1. Tama4 on ristiriidassa luvun n maksimaalisuuden kanssa.
Téaten vastaviite on véird ja on voimassa P(Z) = Pg. Koska |P(Z)| = n, niin kulku

T on yksinkertainen; nain ollen Z on Hamiltonin kulku. O

Jos (o, ..., ) on Hamiltonin kulku suhteikossa G, niin piste zy on selvistikin

suhteikon G juuri. Taten saamme seuraavan tuloksen.
Korollaari Jokaisella epatyhjilla tdydellisella suhteikolla on juuri.

Harjoitustehtava. Etsi Hamiltonin kulku edella kuvatusta seitseman pisteen tay-

dellisestéd suhteikosta. Onko suhteikossa Hamiltonin kierrosta?

Taydellisessad suhteikossa ei ole valttamattd Hamiltonin kierrosta, kuten néh-
ddédn esimerkiksi tarkastelemalla suhteikkoa H: Py = {1,2} ja Ny = {ﬁ} Edelld
totesimme, ettd valttdmaton ehto Hamiltonin kierroksen olemassaololle on suhtei-
kon vahva yhtendisyys; osoitamme nyt, ettd tAma valttamaton ehto on taydellisen

suhteikon tapauksessa myos riittava.

11T 5.5 Lause Taydellisessa suhteikossa on Hamiltonin kierros jos ja vain jos suh-

teikko on vahvasti yhtendinen.

Todistus. Olkoon H vahvasti yhtendinen tdydellinen suhteikko. Osoitamme, ettd
H:ssa on Hamiltonin kierros. Tyhja jono on tyhjan suhteikon Hamiltonin kierros,
joten voimme olettaa, ettd H on epatyhja suhteikko. Téalloin H:ssa on ainakin nolla—
askelisia yksinkertaisia kierroksia (z). Panemme merkille, etté jos Z on yksinkertainen
kierros H:ssa, niin Z:n askelten lukumaéara on korkeintaan sama kuin H:n pisteiden lu-
kumaéiird; tistd seuraa, ettéi H:ssa on sellainen yksinkertainen kierros z = (2o, ..., 2m),
ettd jokaisen muun H:n yksinkertaisen kierroksen askelten lukumaééra on korkeintaan
m. Osoitamme, ettd z on Hamiltonin kierros eli ettd P(z) = Pg.

Teemme vastaviitteen: P(2Z) # Pg. Merkitsemme P = Py \ P(Z). Talléin
0 # P & Py. Tarkastelemme kahta eri tapausta:
Tapaus 1°. Oletamme, ettd on olemassa sellainen joukon P piste p ja sellaiset joukon

P(z) pisteet x ja y, ettd x # y ja H:ssa on nuolet 7p ja py. Lemman IIT 4.1(c)
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III 5.8 Korollaari Verkossa G on Hamiltonin kierros, mikéli |Pg| > 2 ja jokaisella

z € Pg on voimassa dg(z) > %pg.

Edellisten tulosten nojalla voimme péaételld, ettd alla olevista verkoista 16ytyy

Hamiltonin kierrokset:

8 9
9 11
10
12
X WV
N\ />
K\ SR
Ay}v 2 g ‘A
4‘ A‘; 1 1
IS
SRAV
NAVANLY,
? 2
5 3
4 3

Harjoitustehtava. Etsi ylla kuvatuista verkoista Hamiltonin kierrokset.

HARJOITUSTEHTAVIA Lukuun III

1. Osoita, etta verkot

Y w

eivit ole keskendin isomorfiset.

2. Osoita, ettd verkot

<> A
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eivit ole keskendin isomorfiset.

3. Perustele kohdissa a) ja b) miksi annetut kaksi verkkoa eivit ole keskendén isomorfiset.

(a)

4. Olkoon S suhteikko, jolla on seuraajaluettelo
a:bcf c:bdf e:def
b:adf d:e f:
Etsi S:n relaation matriisi sekd transitiivinen sulkeuma (katso tehtavia I 3 ja I
10).

5. Piirra verkko, jolla on seuraajaluettelo
a:bfgi d:ce g:acj j:ghi
b:ac e:dfhi h:cej
c:bdgh f:ae i:aej

[Ohje: a,b,c,d,e,f reunalle, j keskelle.]

6. Etsi suhteikon S:
a:e c:b e:d g:b
b:cf d:ae f: g
yhtendiset komponentit.

7. Olkoon S suhteikko, jolla on seuraajaluettelo:

a:ae b:c c:bh d:d e:g
fi g:b h:eh i:df

Etsi S:n vahvasti yhteniiset komponentit.

8. Verkko G on kaksijakoinen jos joukolla Pg on sellainen esitys Pg = A U B, etteivit
mitkadn kaksi joukon A pistettd ole vierekkdin G:ssid eivitkd mitkddn kaksi joukon
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Jos £ on dérellinen perhe joukkoja, niin merkitdan G 114 sitd verkkoa, jonka pisteiden
joukkona on £ ja jonka viivojen joukko koostuu niisté viivoista AB, missi A, B € L,
A # B ja AN B # B; téllaista verkkoa G, kutsutaan joukkoverkoksi.

Osoita, ettd jokainen verkko on isomorfinen jonkun joukkoverkon kanssa.

[Ohje: Tarkastele joukkoja, jotka koostuvat niistd verkon viivoista, joilla on annettu
verkon piste toisena paitepisteeni.]

Laske seuraavan verkon viivojen lukuméara:

NSNS
SIS
ACTARCIA

% X2 %
g

90 96 9P 9O 9O ¢ 0 9
A P o P PSP PR
XIS XL IIILILILILILILX

> >

Ikosaedri on sd@nnoéllinen monitahokas, jonka tahkoina on ¢ = 20 tasasivuista kolmiota.
Miké on ikosaedrin sdrmien lukuméaira s? (Tarkastele verkkoa, jonka pisteind ovat
tahkot ja viivat vastaavat sdrmii.)

Miké on ikosaedrin karkien lukuméird k, kun Eulerin kaavan (katso Luvun V harjoi-
tustehtdvid 17) nojalla on k — s + ¢ = 2, ja montako sarmié kohtaa toisensa samassa
kérjessa?

Verkko G on sddnndllinen, mikali kaikilla z,y € Pg on voimassa dg(z) = dg(y). Jos
G on sddnnollinen verkko, jonka jokaisen pisteen aste on k, niin sanotaan, ettd G' on
k—sddnndllinen verkko.

Osoita, ettd jos on olemassa epityhja n—pisteinen k—sdannoéllinen verkko, niin k < n ja
jompikumpi luvuista n tai k£ on parillinen.

Osoita, ettii jos G on n—pisteinen k-siinnéllinen verkko, niin G:n komplementti G on
n — k — 1-sdanndllinen.

Olkoon n parillinen. Osoita, ettd on olemassa n—pisteinen 1-sadadnnollinen verkko; nayta
lisiksi, ettd verkko on yhtenéinen vain tapauksessa n = 2.

Verkko G on rengasverkko, jos G:ssi on sellainen yksinkertaisen kierros (zo,...,Zn),
ettd n > 2 ja Vg = {T;Tix1 : 1 = 0,...,n — 1}. Néyta, ettd jokainen rengasverkko on
2—saannollinen.

Osoita, ettd kun n on parillinen, niin liittdAmalld sopivasti yhteen kaksi rengasverkkoa
saadaan yhtendinen n—pisteinen 3—saannéllinen verkko.

Seuraavissa tehtévissi osoitetaan, ettd edellisen tehtévén (a)-kohdan vilttamaton ehto
“k < m ja luku nk on parillinen” on my6s riittdva ehto sille, ettid on olemassa n—
pisteinen k sddnnollinen verkko, missd k > 1 (tapaus k = 1 on késitelty edellisen
tehtavan (c)-kohdassa).

Osoita, ettd n-pisteinen 2k-siddnnéllinen verkko Gy, of, missi 0 < 2k < n, voidaan
konstruoida seuraavasti: méarittele joukon [n] pisteille p ja g “etdisyys” p(p,q):la
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26.

27.

28.

29.

ottamalla p(p, ¢):ksi pienempi luvuista |p — ¢| ja n — |p — q|; pane merkille, ettd jos
0<i< %n, niin jokaisella p € [n], joukossa [n] on tdsmailleen kaksi alkiota, joiden
p—etdisyys pistd on i; valitse verkon G, o pisteiden joukoksi P ja viivojen joukoksi
{Pg:p,q € P,p+#qjap(p,q) <k}

Pane merkille, ettd jos luku n on parillinen, niin edellisessa tehtavissa tarkastellulla
joukon [n] etdisyysfunktiolla p on seuraava ominaisuus: jokaisella p € P, joukossa
[n] on tasmilleen yksi alkio, jonka p-etdisyys p:std on %n Olkoon n parillinen, k
pariton ja 1 < k < n. Osoita, ettd n—pisteinen k—sidannollinen verkko G, i voidaan
konsruoida lisidmélld edellisessd tehtédvissé konstruoituun verkkoon Gy, 1 viivat pg,

missd p,q € P ja p(p,q) = %n

Osoita kahden edellisen tehtdvin avulla, ettéd jos luonnollisille luvuille n ja k patee, ettd
1 < k < n ja luku nk on parillinen, niin talléin on olemassa yhtendinen n—pisteinen
k—sddnnollinen verkko.

Seuraavassa on kuvattu muutamia saannéllisia verkkoja, jotka on konstruoitu edellisissa
tehtdvissd kuvatulla menetelmalla:

A S

7 NS

Verkon G vdritysluku eli kromaattinen luku on pienin lukumaara “vareja”, joilla voidaan
“varittdd” G:n pisteet siten, ettd mitkaan kaksi samanvéristd pistetta ei ole vierekkéin
G:ssi. Tatd lukua merkitddn X(G):114.

Osoita, ettd verkko on kaksijakoinen (kts tehtdva 8) jos ja vain jos sen véritysluku on
korkeintaan kaksi.

Maérita seuraavien verkkojen varitysluvut.

<A
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Luku III. Suhteikot ja verkot 125

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

. Viereinen kuva esittda suhteikkoa G:

Merkitadn J:11d suhteikkoa, jonka pisteind ovat luvut 2,3,4,...,50 ja pisteiden n ja k
valilla on nuoli nk jos ja vain jos luku n jakaa luvun k. Maarita pisteiden 2,13 ja 41
yhteniiset ja vahvasti yhtendiset komponentit suhteikossa .J.

(a) Anna esimerkki yhtendisestd nelipisteisestd verkosta, jolla on yhtendinen komple-
mentti.
(b) Néyta, ettd kohdan (a) verkko on isomorfinen komplementtinsa kanssa.

Osoita, ettd epdyhtendisen verkon komplementti on yhtendinen.

Osoita, ettd verkko G on yhtendinen, mikéli

vg > %(pc - 1)(pg —2) -

[Ohje: kiyta edellisen tehtdvin tulosta.]
Osoita, ettd verkko G ei ole kaksijakoinen, mikéli

2
PG
v —_— .
G>4

Osoita, ettd jos G on verkko, jossa on n pistettd, m viivaa ja k komponenttia, niin

m>n—k.

Kulkuetdisyys pg suhteikossa G mairitelladn pisteille z,y € Pg seuraavasti: jos G:ssi
ei ole kulkua pisteestd z pisteeseen y, niin asetetaan pg(z,y) = 0o; muussa tapauksessa
valitaan pg(z,y):ksi pienin niistd luvuista n € N, joilla suhteikossa G on n—askeleinen
kulku pisteesti z pisteeseen y.

(a) Osoita, ettd vahvasti yhtendisen suhteikon kulkuetiisyys toteuttaa harjoitustehta-
véassa I 23 maaritellyn metriikan ominaisuuden 1° seké kolmioepayhtalon.

(b) Osoita, ettd G:n kulkuetdisyys on metriikka jos ja vain jos G on yhteniinen ja
symmetrinen.

(Yhtenéisen ja symmetrisen suhteikon G
tapauksessa puhutaan G kulkumetriikasta).

Suhteikko G on selvisti yhtendinen.
Onko G vahvasti yhtendinen?
Maérita pisteiden a, b ja c

viliset kulkuetiisyydet G:ssi.
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50.

51.

53.

54.

55.

56.

Olkoon A adrellinen joukko. Méirittele sellainen yhtendinen verkko G, ettd G:n pistei-
den joukko on P(A) ja kulkumetriikka pg joukossa P(A) on sama kuin harjoitusteh-
tavissd I 23 tarkasteltu joukon P(A) metriikka da .

Osoita, ettd edellisessd tehtdvissd madritellyssia verkossa G on Hamiltonin kierros ja
johda Hamiltonin kierroksen olemassaolosta se tulos (Lemma II 2.5), ettd joukolla A
on sama méadra parillisalkioisia osajoukkoja kuin paritonalkioisia osajoukkoja.

. Olkoon By n-bittijonojen joukko (eli Bn, = {0,1}"). Méaéritelladn verkko B, valitse-

malla Py, = Bp ja sopimalla, ettd kun z,y € By, niin 7y € Vi, jos ja vain jos z ja y
ovat eri jonoja, mutta ne eroavat toisistaan vain yhden bitin kohdalla. Kun y € By,
niin joukko {z € By : p, (z,y) < k} on verkon B, k-sdteinen pallo. Kuinka monta
1-séiteisti palloa tarvitaan verkon By, kaikkien pisteiden peittimiseen?

Gray-koodi on sellainen lukujen 0,1, ...,2" — 1 esitys n-bittijonoina, jossa kahta periik-
kiistd lukua vastaavat jonot eroavat toisistaan vain yhdelld bitilla.

(a) Tulkitse lukujen 0,1, ...,2" — 1 Gray—koodi Hamiltonin kulkuna edellisen tehtévin
verkossa B, .

(b) Etsi verkosta Bs Hamiltonin kulku ja esité vastaava Gray-koodi.

Etsi Hamiltonin kulut seuraavista tdydellisistd suhteikoista. Loytyyko kummastakaan
suhteikosta Hamiltonin kierrosta? Jos 10ytyy, niin etsi sellainen.

6 7

Madritellddn suhteikko S asettamalla Pg = [10] (= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) ja
Ns={zg:2z,y €[10], (z —y)(x —y+1) > 20,z #2 -y ja y#2-z}. Niyti, ettd
(a) S on vahvasti yhtenéinen;

(b) S:ssé ei ole Hamiltonin kierrosta.

Edelld on osoitettu, etté jokaisella epatyhjalla tdydelliselld suhteikolla on juuri. Nayta,
ettd vahvempikin tulos pitee: jokaisessa epityhjissd tidydellisessd suhteikossa S on
sellainen piste, josta on korkeintaan kaksi askeleinen kulku mihin tahansa muuhun
suhteikon pisteeseen.

[Ohje: valitse piste, jolla on maksimaalinen lihto6aste. ]
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LUKU IV

Verkon renkaat

1. RENKAIDEN OLEMASSAOLO.

Olemme jo kéyttianeet kulkuja ja kierroksia verkkojen yhteniisyyden ja erdiden
muiden ominaisuuksien tutkimisessa. Nyt maéaritelladn kierrosten avulla renkaan
késite ja tarkastellaan renkaiden olemassaoloa. Téssa jaksossa kasitelladn niita verk-
koja, joilla on paljon renkaita ja seuraavassa jaksossa niitd verkkoja, nk. puita, joilla

ei ole laisinkaan renkaita.

Maaritelma Olkoon G verkko ja olkoon W joukko G:n viivoja. Joukko W on G:n
rengas, jos on olemassa sellainen yksinkertainen kierros & = (o, ..., z,) G:ssi, ettd
n>2jaW=V(z).

Toisinaan kutsumme 3-renkaita kolmioiksi ja 4-renkaita nelioiksi.
Esimerkkejé (a) “Renkaan” kiisitteessd on pohjalla geometrisluontoisia ideoita: tar-
kastellaan verkon sisdltamié kolmioita, neli6ité, viisi- ja kuusikulmioita jne. Esimer-

kiksi verkosta Kg 10ytyy seuraavannakoisia, viivajoukkoja:

(b) “Neliét”, “viisikulmiot” jne. eivét kuitenkaan aina muistuta geometrisid vakio-

mallejansa ja toisinaan niiden tunnistaminen verkosta voi olla vaikeaa:

130 1. RENKAIDEN OLEMASSAOLO.

(c) Jos pg > 2 ja jos z on Hamiltonin kierros verkossa G, niin joukko V(z) on G'n
rengas. Taten esimerkiksi edellisessé luvussa kuvattu “ratsun puolimaaginen marssi”
maarittadd erddn renkaan shakkipelin hevosen liikkeiden maaradamassa verkossa H.

Seuraavassa on kuvattu kolme yksinkertaisempaa rengasta verkossa H.

Yksinkertainen kierros (zo, ..., z,), missi n < 2, on joko muotoa (z) (tapaus
n = 0) tai muotoa (z,y,x) (tapaus n = 2); titen edellisessii midritelmissi asetettu

«

ehto “n > 2”7 sulkee pois tyhjin viivajoukon sekd muotoa {v}, missi v € Vi, olevat
joukot verkon G renkaiden joukosta.

Myo6hemmin tarvitsemme seuraavaa yksinkertaista huomiota: jos joukko W on
verkon G aliverkon H rengas, niin talloin W on myos G:n rengas.

Yhtenéisen verkon tapauksessa voimme antaa yksinkertainen luonnehdinnan niil-
le verkon viivoille, jotka kuuluvat johonkin verkon renkaaseen.

Otamme kiyttoon seuraavan merkinndn: kun G on verkko ja v € Vi, niin
merkitsemme G — v:1la sitd G:n aliverkkoa, joka méaaraytyy ehdoista Pg_, = Pg ja

Va—o = Vg \ {v} eli sité verkkoa, jonka saamme poistamalla G:std viivan v.

IV 1.1 Lause Yhtenaisen verkon G viiva v kuuluu johonkin G:n renkaaseen jos ja

vain jos verkko G — v on yhtendinen.

Todistus. Olkoot a ja b viivan v paatepisteet.

Valttamdattomyys. Oletamme, ettd v kuuluu johonkin G:n renkaaseen. Té&llGin on
olemassa sellainen yksinkertainen kierros (zo, ..., x,) G:ssi, ettd n > 2, z9 = a ja
1 = b. Merkitsemme & = (21, ..., T,) ja Z = (@, ..., £1) ja panemme merkille, etta T
on kulku verkossa G — v b:std a:han ja z on kulku G — v:ssé a:sta b:hen. Osoitamme
nyt verkon G — v yhtendisyyden Lauseen III 4.7 avulla nayttdmalla, ettd kaikilla

verkon G — v pisteilld p ja ¢, verkossa G' — v on kulku p:std ¢g:hun. Olkoot siis p ja ¢
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ja tésti seuraisi ristiriita oletuksen vg > pg kanssa. Olkoon i € [n] sellainen, etti
vg, > pu,. Talloin on voimassa vy, > pm, ja pH; < Pa—v = Pa, joten induktio
oletuksen nojalla verkolla H; on rengas R. Selvistikin R on myds verkon G rengas.

O

IV 1.4 Korollaari Olkoon G epityhja verkko, jonka jokaisen pisteen aste on suu-

rempi kuin yksi. Talloin G:1la on rengas.

Todistus. Koska jokaiselle 2 € Pg piitee, ettd dg(z) > 2, niin Lauseen 2.2.3 nojalla

on voimassa

2-vg = Z dg(z) > Z 2=2-|Pg|=2 pg-
T€Pg z€Pg

Naéin ollen on voimassa vg > pg ja Lauseen IV 1.9 nojalla G:1ld on rengas. ]
Naytamme vield, etta edellista tulosta on mahdollista hieman vahvistaa.

IV 1.5 Korollaari Olkoon G verkko, jossa on ainakin kaksi pistettd. Oletetaan,
ettd on olemassa sellainen a € Pg, etta jokaisen muun G:n pisteen aste on suurempi

kuin yksi. Té&lloin G:1l& on rengas.

Todistus. Tarkastelemme kahta eri tapausta.

Oletamme aluksi, ettd a on G:n eristetty piste. Merkitsemme G’:lla joukon
P ~ {a} virittdimaa G:n aliverkkoa. Koska a on G:n eristetty piste, niin jokaisella
b € Pg \ {a} on voimassa dg' (b) = dg(b). Néiin ollen epétyhjin verkon G’ jokaisen
pisteen aste on suurempi kuin yksi. Korollaarin IV 1.4 nojalla verkossa G’ on rengas
W. Joukko W on myos verkon G rengas.

Oletamme seuraavaksi, ettd a ei ole G:n eristetty piste. Talldin on voimassa
dg(a) > 1. Koska jokaiselle z € Pg \ {a} pitee, ettd dg(z) > 2, niin Lauseen IIT 2.3

nojalla on voimassa

2-vg= Y do(x)>1+ >  2=1+2-[Pg~{a}[=2-pc—1.
z€Pq z€EPg~{a}

Néin ollen on voimassa vg > pg — %; tastd seuraa, koska vg on kokonaisluku, etta

on voimassa vg > pg. Lauseen IV 1.3 nojalla G:11a on rengas. O

134 2. RENKAISTOT.

2. RENKAISTOT.

IV 2.1 Maaritelma Olkoon G verkko. Joukon Vg osajoukko W on G:n renkaisto,
jos on olemassa sellainen erillinen perhe R G:n renkaita, ettd W = [JR.

Merkitsemme verkon G kaikkien renkaistojen muodostamaa perhetta symbolilla

R(G).

Huomaamme, ettd annetun maaritelman nojalla seké tyhja viivajoukko etta jo-
kainen G:n rengas on G':n renkaisto.
Seuraavat kuvat esittdvat erdita renkaistoja shakkipelin hevosen liikkeisiin liit-

tyvassa verkossa H:

Olkoon G verkko ja olkoon W joukon Vi osajoukko. Merkitsemme Py :lla jouk-
koa {z € Pg : Ty € W jollain y € Pg}. Talléin on olemassa verkon G aliverkko H,
joka maaraytyy ehdoista Py = Pw ja Vg = W; kutsumme verkkoa H joukon W
virittamaksi G :n aliverkoksi.

Voimme panna merkille, etta viivajoukon virittdmassa verkossa ei koskaan ole
eristettyja pisteita.

Seuraavassa luonnehdimme renkaistoja pisteiden asteiden avulla. Todistamme

ensin erddn aputuloksen.

IV 2.2 Lemma Olkoon H verkon renkaan virittama aliverkko. Taélloin jokaisella

2 € Py on voimassa dy(x) = 2.
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Koska ryhmén (P(Vg), A) neutraalialkio () on G:n renkaisto ja koska jokainen
ryhmén alkio on itsensd kaanteisalkio, niin Lauseen IV 2.5 tuloksesta seuraa, etta
joukko R(G) on ryhmén (P(Vg), A) aliryhmé. Ryhméé (R(G), A) kutsutaan verkon
G renkaistoryhmdaksi.

Lauseen IV 2.5 avulla voimme todistaa viela eraan luonnehdinnan renkaan ole-

massaololle verkossa. Todistamme ensin seuraavan apulauseen.

IV 2.6 Lemma Olkoot a ja b verkon G pisteiti, a # b ja olkoot T ja y yksinkertaisia
kulkuja G':ssé pisteesti a pisteeseen b. Télloin joukko V (Z)AV (y) on G:n renkaisto.

Todistus. Olkoon Z = (zo,...,Zn) ja § = (yo,...,yx). Tarkastellaan neljad eri ta-
pausta.

Tapaus 1 On voimassa ab € V(%) ja ab € V(7). T&lldin kulkujen 7 ja § yksinkertai-
suudesta seuraa, ettd on voimassa T = (a,b) = §j ja taten V(Z)AV (y) = 0.

Tapaus 2: On voimassa ab € V() ja ab ¢ V() . Tillsin £ = (a,b) ja kulku
Z = (Yo, ---» Uk» o) on yksinkertainen kierros G:ssi. Koska ab ¢ V (%), on voimassa
k > 1 ja tasta seuraa, ettd kulun z askelten lukumaara on suurempi kuin kaksi. Néin
ollen V() on G:n rengas. Lisiiksi on voimassa V(z) = V(z) UV (y) = V(Z)AV (3).
Tapaus 3: On voimassa ab € V(§) ja ab ¢ V(Z) . TAmi tapaus késitelliin aivan
samoin kuin Tapaus 2.

Tapaus 4: On voimassa ab ¢ V(z) ja ab ¢ V(y). Tillsin n > 1 ja k > 1. Merkitéiin
G":lla ehtojen Pgr = Pg ja Vg = Vg U {%} madraamai verkkoa. Kulut 7/ =
(Z0y ees Tny o) ja § = (Yo, -y Yk, Yo) Ovat yksinkertaisia kierroksia verkossa G’ ja
kummankin askelten lukuméird on suurempi kuin kaksi; titen U = V(Z') ja W =
V(y') ovat G':n renkaita. Lauseen IV 2.5 nojalla joukko UAW on G’:n renkaisto.
Koska U = V(z) U {ab} ja W = V() U {ab}, on voimassa UAW = V(Z)AV(%); niin
ollen joukko V(z)AV (y) on renkaisto. O

Luonnehdimme nyt renkaan olemassaoloa kulkujen avulla.

IV 2.7 Lause Verkossa G on rengas jos ja vain jos on olemassa sellaiset G:n pisteet
a ja b, ettd a # b ja G:ssa on ainakin kaksi eri yksinkertaista kulkua pisteesta a

pisteeseen b.

138 3. EULERIN KULUT.

Todistus. Valttamdattomyys. Renkaan olemassaolosta seuraa lauseessa mainitun eh-
don voimassaolo: jos nimittdin G:ssi on rengas, niin télloin G:ssi on yksinkertainen
kierros (o, ..., Tp), missd n > 2; téssi tapauksessa voidaan valita a = 1 ja b = zo,
jolloin (1, ..., x,) ja (z1, To) ovat kaksi eri yksinkertaista kulkua pisteesti a pisteeseen
b.

Riittdvyys. Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset G:n pisteet a ja b ja sellaiset G:n
yksinkertaiset kulut Z ja y pisteestd a pisteeseen b, etti a # b ja £ # y. Lemman
IV 2.6 nojalla joukko V(Z)AV(y) on G:n renkaisto. Lisiksi nihddén, koska Z ja i
ovat yksinkertaisia kulkuja a:sta b:hen ja Z # ¢, ettd V(Z) # V(§): jos vaikkapa & =
(Zoy oy Tn) ja § = (Yo, -, Y&) ja jos merkitddn j = max{i : (zo,...,x;) = (Yo, -, ¥i) }
niin t&lldin on voimassa j < n ja T, ;41 € V(Z) \ V(7). Edellisestd seuraa, etta

G:n renkaisto V(Z)AV () on epétyhjé; taten verkossa G on rengas. O

3. EULERIN KULUT.

Kuten edelld mainitsimme, ainakaan toistaiseksi ei ole 10ytynyt mitdan valtta-
mattomia ja riittavia ehtoja, joiden avulla voisi helposti paatelld onko annetussa
verkossa Hamiltonin kulkua vai ei. Tarkastelemme nyt kulkuja, jotka verkon pis-
teiden asemesta luettelevat yksinkertaisesti verkon viivat; tallaisia kulkuja kutsutaan
Eulerin kuluiksi. Osoitamme seuraavassa, ettd Eulerin kulkujen olemassaololle 16ytyy
luonnehdinta yksinkertaisella ehdolla, jonka voimassaolo on usein helposti tarkastet-

tavissa annetun verkon tapauksessa.

IV 3.1 Maaritelma Olkoon G verkko. Fulerin kulku verkossa G on sellainen kulku
(zo, ..., Tn) Gissi, etti jokainen G:in viiva esiintyy tdsmélleen yhden kerran jonossa
(T0Z1, ooy Tn1Tm)-

Jos Eulerin kulku (z, ..., ) on kierros, niin sanomme sen olevan Eulerin kierros.

Kulku z = (zg, ..., z,) verkossa G on titen Eulerin kulku G:ssi jos ja vain jos
seuraavat kaksi ehtoa toteutuvat:(1) kaikilla 0 < i < j < n on voimassa T; _1%; #
T1%5; (2) V(Z) = Va-

Koko verkkoteorian voi katsoa alkaneen v. 1736 ilmestyneesta artikkelista, jossa

L. Euler ratkaisi seuraavan nk. Konigsbergin siltojen ongelman.
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G:n aliverkkoa; tilloin Vi = V() ja Vk = V(z). Koska z on Eulerin kierros verkossa
G, niin § on Eulerin kierros verkossa H ja z on Eulerin kierros verkossa K. Koska
patee, ettd |Vg| = |[V(§)| < n = vg ja |Vk| = |V(Z)] < n = vg, niin induktio-
oletuksesta seuraa, ettd joukot Vg ja Vi ovat renkaistoja. Tastéa seuraa, koska Vg N

Vi = 0, ettd joukko Vg U Vg = Vg on renkaisto. O
Yhtenaisen verkon tapauksessa patee myos edellisen tuloksen kaénteistulos.

IV 3.4 Lemma Jos yhtenaisen verkon viivat muodostavat renkaiston, niin verkossa

on Eulerin kierros.

Todistus. Todistamme induktiolla luvun n suhteen, ettd jos yhtendisen verkon vii-
vojen joukko on n:n erillisen renkaan yhdiste, niin verkossa on Eulerin kierros. Viite
péitee triviaalisti tapauksissa n = 0 ja n = 1. Oletamme nyt, ettd n > 0 ja ettd
olemme jo todistaneet vaitteen niille yhtenéisille verkoille, joiden viivojen joukko on
n—1:n erillisen renkaan yhdiste. Olkoon G sellainen yhtenainen verkko, etta sen kaik-
kien viivojen joukolla on esitys Vg = |J W, missd W on erillinen perhe G:n renkaita ja
[W| = n. Todistamme viitteen verkolle G. Merkitsemme jokaisella W € W G(W):11a
renkaan W virittiméé G:n aliverkkoa; panemme merkille, ettd verkko G(W) on yh-
tendinen. On voimassa G = \/y, ¢y, G(W) ja téstd seuraa Lemman IIT 3.11 nojalla,
koska G on yhtendinen, ettd joukolla W on sellainen esitys W = {W; : i = 1, ..., n},
ettid jokaisella 1 < ¢ < n on voimassa Pgay,) N Pow,) # () jollain j < 4. Mer-
kitsemme G’ = \/?;11 G(W;). Verkko G’ on lemman IIT 3.12 nojalla yhtenéinen.
Induktio oletuksen nojalla verkossa G’ on Eulerin kierros = (z, ...., xg). Olkoon
luvulle j < n—1 ja G:n pisteelle p voimassa p € Pgw, )N Pe(w;)- Olkoon Z sellainen
yksinkertainen kierros verkossa G, etti W,, = V(Z); voimme olettaa, ettd z on pis-
teestd p lahteva kierros. Koska p € P(G(W;)) C Pg' = P(Z), on olemassa sellainen
luku [ < k.ettd z; = p. Nyt ndemme helposti, ettd jono (zo, ..., z;) * Z * (24, ..., Tx) on

Eulerin kierros verkosssa G. O

Seuraavassa lauseessa luonnehdimme sellaisia verkkoja, joissa ei ole eristettyja
pisteita ja joissa on Eulerin kulku. Eristettyjen pisteiden puuttumista koskeva rajoi-
tus ei ole kovin oleellinen, silld eristetyilla pisteilla ei ole merkitystd Eulerin kulun
olemassaololle: jos nimittdin G ja H ovat verkkoja, joille pétee, ettd Vg = Vi, niin

verkossa G on Eulerin kulku jos ja vain jos verkossa H on Eulerin kulku.

142 3. EULERIN KULUT.

IV 3.5 Lause Olkoon G verkko, jossa ei ole eristettyja pisteita. Talléin verkossa G

on Eulerin kierros jos ja vain jos G on yhtendinen ja parillisasteinen.

Todistus. Valttamdattomyys. Jos G:ssa on Eulerin kierros, niin G on Lemman IV 3.3
ja Korollaarin IV 2.4 nojalla parillisasteinen; koska G:ssi ei ole eristettyja pisteita,
niin Eulerin kierros kily jokaisessa G:n pisteessi ja G on tidten Lauseen III 4.7 nojalla
yhtendinen.

Riittavyys. Lemma IV 3.4 ja Korollaari IV 2.4. O

Luonnehdimme seuraavaksi niita eristettyja pisteita vailla olevia verkkoja, joissa

on sellainen Eulerin kulku, joka ei ole kierros.

IV 3.6 Lause Olkoon G verkko, jolla ei ole eristettyja pisteiti ja olkoot a ja b G:n
pisteitd, a # b. Télloin G:sséd on Eulerin kulku pisteesti a pisteeseen b jos ja vain jos
G on yhtendinen, pisteet a ja b ovat paritonasteisia ja kaikki muut G:n pisteet ovat

parillisasteisia.

Todistus. Kaytamme todistuksessa hyviksi seuraavaa konstruktiota: valitsemme
jonkun “pisteen” q, joka ei kuulu joukkoon Pg ja méirittelemme uuden verkon G’
asettamalla Pe = Pg U {q} ja Var = Vg U {aq, ¢b}. Panemme merkille, ettd koska
G:ssé el ole eristettyja pisteitd, niin myoskéain verkolla G’ ei ole eristettyja pisteita.
Valttamdattomyys. Oletamme, ettd verkossa G on sellainen Eulerin kulku z =
(zoy ey Ty), ettd zg = a ja z, = b. Ndemme helposti, ettd jono (q,xq, ..., Tn,q)
on Eulerin kierros verkossa G’. Nain ollen G’ Korollaarin IV 1.9 nojalla parillisastei-
nen. Jokaisella € Pg \ {zo,2,} on voimassa dg(z) = dg/(z), joten verkko G on
parillisasteinen pisteessi z. Toisaalta, jos y = g tal y = zy, niin dg(y) = der(y) — 1
ja téstd seuraa, ettd verkko G on paritonasteinen pisteessd y. Niin ollen verkossa
G on tasmalleen kaksi paritonasteista pistettd, nimittdin pisteet 9 = a ja z, = b.
Toisaalta, koska G:ssé ei ole eristettyja pisteitd, niin Eulerin kulku 7 kiy jokaisessa
G':n pisteessd. Lauseen III 4.7 nojalla verkko G' on yhtenéinen.

Riittavyys. Oletamme, ettd G on yhteniinen ja ettd a ja b ovat ainoat G:n paritonas-
teiset pisteet. Verkon G’ pisteen y aste midrdytyy seuraavasti. Jos y € Pg \ {a,b},
niin de/(y) = da(y). Jos y € {a,b}, niin dg'(y) = dag(y) +1. Jos y = ¢, niin
dg(y) = 2. Edellisen nojalla verkko G’ on parillisasteinen. Verkon G yhtendisyydes-

té seuraa, ettd myos verkko G’ on yhteniinen. Korollaarin IV 1.9 nojalla verkossa
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Luku IV. Verkon renkaat 145

Todistus. Koska G on yhtendinen, niin jokaisella y € Pg on olemassa kulku (zo, ..., zp)
pisteestd a pisteeseen y. Merkitddn jokaisella y € Pg, f(y):114 pienintd lukua n € N,

jolla G:ssé on n—askeleinen kulku a:sta y:hyn.

Jokaisella v € Vg valitaan nuoli m siten, ettd a,b, = v ja f(ay) < f(by)-
Tillsin suhteikko G, joka miiriytyy ehdoista Ps=PgjaNg= {szv) :v €Vg}, on
verkon G yksisuuntaistus.

Osoitetaan, etti a on suhteikon G juuri. Olkoon y G piste. Talloin y € Pg,
joten G:ssi on kulku (zo, ..., z,) a:sta y:hyn, missi n = f(y). Osoitetaan, etti
(o, ..., r,) on my6s kulku suhteikossa G. Tehdién vastaviite: on olemassa sellainen
i € [n], ettd Z;_17; ei ole suhteikon G nuoli. Koska 717 € Vg ja Tio1@ ¢ Ng,
niin Z;7-1 € Ng ja tista seuraa joukon Ng alkioiden valinnan nojalla, ettd on
voimassa f(z;) < f(zi—1). Koska (zg,...,z;—1) on i — 1  askeleinen kulku G:ssi
pisteestd a pisteeseen z;_1, niin on voimassa f(x;—1) <4 — 1. Néin ollen pitee, etté
f(z;) < f(wi—1) <i—1. Olkoon (yo, ..., yx) sellainen kulku G:ssd a:sta z;:hin, ettd
k = f(z;). Talldin on voimassa k = f(z;) < i — 1. Mutta nyt (Yo, ..., Yks Tit 1y -or Tn)
on kulku G':ssé a:sta y:hyn ja tdimén kulun askelten lukuméérd on k+ (n—i) < n—1;
tdmé on ristiriidassa sen kanssa, ettd n = f(y). Edellisen nojalla vastaviite on vaara

ja suhteikossa G on titen kulku (zo, ..., T,) pisteestd a pisteeseen y. O

Yleensd annetulla yhtenaiselld verkolla on useita eri yksisuuntaistuksia, joilla on

annettu verkon piste juurena.

IV 4.2 Esimerkki Alla molemmat oikealla puolella olevat suhteikot ovat vasem-

malla kuvatun verkon G yksisuuntaistuksia ja kummallakin on G':n piste ¢ juurena.

146 4. VERKON YKSISUUNTAISTUKSET.

Tietyissi kdytannon tilanteissa haluaisimme 16ytd4 annetulle (yhtendiselle) ver-
kolle G sellaisen yksisuuntaistuksen G, etti suhteikossa G voidaan kulkea misti ta-
hansa pisteestd mihin tahansa muuhun pisteeseen.

Néemme helposti ylla olevassa esimerkissa, etta jos G on sellainen G:n yksisuun-
taistus, jolla on piste ¢ juurena, niin G:ssi on oltava nuoli c¢; vastaavasti, jos G on
sellainen G:n yksisuuntaus, jolla on piste g juurena, niin G:ssé on oltava nuoli .
Emme siis voi yksisuuntaistaa verkkoa G siten, ettd seka a ettd g olisivat juuria.
Nain ollen mikdan G:n yksisuuntaistus ei ole vahvasti yhtendinen. Luonnehdimme

nyt niita verkkoja, joilla on vahvasti yhtenainen yksisuuntaistus.

IV 4.3 Maaritelma Verkko G on kahdesti yhtendainen, mikéli jokaisella v € Vg,

verkko G — v on yhtenédinen.
Lemman IV 1.2 nojalla saamme seuraavan tuloksen.

IV 4.4 Lause Verkko on kahdesti yhtendinen jos ja vain jos verkko on yhtenainen

ja sen jokainen viiva kuuluu johonkin renkaaseen.
Seuraava tulos antaa perustelun ylla kayttoonottamallemme nimitykselle.

IV 4.5 Lemma Verkko G on kahdesti yhtenainen jos ja vain jos jokaisella joukon
Pg aidolla, epétyhjilld osajoukolla P, verkossa G on ainakin kaksi viivaa joukkojen
P ja Pg ~\ P valilla.

Todistus. Harjoitustehtava. O

IV 4.6 Lause Verkolla on vahvasti yhtenainen yksisuuntaistus jos ja vain jos verkko

on kahdesti yhtendinen.

Todistus. Vilttamdttomyys. Oletamme, ettd verkolla G on vahvasti yhtendinen
yksisuuntaistus G. Osoitamme edellisen lemman avulla, ettd verkko G' on kahdesti
yhtendinen. Olkoon P joukon Pg epatyhja aito osajoukko. Koska G on vahvasti
yhtendinen, G:ssé on nuoli a_g joukkoon P ja nuoli c_d) joukosta P. Omn voimassa
% #* &)l ja tasta seuraa, koska G on yksisuuntainen, etté ab # cd. Koska G on G
yksisuuntaistus, niin ab ja cd ovat G:n viivoja; lisiksi kumpikin niistd viivoista on
joukkojen P ja Pg ~ P vélinen viiva. Olemme osoittaneet, ettd edellisen lemman

ehto toteutuu.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Osoita, ettd tdydellisen verkon Koy,41 kaikkien viivojen joukolle V' 16ytyy sellainen
esitys renkaistona: V = U?:I V(Z;), ettd kulut Z; ovat Koy,41:n Hamiltonin kierroksia.

Oletetaan, ettd tasoverkko G on esitetty yksinkertaisesti tasossa (katso Harjoitusteh-
tava III 38). Voidaan osoittaa, ettd esityksen janat jakavat tason adrellisen moneen
osaan, joista kullakin on janojen muodostama murtoviiva “reunana”; néistd osista yk-
si on rajoittamaton ja muut rajoitettuja. Kyseisid tason osia kutsutaan tasoverkon
alueiksi. Esimerkiksi alla kuvattu verkko jakaa tason rajoittamattomaan alueeseen A
seké rajoitettuihin alueisiin B,C,D,E,F ja G.

C A

A BFD - A
E

A

Osoita, ettd tasoverkon jokaista rajoitettua aluetta reunustavan murtoviivan sisilté-
mien janojen joukko (tarkemmin: néitd janoja vastaavien verkon viivojen joukko)
on verkon rengas. Osoita, ettd kaikki ndmi renkaat yhdessd virittdvat verkon ren-
kaistoryhmén (toisinsanoen, ettd jokainen verkon renkaisto voidaan esittdd muodossa
R1A - ARy, missid R;’t ovat alueiden reunoihin liittyvid renkaita). Osoita myds, ettd
naméi “reunarenkaat” ovat toisistaan riippumattomat siina mielessé, ettei mitaan niista
voida esittdd muiden reunarenkaiden symmetrisené erotuksena.

Dominopalikan kummassakin péédssd on 0 — 6 pistettd. Todista, ettd kaikki domino-
palikat (yksi kutakin tyyppid) voidaan sovittaa yhteen umpinaiseksi renkaaksi, jossa
palikoiden toisiaan koskettavissa pidissd on sama pisteluku. Onko tdméd mahdollista,
jos pisteitda on 0 — 57

Luonnehdimme edelld Eulerin kulun olemassaoloa vain verkkojen tapauksessa, mut-
ta tuloksilla on my06s vastineet yleisille suhteikoille. Olkoon S suhteikko ja olkoon
Z = (z0,...,zn) kulku suhteikossa S. Sanomme, ettd T on Eulerin kulku pitkin suh-
teikon S nuolia, mikili jokainen S:n nuoli esiintyy tdsmilleen yhden kerran jonossa
(Zoz 7...,957,74190"’); jos = on lisaksi kierros, niin sanomme, etta se on Eulerin kierros
pitkin suhteikon S nuolia.

Néyti, ettd eristettyji pisteitd vailla olevassa suhteikossa S on nuolia pitkin kulkeva
Eulerin kierros jos ja vain jos S on yhtenéinen ja dg’(z) = dg () jokaisella = € Ps.

[Ohje: muunna Lauseen IV 3.5 todistusta.]

Osoita edellisen tehtavan avulla, ettd jokaisessa yhteniisessd verkossa on nuolia pitkin
kulkeva Eulerin kierros.

Osoita, ettd jos S on eristettyjd pisteitd vailla oleva suhteikko, niin S:ssd on nuolia
pitkin kulkeva Eulerin kulku S:n pisteesti a S:n pisteeseen b, missi a # b, jos ja vain

HARJOITUSTEHTAVIA

18.

19.

20.

21.

22.

23.

jos S on yhteniinen, dg (a) = d;f(a) +1, d;(b) = dg (b)+1 ja jokaisella z € Ps {a,b}
on voimassa d;(z) =dg(z).
[Ohje: Tehtdvan 15 tulos ja Lauseen IV 3.7 todistus.]

Aseta 8 mnollaa ja 8 ykkoOstd renkaaksi niin, ettd jokainen yhdistelmé
0000, 0001,...,1111 esiintyy siind kerran. (Vihje: Nuolia pitkin kulkeva Eulerin kulku
suhteikossa, jonka pisteet ovat 000,001, ...,111.)

Olkoon S suhteikko, jolla on pistejoukkona [4] ja yhteysmatriisina
0

—= =0 O

1
0
1
0

= O O

1
0
0
Etsi S:lle a) nuolia pitkin kulkeva Eulerin kulku ja b) Hamiltonin kulku, mikali sellainen

kulku on olemassa.

Etsi seuraavassa kuvatuille verkoille vahvasti yhtenéiset yksisuuntaistukset.

B PO

Olkoon G verkko. Osoita Korollaarin III 2.4 avulla, ettd jos G ei jo valmiiksi ole
parillisasteinen, niin G voidaan tehdd parillisasteiseksi “lisidmalld yksi piste”, toisin
sanoen, on olemassa sellainen parillisasteinen verkko H, ettd P C Py, |Pg~\Pg| =1
ja G on joukon Pg virittdméa H:n aliverkko.

Osoita Eulerin Lauseen (IV 3.5) ja edellisen tehtdvin avulla, ettd jokaisella verkolla G
on sellainen yksisuuntaistus G, etté jokaisella € Pg on voimassa \dg(z) — dé(z)\ <1

Etsi edellisen tehtavan mukainen yksisuuntaistus seuraaville verkoille:

]
AVA
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Todistus. Koska G:ssi on jokaisella z € Pg kulku pisteestd z pisteeseen z, Lauseen
IIT 4.7 ja Lemman IIT 4.3 tuloksista seuraa, ettd G' on yhtendinen jos ja vain jos
kaikilla z,y € Pg, missa x # y, G:ssa on ainakin yksi yksinkertainen kulku pisteesta
z pisteeseen y. Toisaalta, Lauseen IV 2.7 nojalla, G on renkaaton jos ja vain jos
kaikilla z,y € Pg, missi © # y, G:ssi on korkeintaan yksi yksinkertainen kulku
pisteestd x pisteeseen y. Nain ollen G on yhteniinen ja renkaaton jos ja vain jos

lauseen ehto on voimassa. O

Annamme seuraavaksi luonnehdinnat puille “minimaalisina yhtendisinad verk-
koina” ja “maksimaalisina renkaattomina verkkoina”. Otamme kiytt6on seuraavat
nimitykset. Olkoot G' ja H verkkoja. Jos on voimassa Pg = Py ja Vg & Vg, niin
sanomme, ettd H on saatu lisdiamalld G:hen viivoja tai ettd G on saatu poistamalla

H:sta viivoja.

V 1.7 Lause Seuraavat ehdot ovat keskenaan yhtapitavat verkolle G':

A. G on puu.

B. G on yhtenainen, mutta jokainen verkko, joka on saatu poistamalla G:sta viivoja,
on epayhtendinen.

C. G on renkaaton, mutta jokaisella verkolla, joka on saatu lisddmélld G:hen viivoja,

on rengas.

Todistus. A=—B ja A=—=C: Oletetaan, ettd G on puu. Té&ll6in G on yhtendinen
ja renkaaton ja Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa yhtilé vg = pg — 1. Olkoon nyt
H verkko, joka on saatu poistamalla G:sté viivoja. T&lloin on voimassa pg = pg ja
vy < vg, joten vy < vg = pg — 1 = pyg — 1. Lauseen III 3.11 nojalla verkko H
on epayhteniinen. On osoitettu, ettd ehto B on voimassa. Olkoon H’ verkko, joka
on saatu lisdamalla G:hen viivoja. Télloin on voimassa ply = pg ja vy > vg, joten
vy > vg = pe — 1 = ply — 1. Lauseen IV 1.9 nojalla verkolla H’' on rengas. On
osoitettu, ettd ehto C on voimassa.

B=A: Oletetaan, ettd ehto B pitee. T&lléin G on yhtendinen, joten G on puu,
mikéli G on renkaaton. Verkon G renkaattomuus seuraa Lemman IV 1.8 tuloksesta,
silld jokainen muotoa G — v, missi v € Vi, oleva verkko on saatu poistamalla G:sta
viivoja.

C=A: Oletetaan, etti ehto C pétee. Télloin G on renkaaton, joten G' on puu, mikali

G on yhtendinen. Jos G on taydellinen verkko, niin G on yhtenidinen. Oletetaan,

154 2 VIRITTAVAT PUUT.

ettei G ole tiydellinen. T&lloin on olemassa sellaiset G:n pisteet z ja y, ettd © # y
ja Ty ¢ Vg. Merkitddn v = Ty ja méiaritellddn verkko H asettamalla Py = Pg
ja Vg = Vg U {v}. Talldin verkko H on saatu verkosta G viivoja lisidmailld, joten
verkossa H on rengas W. Koska verkko G on renkaaton, nahdéén etta v € W.
Lemman IV 1.8 nojalla verkko H — v on yhtenédinen. Koska H —v = G, on osoitettu,

ettd verkko G on yhtendinen. O

V 1.8 Korollaari Seuraavat ehdot ovat keskenédan yhtépitavat verkolle G':
A. G on puu.
B. G on yhtendinen ja vg < pg — 1.

C. G on renkaaton ja vg > pg — 1.

Todistus. Puun mééritelmén ja Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa A=—B ja
A=C.

B=A: Oletetaan, etté ehto B on voimassa. Osoitetaan, etté tdlloin edellisen lauseen
ehto B on voimassa. Olkoon H verkko, joka on saatu poistamalla G:std viivoja.
Talléin on voimassa vy < vg ja py = pg, joten vy < vg < pg —1 = pg — 1.
Edellisesta seuraa Lauseen III 3.11 nojalla, ettd verkko H on epayhtendinen. On
naytetty, etta edellisen lauseen ehto B on voimassa; lauseen nojalla verkko G on puu.
C=A: Oletetaan, etta ehto C on voimassa. Osoitetaan, etta talloin edellisen lauseen
ehto C patee. Olkoon H verkko, joka on saatu lisaamalld G:hen viivoja. Talloin
vg > Vg ja pg = Pa, joten vy > vg > pg — 1 = pg — 1. Edellisesta seuraa Lauseen
IV 1.9 nojalla, ettd verkossa H on rengas. On naytetty, ettd G toteuttaa edellisen

lauseen ehdon C; kyseisen lauseen nojalla G' on puu. O

2 VIRITTAVAT PUUT.
Puita voidaan kayttaad hyviksi myos sellaisten verkkojen tapauksessa, jotka eivit
ole puita. Otetaan kiytt6on seuraava késite.

V 2.1 Maéaritelma Olkoon G verkko. Verkon G aliverkko H on G:n wirittavd puu,

mikali H on puu ja Py = Pg.

V 2.2 Esimerkki Alla on esitetty tdydellisen neljin pisteen verkon virittavid puita:
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jokaisella zz € Pg, G:ssa on kulku z:std p:hen; tastd seuraa Lauseen III 4.7 nojalla,
ettd G' on yhtenainen.
Edelld esitetyn nojalla G on puu. Jokaisella a € A, piste a on G:n lehti, silld

af(a) on ainoa G:n viiva, jolla on a paitepisteend. O

Kayttamalla hyvéksi edellisid lemmoja sekd summa- ja erotusperiaatetta voimme

nyt maarittaa taydellisen verkon virittavien puiden lukumaaran.
V 2.6 Lause Jokaisella n € N*, verkon K,, virittivien puiden lukuméiri on n"™~2.

Todistus. Merkitsemme jokaisella n € N*, m,:1ld verkon K, virittdvien puiden luku-
méairad ja panemme merkille, ettd jokaisessa n—pisteisessi taydellisessd verkossa on
sama maara virittavia puita. Osoitamme induktiolla luvun n suhteen, etta jokaisella
n € N* on voimassa m, = n"~2.

Verkot K; ja Ky ovat puita, joten on voimassa m; = my = 1; néinollen yhtalo
7 = kF72 piitee, kun k = 1,2.

Olkoon nyt n > 2 sellainen luku, ettd jokaisella & < n on voimassa mj, = kF—2.
Osoitamme summa— ja erotusperiaatteen (Lause IT 2.3) avulla, ettd on voimassa
Tn = n" 2. Merkitsemme 7113 verkon K, kaikkien virittavien puiden muodostamaa
kokoelmaa ja merkitsemme 7, = {T' € T : a on puun 7T lehti} jokaisella a € [n].
Merkitsemme edelleen Ta = (,c 4 Ta jokaisella § # A C [n]. Lauseen V 1.5 nojalla

on voimassa T = Uae[n] Ta- Summa ja erotusperiaatteen nojalla on voimassa

= (TI= 3 ()T *)
0#AC[n]

Osoitamme, etti jokaisella () # A C [n] on voimassa |Ta| = (n — |A[)"~2. Yhtild
pétee, jos A = [n], silld tdssd tapauksessa T4 = () Lauseen V 1.5 ja epéyhtilon
n > 2 nojalla. Olkoon nyt A joukon [n] epéatyhji aito osajoukko. Puu T € T kuuluu
joukkoon Ty jos ja vain jos jokainen A:n alkio on T:n lehti. Edellisen ja Lemman V 2.4
nojalla on jokaisella T' € T4 olemassa sellainen kuvaus fr : A — [n] \ A ja sellainen
puu S(T), ettd Pgipy = [n] N A ja Vp = Vgy U {afr(a) : a € A}. Merkitsemme
S:11é tiydellisen verkon Ki,j. 4 virittdvien puiden muodostamaa joukkoa ja panemme
merkille, ettd jokaisella T € T4 on voimassa S(T) € S. Madrittelemme kuvauksen
Y Ta — ([n] ~ A)A x S asettamalla ¢(T) = (fr, S(T) jokaisella T € T4. Kuvaus 1)
on injektio, koska jokainen T" € T, médrdytyy kuva—alkiostaan 1 (T) ehtojen Pr =

158 2 VIRITTAVAT PUUT.

[n] ja Vi = Vgry U {afr(a) : a € A} kautta. Kuvaus ¢ on myés surjektio, silld
jokaisella (f,S) € ([n] ~ A)* x S, jos mirittelemme verkon G kuten Lemmassa V
2.5, niin talloin kyseisen lemman nojalla pétee, ettd G € T4 ja toisaalta ndemme
helposti, ettd on voimassa ¥(G) = (f,S). Edellisen nojalla kuvaus ¢ on bijektio.
Téten on voimassa |T4| = ‘([n] N A4 x $| ja ndinollen, Luvun IT 3 tulosten nojalla,
|Tal = (n — |A])IA! - |S|. Lisiiksi pétee, ettd |S| = m,_ja). Koska 0 < n—|A| < n,
induktio-oletuksesta seuraa, ettd m, |4 = (n — |A[)" 4172, Edell4 esitetyn nojalla

on voimassa
|Tal = (n = [ADA- (n — [A)"=HAI=2 = (n — A" 2.

Koska jokaiselle ) # A C [n] on voimassa |Ta| = (n — |A])"2 ja koska jokaisella

n

k € [n], joukon [n] k-alkioisten osajoukkojen lukumiiré on (}

)7 saamme yhtilon
(*) nojalla yhtélon m, = >p_; (—1)k+(})(n — k)"~2. Voimme kirjoittaa viimeisen
yhtélon oikean puolen muotoon n"~2 =7 (—1)¥(})(n—k)"~2. Koska Korollaarin
II 3.14 nojalla pétee, ettd Y ,_o(—1)*(})(n — k)"~2 = 0, saamme halutun yht&lon

T =02, O

Voimme kéyttaa verkon virittavia puita hyvéksi tutkiessamme verkon renkaita

ja renkaistoja.

V 2.7 Lemma Olkoon T verkon G virittava puu ja olkoon v joukon Vg \ Vp alkio.

T&llbin on olemassa sellainen G':n rengas R, ettd R~ Vp = {v}.

Todistus. Olkoon v = 7y. Télloin z # y ja x,y € Pg = Pr. Lauseen V 1.6 nojalla
verkossa T' on yksinkertainen kulku Z = (zo, ..., z,) pisteesti = pisteeseen y. Koska
T on G:n aliverkko, niin Z on kulku myo6s verkossa G. Koska T, Ty = v € Vg, niin
jono & = (zo, -.., Tn, To) on kierros verkossa G. Kulun Z yksinkertaisuudesta seuraa,
etté myos kierros ' on yksinkertainen. Koska Zoz1 € Vr ja ToT, = v ¢ Vp, niin
on voimassa , # T ja titen n > 1. Edellisen nojalla kierros ' on vihintidén
kolmiaskeleinen; néin ollen joukko R = V(Z') on G:n rengas. Lisiksi on voimassa

R\ Vp =V(2') \V(2) = {Zna0} = {0} o

Osoitamme nyt, ettd edellisessd lemmassa mainittu rengas on yksikésitteisesti

méaaratty.
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Todistus. Y14 jo totesimme, ettd mainitun kaltaisia yksisuuntaistuksia on ainakin
yksi, joten riittda ndyttidd, ettei niitd ole useampia. Teemme vastaviitteen: 7:114
on kaksi eri yksisuuntaistusta R ja S, joilla kummallakin on piste a juurena. Koska
R # S, niin on olemassa sellainen T:n viiva v = Ty, ettdi T € Ng ja & € Ns.
Lauseen V 1.7 nojalla verkko 7" — v on epédyhtendinen. Merkitsemme C:1la pisteen
a yhtendistd komponenttia verkossa T' — v. Panemme merkille, ettd on voimassa
a€ C& Pr_, jaetté verkossa T — v ei ole joukkojen C' ja Pr_, \ C vilistd viivaa.
Koska T on yhtendinen ja Pr = Pr_,, verkossa T on joukkojen C' ja Pp ~ C' valinen
viiva w. Koska w ei ole verkon T'— v viiva, on voimassa w = v. Néainollen on voimassa
jokozx e Cjay ¢ Ctaiz ¢ Cjay e C. Oletetaan, etti vaikkapa z € C jay ¢ C.
Koska a on suhteikon S juuri, suhteikossa S on Lemman III 4.3 nojalla yksinkertainen
kulku z = (2o, ..., 2,) pisteesti a pisteeseen y. Koska zy € C' ja z, ¢ P, on olemassa
sellainen j € [n], ettd z;_1 € P ja z; ¢ P. Naytetdan, ettd z;_1z; # v. Koska
suhteikossa S ei ole nuolta Z7, niin on voimassa z,_1 # z ja titen Z,— 1z, # v;
toisaalta, jos j < n, niin kulun Z yksinkertaisuudesta seuraa, ettd on voimassa z; # y
ja taten Zj—12; # v. Edellisen nojalla patee, ettd Zj-1z; # v. Nain ollen Z;—7z; on
verkon T — v viiva. Tama on kuitenkin ristiriidassa sen kanssa, ettd verkossa 1" — v ei
ole joukkojen C' ja Pr_, ~\ C valista viivaa. Tama ristiriita osoittaa, etta vastavaite

on vaara; nainollen T:11a on vain yksi yksisuuntaistus, jolla on piste a juurena. O

Lauseen IV 4.1 todistus antaa menetelman edellisen lauseen yksikasitteiseksi
osoittaman yksisuuntaistuksen loytédmiseksi: viiva v € Vr korvataan silla nuolella
z7, jolle patee, ettd Ty = v ja piste z on verkossa T “ldhempana” pistetta a kuin
piste y. Havainnollisempi tapa kyseisen yksisuuntaistuksen 1oytamiseksi on seuraava:
otamme puusta kiinni pisteen a kohdalta ja ravistelemme, kunnes kaikki puun viivat
roikkuvat pystysuorassa; tdman jalkeen suuntaamme viivat siten, ettd saamamme
nuolet osoittavat alaspain.

Seuraavassa kiytdmme merkintia f(a) sille puun T yksisuuntaistukselle, jolla on

piste a juurena. Kutsumme muotoa T’(a) olevia suhteikkoja suunnatuiksi puiksi.

V 3.3 Maaritelma Suunnattu puu on sellainen yksisuuntainen juurellinen suhteik-

ko J, ettd J:n madradma symmetrinen suhteikko J* on puu.

162 3. SUUNNATUT PUUT.

Suunnatusta puusta kdytdmme yleensd muotoa T olevaa merkintié, jolloin T'
tarkoittaa jotain puuta ja T jotain sen juurellista yksisuuntaistusta. Panemme mer-
kille, ettd suunnatulla puulla on vain yksi juuri: tdma seuraa yksisuuntaisuudesta
sekd siitd tuloksesta (Lause V 1.6), ettd puun pisteestii toiseen on olemassa vain yksi
yksinkertainen kulku.

Termi “juuri” on verraten vakiintunut. Huolimatta tahan terminologiaan liitty-
vista mielikuvista, suunnatut puut kuvataan usein siten, etta “juuri” tulee piirretta-
van kuvion ylimmaiseksi pisteeksi.

Otamme nyt kayttoon lisdd suunnattuihin puihin liittyvaa havainnollista sanas-

toa.

V 3.3 Maaritelma Suunnatun puun T piste b on T lehti, mikali on voimassa

d(b) = 0.

Olkoon @ suunnatun puun T juuri. Naemme helposti, ettd a on T'n lehti jos ja
vain jos a on T:n ainoa piste. Lukija voi harjoitustehtédviné osoittaa, etta jos T3
on a:n lisdksi muitakin pisteitd, niin sen piste b on lehti jos ja vain b # a ja b on T:n

lehti. Naiden tulosten ja Lauseen V 1.5 nojalla saamme seuraavan tuloksen.
V 3.4 Lause Jokaisella suunnatulla puulla on ainakin yksi lehti.

Usein on tarpeellista arvioida suunnatun puun lehtien lukuméaédriad puun mui-
den ominaisuuksien avulla tai, kiddntden, arvioida muita puuhun liittyvid suureita
lehtien lukuméaérin avulla. Madrittelemme nyt erditd suunnattuihin puihin liittyvia
tunnuslukuja.

Panemme merkille, ettd jokaisella suunnatun puun f@ pisteella ¢, suhteikossa
T(a) on yksinkertainen kulku z = (zo, ..., xx) juuresta a pisteeseen ¢ ja koska Z on
kulku myos puussa 7', niin Lauseen V 1.6 tuloksesta seuraa, etta Z on ainoa kulku
suhteikossa ﬁa), jolla on vaadittu ominaisuus; tama osoittaa, etta voimme yksikasit-

teisesti maéritelld pisteen ¢ korkeuden T\,):ssa.

V 3.5 Miéritelmd Olkoon 7' suunnattu puu ja olkoon a sen juuri.

A. T piste ¢ on korkeudella k f:ssa, mikili suhteikossa T' on yksinkertainen kulku
z = (g, ..., 7x) juuresta a pisteeseen c.

B. T:n n:s taso on joukko {c € Py : ¢ on korkeudella n T:ssa}.

C. T'n korkeus on suurin luvuista k, joilla T k:s taso on epatyhja.

D. T'n haaraiswus on suurin luvuista d_T(c), missa ¢ on T:n piste.
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Korollaarin V 3.7 tuloksesta seuraa, ettd kaksi punnitusta ei aina riitd vaaran

kolikon 1oytamiseen kymmenen kolikon joukosta: kuhunkin etsintamenetelméaan liit-

tyvan suunnatun puun haaraisuus on korkeintaan kolme ja jos jossakin menetelméssa

selvittiisiin kahdella punnituksella, niin vastaavan suunnatun puun korkeus olisi kak-

si, joten sen lehtien lukumaéra olisi korkeintaan yhdekséan.

ot

10.

11.

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN V

. Esité kaikki (isomorfiaa vaille) erilaiset n—pisteiset puut kun n = 7 ja kun n = 8.
. Osoita, ettd jokainen puu on kaksijakoinen verkko.

. Olkoon k luonnollinen luku ja olkoon T sellainen puu, etta jokaisen 7T:n pisteen aste on

joko 1 tai k. Merkitaan p:11a T:n pisteiden lukumaaraa ja [:114 T:n lehtien lukumaéraa.
(a) Osoita, ettd jos k = 3, niin luku p on parillinen ja on voimassa I = § + 1.
(b) Osoita, ettd jos k > 3, niin I > %

. Olkoon T puu, jonka pisteet ovat korkeintaan 4 asteisia. Laske 3-asteisten pisteiden

lukuméiri, kun tiedetddn, ettd 1-asteisia pisteitd on 6, 2—asteisia 1 ja 4—asteisia 1.

. (a) Nayt4, ettd 10-pisteisessd paritonasteisessa puussa on ainakin kuusi lehted.

(b) Anna esimerkki 10-pisteisestd paritonasteisesta puusta, jonka lehtien lukuméaira
on kuusi.

. Olkoon G téydellinen neljian pisteen verkko ja olkoon W C Vg 3-joukko. Osoita, ettd

joko W on G:n rengas tai W on G:n virittdvan puun viivojen joukko.

. Korollaarin V 2.11 tuloksesta seuraa, ettd yhtendisen verkon G renkaiden lukuméiri

on yksi jos ja vain jos G:114 on yhtd monta pistettd kuin viivaa; luonnehdi téllaisia
verkkoja G renkaiden ja puiden avulla.

. Luonnehdi renkaiden avulla niitd kahdesti yhtenaisid verkkoja G, joilla

(a) ve = pc-
(b) vg =pg + 1.

. Olkoon G yhtenéinen verkko. Verkon G leikkausjoukko on sellainen osajoukko @ C Vg,

jolla verkko G— @ on epdyhtendinen. Olkoon T' G:n virittdva puu. Osoita, ettd jokainen
G':n leikkausjoukko sisdltda ainakin yhden T:n viivan.

Olkoon T puu, jossa on ainakin kaksi pistettd, joiden aste on suurempi kuin kaksi.
Miké on T':n lehtien pienin mahdollinen lukumaara?

Olkoot T ja T’ puita, joilla ei ole yhteisid viivoja. Niyti, etti verkko 7'V T" on puu
jos ja vain jos puilla T ja T’ on tisméilleen yksi yhteinen piste.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Olkoon T n—pisteinen puu. Mikd on T:n lehtien pienin ja suurin mahdollinen luku-
maara?

Nayta, ettd jos puussa T on k asteinen piste, niin 7:ss& on ainakin k lehtea.

Néyta, ettd jokaiselle verkolle G pitee, ettd vg > pg —k, missd k on G:n komponenttien
lukuméiri, ja ettd yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos G on renkaaton.
[Ohje jalkimmiiseen kohtaan: Tarkastele G:n komponentteja.]

Maarita alla kuvatun verkon virittavien puiden lukumééra.

Etsi verkon G:
a:bcd b:ad c:ad d:abec
virittavat puut.

Alla vasemmalla on kuvattu Herschelin verkko ja oikealla Grétzschin verkko. Selvi-
td kummankin verkon tapauksessa, onko verkolla kahta virittivaa puuta, joilla ei ole
yhteisid viivoja.

Luvun IV harjoitustehtdvan 13 tuloksesta seuraa Korollaarin V 2.11 nojalla, etté taso-
verkon G renkaistoryhmin alkioiden lukumiisird on 271, missi a on G:n midrdimien
tasoalueiden lukumaédrd. Johda téstd Korollaarin V 2.11 avulla seuraava tulos: Olkoon
G yhtendinen tasoverkko, jolla on p pistetta, v viivaa ja a aluetta. Talloin on voimassa

p—v+a=2 (Eulerin kaava)

Johda Eulerin kaavan avulla yhtdl6 avaruuden monitahokkaan kirkien, sirmien ja tah-
kojen lukuméirien vilille.
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