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LUKU I

Joukot ja relaatiot

0. MERKINNOISTA.

Merkinnalld a € A tarkoitamme, ettd a on joukon A alkio eli a kuuluu joukkoon
A. Jos a ei kuulu joukkoon A, niin merkitsemme a ¢ A.

Joukko on alkioidensa muodostama kokonaisuus: A = {a : a € A}; téten kaksi
joukkoa A ja B ovat samat, A = B, jos ja vain jos A:lla ja B:lla on samat alkiot.

Tyhja joukko on se joukko, jolla ei ole yhtaan alkiota; tyhjasta joukosta kaytam-
me merkintad (). Yksio on sellainen joukko, jolla on tasmélleen yksi alkio, eli muotoa
{a} oleva joukko.

Jos A ja B ovat sellaisia joukkoja, ettd jokainen joukon B alkio on joukon A
alkio, niin sanomme, ettd B on A:n osajoukko ja merkitsemme B C A tai A D B.
Jos on voimassa B C A ja B # A, niin sanomme, ettd B on A:n aito osajoukko ja
kdytdmme merkintdd B & A.

Kahden joukon A ja B yhdistysjoukko (lyhyesti: A:n ja B:n yhdiste) on joukko AU
B ={x:z € A tai z € B}, siis niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joko joukkoon
A tai joukkoon B (tai molempiin). Joukkojen A ja B leikkausjoukko (lyhyesti: A:n ja
B:n leikkaus) on joukko AN B = {x : x € A ja x € B}, siis niiden alkioiden joukko,
jotka kuuluvat seka joukkoon A ettd joukkoon B. Joukkojen A ja B erotusjoukko
(Ilyhyesti: A:n ja B:n erotus) on joukko AN B = {x : x € A jax ¢ B}, siis niiden
joukon A alkioiden joukko, jotka eivdt kuulu joukkoon B (toisinaan puhumme myds
joukon B komplementista joukossa A).

Naemme helposti seuraavien yhtaloiden olevan voimassa:

AUB=BUA , ANB=BnA
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Au(BUuC)=(AuB)UC , An(BNnC)=(AnB)NnC
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) , AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AN(BUC)=(ANB)N(ANC) , AN(BNC)=(ANB)U(ANQO).

Voimme katevasti havainnollistaa edellisid joukkoyhtaloita ja muitakin kahden
tai useamman joukon valisia suhteita nk. Vennin kaavioiden avulla. Voimme esi-
merkiksi piirtda kahden joukon ja kolmen joukon tapauksiin liittyvat Vennin kaaviot

seuraavan nakoisiksi.

A B

Jos A on joukkoperhe, eli sellainen joukko, jonka jokainen alkio on joukko, niin

madrittelemme perheen A yhdistyksen ja leikkauksen kaavoilla

UA:{m:mEAjollainAEA} ; mA:{m:mEAjokaisellaAeA}.

Jos I on jokin joukko (“indeksijoukko”) ja A; on jokin joukko jokaisella i € I,
niin maarittelemme joukkojen A;, © € I, yhdistyksen ja leikkauksen joukkoperheen

{A; :i € I} yhdistyksené ja leikkauksena:

iel il
Sanomme joukkojen A ja B olevan (keskenddn) erillisid, jos ANB = () eli jos A:lla
ja B:114 ei ole yhteisid alkioita. Sanomme joukkojen A;, i € I, olevan (keskenddn)
erillisid, jos A; ja A; ovat erillisia aina kun ¢ # j. Esimerkiksi kaksi eri yksiota ovat

aina keskendan erillisia.
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1. RELAATIOT JA KUVAUKSET.

Alustava madritelmé: Relaatio on kahden (tai useamman, saman tai eri) joukon

alkioiden valinen ominaisuus tai suhde.

Esimerkkeja Kokonaisluvut x ja y voivat olla keskenaan mm. seuraavissa relaa-
tioissa:
(a)y <z (b)y|lr (“yjakaa xm”) (c)syt(y,x)=1 “y:114 ja z:1l4 ei ole yhteisia
tekijoita” (d) y=2+=

Matematiikassa voimme mééritella relaatiot (kuten useimmat muutkin késitteet)
joukkoina. Maéarittelemme aluksi jarjestetyn parin ja kahden joukon karteesisen tulon

kasitteet.

I 1.1 Maaritelma Olkoot X ja Y joukkoja. Kaikilla x € X ja y € Y merkitsemme
(z,y):11a joukkoa {x, {x, y}}; tdsta joukosta kdytdmme nimitystd x:n ja y:n jarjestetty
pari. Joukkojen X ja Y karteesinen tulo on joukko {(z,y) : z € X jay € Y}, télle

joukolle kaytamme merkintaa X x Y.

Jérjestettyjen parien olennainen ominaisuus on seuraava: jos (z,y) ja (a,b) ovat
jarjestettyjé pareja, niin (z,y) = (a,b) jos ja vain jos x = a ja y = b.

Voimme havainnollistaa karteesisia tuloja vaikkapa seuraavankaltaisilla kuvioilla:

([ e © 0 06 06 06 0 0 O
([ e © 0 06 06 06 0 0 O
=] @ O @ @ @ @@ @ @
([ e © 0 06 06 06 0 0 O
([ e © 0 06 06 06 0 0 O
([ e © 0 06 06 06 0 0 O
([ e © 0 06 06 06 0 0 O

e © 0 06 06 06 0 0 O l:-:-:-:.

I 1.2 Maaritelma Relaatio on joukko, jonka jokainen alkio on jarjestetty pari.
Jos X ja 'Y ovat joukkoja ja R C X XY, niin R on joukkojen X ja'Y wvalinen relaatio.

Jos R C X x X, niin sanomme my0s, ettd R on joukon X relaatio.
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Jokainen relaatio R on kahden joukon vélinen relaatio: kun merkitsemme (a,b); =
a ja (a,b)y = b jokaisella (a,b) € R , niin on voimassa R C A X B, missd
A ={(a,b);: (a,b) € R} ja B={(a,b)s: (a,b) € R}.

Edella maaritellyt relaatiot ovat nk. kaksipaikkaisia relaatioita. Matematiikassa
tarkastellaan toisinaan myo6s useampipaikkaisia relaatioita, mutta koska emme sellai-

sia seuraavassa tarvitse, maarittelemme relaatiot vain kaksipaikkaisina.

Esimerkkeja (a) Joukon X x X ldvistdjd on relaatio Ax C X x X, missd Ax =
{(z,z) : x € X}. Taméi on sama kuin identtisyysrelaatio X:ssi: (z,2) € Ax <=

Tr = Zz.

(b) Merkitddn X:lla kokonaislukujen 1,2, ..., 12 muodostamaa joukkoa. Edell&d mai-
nitut kokonaislukujen véliset relaatiot (a) — (d) vastaavat seuraavia joukon X x X

osajoukkoja:

12 . 12 . 12 o . . . 12 .
1 o 1 . 11 eeeeeecccece o 1 .
10 e 10 . 10 o o e o o 10 .
9 eee e 9 . 9 oo o0 oo oo 9 .
eccee e o o o o o
eecooe
eeecccce . .

8

7 EEEEEEEEEEXX
6

eecocco e 5 . .

4

3

2

1

8
7
. o o . 6

eeee oo0ee oo 5 .
eeeeccoccoe . . . 4
R . . . . 3
EEEEEREEN] e o o o o o 2
eeceecccccccoe 1

PNWAOD~N®

123456789 101112 123456789 101112 123456789 101112 123456789 101112

y<zx ylz syt(y,z) =1 y=2+ux

Kun R on X:n ja Y:n valinen relaatio ja x € X, y € Y, niin sanotaan, etta x ja
y ovat relaatiossa R jos (ja vain jos) (x,y) € R. Usein merkinta (x,y) € R korvataan
merkinnalla y R x.

Jokaisella A C X merkitdén R(A) = {y € Y : Ja € A siten, ettd y Ra}; tésta
joukosta kaytetdan nimitysta joukon A kuva relaatiossa R. Joukon X alkiolle x
kéytetdan joukosta R({z}) lyhennettyd merkintdd R{x}; toteamme, ettd R{x} =
{yeY : :yRuz}.

Yl1la annettuja merkintoja kayttden on kaikilla x € X ja y € Y voimassa

(z,y) € R<= yRx <=y € R{z}

Huomautus: Yhteys (z,y) € R <= yRx on valitettavasti monissa tilanteissa nu-
rinkurinen ja téstd syystd esimerkiksi ylla olevissa kuvissa kaksi vasemmanpuolista re-

laatiota on annettu “vaarassa” jarjestyksessd. Tama nurinkurisuus periytyy vanhoista
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funktioihin liittyvistd merkinnoéista ja sopimuksista. On luontevaa samaistaa funktiot nii-
den “kuvaajien” kanssa ja talléin zy-koordinaatiston perinteisen kuvan mukaisesti esim.
y = sin(z) <= (z,y) € sin. Koska funktioita koskevia vanhoja merkintéji ei kannata
yrittdd muuttaa ja koska haluamme esittdd myoOs funktiot relaatioina, on meidéan otettava
myos yleisemmille relaatioille kayttoon kuvaajat, jotka valitettavan usein ovat “vaarinpain”;
samasta syysta alla annettava relaatioiden “yhdistelemisen” maaritelméa on epaluonnollinen
joillekin yleisille relaatioille vaikka se kuvauksille antaakin “oikean” yhdistetyn kuvauksen
madritelman. Onneksi tdstd kaikesta ei aiheudu niin paljon harmia kuin voisi kuvitella.
Relaatioita ei nimittain tarvitse kasitelld kuin muodollisesti karteesisten tulojen osajoukkoi-
na, silld relaatio R C X X Y on tiysin méadritty kun joukot R{x}, z € X, tunnetaan:
R voidaan esittdd muodossa R = |J,c y({x} x R{x}). Seuraavassa ei relaatioita yleensi
annetakaan karteesisten tulojen osajoukkoina vaan antamalla niihin liittyvat kuvajoukot.
Lisdksi annamme myohemmin aarellisille relaatioille havainnollisia ja “oikein pain olevia”

esityksid “suhteikkoina”.

Jos R ja S ovat joukkojen X ja Y valisia relaatioita, niin samoin ovat R U S,

RN Sja (X xY)~ R. Madrittelemme erditd muitakin operaatioita relaatioille.

I 1.3 Maaritelma Relaation R C X x Y kddnteisrelaatio on se relaatio R~ C

Y x X, joka maaraytyy ehdosta

tR™ 'y <= yRzx

Relaatioiden R C X xY ja .S CY xV yhdistelmd on se relaatio So R C X x V,
joka maaraytyy ehdosta

vSoRx <= dsellainen y e Y, ettavSy jayRx.

Nahdaan helposti, etta jokaiselle relaatiolle R on voimassa (R_l)_1 = R. Seu-

raava tulos osoittaa, miten ylla maaritellyt operaatiot suhtautuvat toisiinsa.

I 1.4 Lause Olkoot RC X XY ja S CY xV relaatioita. Tall6in

(SoR) '=R1os!
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Todistus. Kaikilla z € X ja v € V on voimassa
r(SoR) tv<=v(SoR)x
<= Jsellaineny € Y, ettda v Sy jayRx
<= Jsellainen y € Y, ettda s R 'y jaySto
2 (R toS Hu. O

Naytamme, etta relaatioiden yhdisteleminen on liitannainen eli assosiatiivinen

toimenpide; todistamme ensin seuraavan apulauseen.

I1.5 Lemma Olkoot R C X XY jaS CY xV relaatioita. Téall6in jokaisella A C X

on voimassa

(SoR)(A) =5 (R(A))

Todistus. Jokaisella v € V on voimassa

v € (SoR)(A) < I sellainen a € A, ettd v (So R)a
<= d sellainen a € A, etta d sellainen y € Y, ettd v Sy jay Ra
<= d sellainen y € Y, ettd J sellainen a € A, ettd y Ra jav Sy
<= J sellainen y € R(A), ettd v Sy
—veS(RA). O
I1.6 Lause Olkoot RC X xY,SCY xV jaT CV xU relaatioita. Talloin

To(SoR)=(ToS)oR

Todistus. Lauseen yhtalo patee, koska jokaisella x € X on Lemman I 1.5 nojalla

(To(SoR)){x} =T((SeR){x}) =T (S (R{z}))
=(ToS)(R{x})=((ToS)oR){z}. O
Edellisen tuloksen nojalla voidaan merkitéd (T'o S)o R=To(SoR)=ToSoR.

Kuvaukset esitetddn relaatioiden avulla seuraavasti.

I 1.7 Maaritelma Olkoot X ja Y joukkoja. Joukkojen X ja Y valinen relaatio
f € X XY on kuvaus, mikéli jokaisella x € X, joukossa f{x} on korkeintaan yksi
alkio. Relaatio f C X x Y on kuvaus joukolta X joukolle Y:lle, mikali jokaisella

x € X, joukossa f{z} on tdsmailleen yksi alkio.
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Mikali relaatio f on kuvaus joukolta X joukolle Y, niin merkitsemme f : X — Y;
lisdksi méarittelemme jokaisella x € X joukon Y alkion f(z) kaavan {f(z)} = f{x}
avulla. Panemme merkille, ettd kuvaus f : X — Y voidaan esittaa muodossa f =
{(z, f(z)) : 2z € X}.

Jos f on kuvaus X — Y, niin joukkoa X kutsutaan kuvauksen f madritysjou-
koksi tai ldhtojoukoksi ja joukkoa Y kutsutaan f:n maalijoukoksi.

Lemman I 1.5 tuloksesta seuraa, ettd jos f on kuvaus X — Y ja g on kuvaus
Y — V, niin ylla maaritelty relaatio g o f on kuvaus X — V ja kyseessad on f:n ja
g:n yhdistetty kuvaus: (go f)(x) = g(f(x)) jokaisella z € X.

Panemme merkille, ettd kuvauksille f : X - Y jag: Z — V on voimassa f C g
jos ja vain jos X C Z ja f(x) = g(x) jokaisella x € X. Jos on voimassa f C g, niin
talloin sanotaan, ettd g on kuvauksen f jatke ja f on kuvauksen g rajoittuma.

Olkoon f kuvaus X — Y ja olkoon A joukon X osajoukko. Kuvauksen f rajoit-
tuma joukkoon A on relaatio f N (A x Y); tatd relaatiota merkitdén symbolilla f|A.
Selvésti f|A on kuvaus A — Y. Lisdksi on voimassa f = (f|4A) U (f|X \ A).

Maarittelemme eraita tarkeitd kuvausten ominaisuuksia.

I 1.8 Maaritelma Olkoot X ja Y joukkoja. Kuvaus f: X — Y on

(i) ingektio, mikéli kaikilla x, z € X ehdosta f(z) = f(z) seuraa, ettd = = z.
(ii) surjektio, mikéli jokaisella y € Y on olemassa sellainen = € X, ettd f(x) = y.
(iii) bijektio, mikali f on sekd injektio ettd surjektio.

Maaritelmén nojalla kuvaus f : X — Y on injektio jos ja vain jos f on bijektio
X — f(X). Injektioita voidaan myos luonnehtia seuraavasti.

I 1.9 Lause Kuvaus f : X — Y on injektio jos ja vain jos f:n kaéanteisrelaatio f~1
on kuvaus f(X) — X.

Todistus. Koska f C X x Y, on voimassa f C X x f(X) ja tiiten edelleen f~! C
f(X) x X. Niin ollen f~! on kuvaus f(X) — X, jos ja vain jos jokaisella y € f(X)
joukossa f~'{y} on tismilleen yksi alkio. Titen on voimassa:
f on injektio <= x # z = f(z) # f(2)
<= Yy € f(X) 3 tdsmélleen yksi sellainen = € X, ettd f(z) =y
<= Vy € f(X) joukossa f~'{y} on tismilleen yksi alkio

<= f~!onkuvaus f(X)— X. O
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I 1.10 Korollaari Kuvaus f : X — Y on bijektio jos ja vain jos f:n kaanteisrelaatio
f~! on kuvaus Y — X.

Todistus. Vilttamdttomyys. Jos f on bijektio, niin f(X) = Y ja relaatio f~! on
Lauseen I 1.9 nojalla kuvaus ¥ — X.

Riittdvyys. Oletamme, etté relaatio f~! on kuvaus Y — X. Télloin kuvaus f on
Lauseen I 1.9 nojalla injektio. Lisaksi kuvaus f on surjektio, silld jos y on Y:n alkio,
niin voimme merkitd x = f~!(y), jolloin on voimassa x € X ja x f~tyeli y fx eli

y = f(r). O

Seuraavan tuloksen avulla nahdaan, etta bijektion kaanteisrelaatio on bijektion

kaanteiskuvaus.
I 1.11 Lemma Olkoon f surjektio X — Y. Télléin fo f~! = Ay.

Todistus. Koska f on kuvaus, niin jokaisella x € X on olemassa korkeintaan yksi
sellainen y € Y, ettd y f . Koska f on surjektio, niin jokaisella y € Y on olemassa
sellainen x € X, ettd y f z; tasta seuraa, etta kaikilla y,u € Y on voimassa
u(fof ')y <= Isellainen x € X, etti ufrjax fly

<= Jsellainen x € X, etta u frjay fx

<= J sellainen = € X, ettd u = f(z) jay = f(x)

= y=u

= ulAyy . O

Joukon Y identtisyysrelaatio Ay on kuvaus Y — Y ja sitd kutsutaan myos

joukon Y identtiseksi kuvaukseksi. Jos nyt g on bijektio X — Y, niin talloin g on

surjektio X — Y ja g !

1

on surjektio Y — X, joten Lemman I 1.11 tuloksesta seuraa,

Lo(g71) ™t = Ax; koska (g7 1) 7! = g, edellisesti seuraa, etti

1 1

ettd gog™" = Ay ja g~

g logon Xmjagog ' on Y:n identtinen kuvaus eli etti g ja g~' ovat toistensa
kaanteiskuvauksia.
Osoitamme lopuksi, ettéd ylla tarkastellut kuvausten ominaisuudet sailyvét ku-

vauksia yhdistettaessa.
I 1.12 Lause Olkoon f kuvaus X — Y ja olkoon g kuvaus Y — Z. Jos f ja g ovat
bijektioita (injektioita, surjektioita), niin talléin kuvaus g o f on bijektio (injektio,

surjektio).
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Todistus. Oletetaan, ettd f ja g ovat surjektioita. T&lloin on voimassa f(X) =Y
ja g(Y) = Z. Lemman I 1.5 nojalla on voimassa (go f)(X)=g¢(f(X))=9() = Z;

taten kuvaus g o f on surjektio.

I

Oletetaan, etta f ja g ovat injektioita. Osoitetaan, etta yhdistetty kuvaus g o f
on injektio. Olkoon joukon X alkioille x ja z voimassa (g o f)(z) = (g o f)(2)
eli g(f(x)) = g(f(z)). Koska g on injektio, niin on voimassa f(x) = f(z); téstd
puolestaan seuraa, koska myos f on injektio, ettd = z. Olemme osoittaneet, etta
g o f on injektio.

Jos f ja g ovat bijektioita, niin edellé esitetysta seuraa, ettd kuvaus go f on seka

surjektio etta injektio ja nain ollen se on bijektio. O

Kuvaukset maaraytyvat usein jonkun saannon nojalla, joka maaraa kuva—alkion
kuvattavan alkion avulla. Esityksen yksinkertaistamiseksi jatamme seuraavassa usein
kuvauksen nimeamatta ja viittaamme siihen esittamalla sen sdannon, josta kuvaus
maaraytyy. Voimme esimerkiksi puhua luonnollisten lukujen joukossa N méaaritellysta
kuvauksesta n +— n+ 1 kun tarkoitamme sitd kuvausta f : N — N, jolle f(n) =n+1

jokaisella n € N.

2. LUONNOLLISET LUVUT. INDUKTIO.

Luonnollisten lukujen joukko N ja sen alkioiden valinen jarjestysrelaatio < voi-
daan maaritella muutamasta ominaisuudesta lahtien. Otamme aluksi kayttoon eraita
(jarjestys)relaatioihin liittyvid nimityksia ja merkintoja.

Olkoon A joukko ja olkoon < joukon A relaatio. Joukon A osajoukon B pienin
alkio on sellainen alkio p € B, etta jokaisella b € B on voimassa p < b ja millaan b €
B~ {p} ei ole voimassa b < p. Jos pienin alkio on olemassa, niin se on yksikésitteinen
ja siitd kaytetadn merkintda min B. Osajoukon B suurin alkio on sellainen alkio
s € B, etté jokaisella b € B on voimassa b < s ja millidn b € B \ {s} ei ole voimassa
s = b. Jos suurin alkio on olemassa, niin se on yksikasitteinen ja siitd kaytetaan
merkintad max B.

Seuraava lause voidaan johtaa joukko—opin aksioomista; tédssé esityksessé tyy-
dymme “naiviin” joukko—oppiin, joten sivuutamme lauseen todistuksen ja otamme

lauseen tuloksen kayttoon aksioomana.
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I 2.1 Lause (Luonnollisten lukujen joukon olemassaololause) On olemassa sellai-
nen epatyhja joukko N ja sellainen joukon N relaatio <, ettad seuraavat ehdot ovat
voimassa:

A. Jokaisessa N:n epatyhjassa osajoukossa on pienin alkio.

B. Jokaisella n € N jokaisessa joukon {k € N : k < n} epatyhjassd osajoukossa on
suurin alkio.

C. Joukossa N ei ole suurinta alkiota.

Kutsumme siis edellisen lauseen antamaa joukkoa N luonnollisten lukujen jou-
koksi ja sen alkioita (luonnollisesti!) luonnollisiksi luvuiksi tai (milloin sekaannuksen
vaaraa ei ole) vain luvuiksi.

Luonnollisten lukujen joukon N osajoukon A sanotaan olevan rajoitettu, mikali
on olemassa sellainen luonnollinen luku n, ettd jokaisella k € A on voimassa k <
n. Edellisen lauseen ehto B voidaan nyt ilmaista seuraavasti: jokaisessa joukon N
epatyhjassa rajoitetussa osajoukossa on suurin luku.

Huomaamme, etta esimerkiksi tavallisella jarjestysrelaatiolla varustettu luku-
joukko {1, 2,3} toteuttaa edellisen lauseen muut vaatimukset paitsi ehtoa C. Ehdon
C voimassaolo takaa luonnollisten lukujen joukon darettomyyden.

Merkitsemme 0:1la joukon N pieninta lukua min N ja merkitsemme edelleen N* =
N~ {0}.

Jokaisella n € N* merkitsemme n~:lla joukon {k € N: k < n ja k # n} suurinta
lukua ja kutsumme sita alkion n edeltajdksi.

Koska joukossa N ei ole suurinta lukua, niin joukko {k € N : k £ n} on epétyhja
jokaisella n € N; merkitsemme kyseisen joukon pienintd lukua n™:114 ja kutsumme

sita luvun n seuraajaksi. Merkitsemme edelleen 07 =1, 1T =2, 2% = 3 jne.

I 2.2 Lemma Jokaisella n € N on voimassa (n™)™ = n ja jokaisella n € N* on

voimassa (n~)" = n.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Johdamme nyt eraita luonnollisia lukuja koskevia perustuloksia, jotta lukija voisi
vakuuttua siita, etta edellisen lauseen ehdot tosiaan maéarittavat joukon, jolla on
luonnollisten lukujen joukon intuitiivisesti “tutut” ominaisuudet.

Osoitamme aluksi, etta joukon N relaatio < on jarjestysrelaatio.
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I 2.3 Lause Joukon N relaatiolla < on seuraavat ominaisuudet:

(i) Jokaisella n € N on voimassa n < n. Refieksiivisyys
(ii) Kaikilla n,k € N, jos n < k ja k <mn, niinn = k. Antisymmetrisyys
(iii) Kaikillan,k,l € N, josn <k jak <, niinn <. Transititvisuus

(iv) Kaikilla n,k € N on voimassa joko n < k tai k < n.

Todistus. (i) Epétyhjian joukon {n} ainoana lukuna n on kyseisen joukon pienin
luku, joten n < n.

(ii) Olkoon luonnollisille luvuille n ja k voimassa n < k ja k < n. Jos olisi
voimassa n # k, niin pienimmén alkion méaéritelmésta seuraisi, ettei joukossa {n, k}
olisi pieninta lukua. Taten on oltava voimassa n = k.

(iii) Olkoon luonnollisille luvuille n, k ja I voimassa n < k ja k < [. Osoitetaan,
ettd on voimassa n < [. Merkitdan m = min{n, k,l}. Jos m = n, niin n < [. Jos
m = k, niin £ < n ja tdstd seuraa antisymmetrisyyden nojalla, koska n < k, etta
n = k; tasta seuraa edelleen, koska k < [, etta n < [. Jos m = [, niin [ < k ja
antisymmetrisyyden nojalla saadaan yhtalo [ = k, mista seuraa, koska n < k, etta
n <|.

(iv) Kun n,k € N, niin joko n tai k on joukon {n,k} pienin luku, joten on

voimassa joko n < k tai k < n. |

Sanomme joukon A relaation < olevan osittainen jdirjestys ja parin (A, <) olevan
osittain jarjestetty joukko, mikali relaatio < on refleksiivinen, antisymmetrinen ja
transitiivinen. Sanomme edelleen relaation < olevan jdrjestys ja parin (A, <) olevan
jarjestetty joukko, mikali < on sellainen osittainen jérjestys, ettd kaikki A:n alkiot
ovat keskendadn vertailtavissa eli kaikilla a,b € A on voimassa joko a = b tai b < a.

Edella kayttoonottamiemme nimitysten mukaisesti Lauseen 1 2.3 sisalto voidaan
ilmaista sanomalla, ettd pari (N, <) on jarjestetty joukko. Otamme viela kdyttoon
seuraavat nimitykset ja merkinnat luonnollisten lukujen n ja k yhteydessa. Jos on
voimassa n < k, niin sanomme, etta n on pienempi tai yhtdsuuri kuin k tai etta k
on suurempi tai yhtasuur: kuin n ja kaytdmme merkinnan n < k ohella merkintaa
k > n. Jos on voimassa n < k ja n # k, niin merkitsemme n < k tai k > n ja
sanomme, etta n on pienempi kuin k tai etta k£ on suurempi kuin n.

Seuraavaksi johdamme eraitd muotoja induktioperiaatteelle.
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I 2.4 Lause Olkoon A joukon N osajoukko ja olkoon P sellainen luonnollisten lu-
kujen ominaisuus, etta jokaiselle luvulle a € A patee, ettd luvulla a on ominaisuus
P, mikali jokaisella lukua a pienemmélld joukon A luvulla on ominaisuus P. Téll6in

jokaisella A:n alkiolla on ominaisuus P.

Todistus. Merkitsemme B = {n € A : n:1l4 ei ole ominaisuutta P}. On osoitettava,
ettd B = (). Teemme vastaviitteen: B # (). Merkitsemme a = min B. Koska jou-
kossa B ei ole a:ta pienempia lukuja, joukon B maaritelmésta seuraa, etta jokaisella
a:ta pienemmalla A:n alkiolla on ominaisuus P. Edellisesté seuraa ominaisuutta P
koskevan oletuksen nojalla, etta luvulla @ on ominaisuus P; tama on kuitenkin risti-
riidassa sen kanssa, etta a € B. Koska vastavaite johti ristiriitaan, se on vaara. Nain

ollen on voimassa B = (). O

Olkoon P luonnollisten lukujen ominaisuus ja n luonnollinen luku. Otamme
kayttoon merkinndn P(n) osoittamaan, ettd luvulla n on ominaisuus P. Talléin

voimme Kkirjoittaa edellisen lauseen ominaisuutta P koskevan oletuksen muotoon
(Va e A)[((Vbe A) (b<a= P(b)) = P(a)].

Toteamme, ettd jos a on joukon A pienin luku, niin {b € A : b < a} = 0, joten
yll& hakasuluissa oleva lauseke pétee luvulle a jos ja vain jos P(a).

Lause I 2.4 on induktioperiaatteen yleinen muoto ja siitd voidaan johtaa taman
periaatteen eri muunnelmia; yksi kayttokelpoisimmista on alla oleva tulos, jota seu-

raavassa kutsutaan induktioperiaatteeksi.

I 2.5 Korollaari (Induktioperiaate) Olkoon P sellainen luonnollisten lukujen omi-
naisuus, etta on voimassa:

1° P(0).

2° (Vn € N) (P(n) = P(n™)).

Téllbin on voimassa (¥Yn € N)P(n).

Todistus. Kun valitaan joukoksi A joukko N, niin ominaisuus P toteuttaa Lauseessa
I 2.4 tehdyn oletuksen, koska ehdon 1° nojalla on voimassa P(0) ja koska ehdosta
2° seuraa Lemman I 2.2 nojalla, ettd jokaisella @ > 0 on voimassa P(a™) = P(a).

Lauseen I 2.4 nojalla on voimassa (Vn € N)P(n). a
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Huomattakoon, etta ylla ehto 2° voidaan ilmaista myos seuraavasti:
(Vn € N*) (P(n™) = P(n)) .

“Todistus induktiolla n:n suhteen” suoritetaan seuraavasti:
1° Todistetaan (tai todetaan), ettd luvulla 0 on ominaisuus P.
2° Mielivaltaiselle n € N oletetaan, ettd luvulla n on ominaisuus P (“Induktio—
oletus”) ja todistetaan tdmén oletuksen avulla, ettd luvulla n* on ominaisuus P.
(“Induktioaskel’).
3¢ Johtopéitoksena (induktioperiaatteen nojalla) on, etté jokaisella luonnollisella lu-
vulla on ominaisuus P.

Lauseen I 2.5 avulla voidaan todistaa induktioperiaatteelle monia muunnelmia,
joita voi kayttéad tilanteesta riippuen. Induktio-oletus P(n) voidaan korvata vahvem-

malla oletuksella Vk < n P(k), jolloin saadaan ehdon 2° asemasta ehto
2° (Vn e N) ((Vk <n P(k)) = P(n")) .

Induktio voidaan myos aloittaa luvun 0 asemasta jostakin luvusta m > 0: talloin ehto
1° korvataan ehdolla 1# P(m) ja saatavaksi johtopaitokseksi tulee (Yn > m)P(n).
Induktioperiaatteen avulla voimme osoittaa ns. rekursiivisten mddaritelmien oi-
keellisuuden. Esimerkkind médrittelemme jérjestettyjen parien yleistyksend (&d&rel-
liset) jonot. Maéarittelemme nollan ja yhden alkion jonot asettamalla () = 0 ja,
jokaisella z, () = x. Kahden alkion jono on jérjestetty pari. Jos n:n alkion jonot on
jo mééritelty, niin n:n alkion jono (1, ..., 2,+) maardytyy rekursiivisesti palautus-

kaavasta eli rekursioyhtdlosta

(1, ey Tyt ) = ((T1, ooy Tny)y Tyt ) -

Induktiolla voimme osoittaa, etta k:n alkion jonot tulevat edella esitetylla tavalla
maaritellyiksi jokaiselle £ € N. Voimme myos osoittaa, etta kahdelle k:n alkion jonolle

(z1,...,xk) ja (Y1, ..., Yk) on voimassa
(1, .y i) = (Y1, -, Yg) jOS ja vain jos x; = y; jokaisella i =1, ...., k. (%)

Todistamme edelliset kaksi vaitetta samanaikaisesti soveltamalla induktioperiaatetta

seuraavaan luonnollisten lukujen ominaisuuteen P:
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P(n) <= kaikilla z1, ...,z ja y1, ..., Yn jonot (z1,...,x,) ja (Y1, .., Yn)

on méaritelty ja ehto (*) on voimassa.

Naemme helposti, etta luvuilla 0, 1 ja 2 on ominaisuus P; taten induktio voi alkaa
luvusta 2. Jos nyt luvulla n > 2 on ominaisuus P, niin edellad annettu palautuskaava
maédarittelee kaikki n*:n alkion jonot. Lisdksi ehto (*) toteutuu (k:n arvolla n™), silla
jos (1, ey Tp+) = (Y1, ey Ypt ), niin tAGIN (21, .oy ), Tt ) = (Y15 ooy Yn), Ynt)
ja tasta seuraa jarjestettyjen parien perusominaisuuden nojalla, ettd on voimassa
(T1, ooy Tn) = (Y1, s Yn) ja Tp+ = yp+. Koska ehto (*) on voimassa k:n arvolla n,
toiseksi viimeisesta yhtalosta seuraa, ettd on voimassa x; = y; jokaisella i = 1, ..., n.
Edellisen nojalla x; = y; jokaisellai = 1, ...,n™. Taten olemme suorittaneet induktio—
askelen ja paattelemme induktioperiaatteen nojalla, etta jokaisella luvulla n > 2 on
ominaisuus P. Nain ollen jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus P.

Voimme maaritella myos yksittaisia joukkoja rekursiivisesti. Esimerkiksi pa-
rillisten luonnollisten lukujen joukon E voisimme maaritella seuraavasti: 0 € FE ja
(Vn € N*)(n € E <= n~ ¢ E). Tamén ja myohemmin annettavien rekursiivisten
maaritelmien oikeellisuuden voimme osoittaa vastaavasti kuten edellisessa esimerkki-

tapauksessa.

3 AARELLISET JOUKOT.

Maarittelemme nyt joukkojen &darellisyyden kasitteen. Merkitsemme jokaisella
n € N joukkoa {k € N* : k < n} = {1,...,n} symbolilla [n]. Pannaan merkille, etta
[0] = 0.

I 3.1 Maaritelma Joukko X on darellinen, mikali jollain n € N on olemassa

bijektio [n] — X. Jos X ei ole dérellinen, niin sanomme, ettd X on ddreton.

Koska bijektion kaanteiskuvaus on bijektio, joukko X on aarellinen jos ja vain
jos jollain n € N on olemassa bijektio X — [n]. Koska kahden bijektion yhdistetty
kuvaus on bijektio, nahdaan, etta joukko on aarellinen, mikali se on jonkun aarellisen

joukon kuva bijektiivisessa kuvauksessa.
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Antamamme madritelmén nojalla tyhja joukko on aéarellinen, silla [0] = 0 ja
tyhja joukko on bijektio tyhjélté joukolta tyhjille joukolle. My6s jokainen yksio {a}
on &érellinen, silla ehto 1 — a maérittelee bijektion [1] — {a}.

Voimme luonnehtia joukon aarellisyytta havainnollisesti jonojen avulla.

Jono (x1,...,z,) on yksinkertainen, mikili x; # x; aina kun ¢ # j. Luvun
n arvoilla 0 ja 1 saatavat “triviaalit” jonot (z1,...,x0) = () ja (z1,...,21) = (1)
ovat aina yksinkertaisia, mutta esimerkiksi jono (1,1) ei ole yksinkertainen. Joukon
X yksinkertainen esitys on sellainen joukon X esitys X = {x1,...,z,}, ettd jono
(z1,...,z,) on yksinkertainen.

Jonot vastaavat kuvauksia seuraavasti: jonoa (z1,..,x,) vastaa kuvaus i — x;
joukolta [n] joukolle {x1,...,z,} ja kié&ntden, kuvausta f joukolta [n| vastaa jono
(f(1),..., f(n)). Tassa vastaavuudessa yksinkertaiset jonot ja bijektiiviset kuvaukset
vastaavat toisiaan. Téten joukko X on aarellinen jos ja vain jos silla on yksinkertainen
esitys.

Todistamme nyt induktioperiaatteen sovellutuksena eraita aarellisia joukkoja

koskevia alkeistuloksia.

I 3.2 Lemma Olkoon n luonnollinen luku. T4&lloin millddn k < n el ole olemassa

surjektiota [k] — [n].

Todistus. Merkitsemme P(n):114 luonnollisen luvun n ominaisuutta: “milldén k < n
ei ole olemassa surjektiota [k] — [n]”.

1° P(0) péatee koska millaén k € N ei ole voimassa k < 0.

2° Oletamme, etta P(n) patee. Todistamme, ettd P(n™) on voimassa. Teemme
vastaviitteen: on olemassa k < n™ ja surjektio f : [k] — [nT]. Panemme merkille,
etta on voimassa [n] # () ja néin ollen k > 0. Osoitamme, ettd on olemassa surjektio
g: k7] — [n]. Jos f(k) =n™, niin kuvaus g : [k~] — [n], missd g(i) = min(f (i), n)
jokaisella i < k, on surjektio. Oletamme, ettd f(k) # n*. Nyt maarittelemme
kuvauksen g asettamalla, jokaisella i < k, g(i) = f(¢) jos f(i) # nt ja g(i) = f(k) jos
f(i) = n*. Jélleen g on surjektio [k~] — [n]. Vastaviite johti ristiriitaan induktio—

oletuksen kanssa. Téaten P(n™) patee. a

I 3.3 Lause Olkoon A aarellinen joukko. Télléin vain yhdelli n € N on olemassa

bijektio [n] — A.
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Todistus. Olkoot n ja k sellaisia luonnollisia lukuja, ettd on olemassa bijektiot
f:n] = Ajag: k] - A. Osoitamme, ettd n = k. Bijektioiden yhdistettyini
kuvauksina kuvaukset g=1 o f : [n] — [k] ja f~'og : [k] — [n] ovat bijektioita ja
taten surjektioita. Lemman I 3.2 tuloksesta seuraa, etta on voimassa n > k ja k > n.

Taten n = k. O

Olkoon A &arellinen joukko. Kaytdmme Lauseen I 3.3 yksikésitteiseksi todis-
tamasta luvusta n merkintdd |A| (“A:n alkioiden lukumdadrd tai “A:n koko”). Kun
|A] = n > 0, niin voimme esittdd joukon A muodossa A = {a1,...,a,}: asetamme
a; = ¢(i) jokaisella i € [n], kun ¢ on bijektio [n] — A.

Kun A on aéarellinen joukko ja |A| = n, niin sanomme, ettd A on n-joukko tai

? ettd sanon-

n-alkioinen joukko. Kéytdmme seuraavassa sekd merkintdd “|B| = n
toja “B on n—joukko” ja “B on n-alkioinen joukko” lyhennyksena ilmaisulle “B on
ddrellinen joukko ja m on luonnollinen luku, jolle on voimassa |B| = n".

Tyhja joukko on ainoa 0—joukko. Yksio on sama asia kuin 1-joukko. Jokaisella
n € N on voimassa |[n]| = n, koska joukon identtinen kuvaus on aina bijektio joukolta
itselleen.
Huomautus Kun myShemmin puhumme (ilman eri maaritelmaa) “n-osajoukoista”,

“n-osituksista”, “n-renkaista”, jne., tarkoitamme samaa kuin edelld: B on n-osajoukko

(n-ositus, n-rengas, jne.), mikéli B on osajoukko (ositus, rengas, jne.) ja |B| = n.

Osoitamme nyt, ettd joukkojen vélinen bijektio “sailyttaa” joukkojen aarellisyy-

den ja niiden koon.

I 3.4 Lause Olkoot A ja B sellaisia joukkoja, ettd on olemassa bijektio A — B. Jos
joko A tai B on aarellinen, niin talloin sekda A etta B ovat darellisid ja on voimassa
Al = [B.

Todistus. Olkoon f bijektio A — B.

Oletamme, ettd joukko A on &aarellinen. Talloin on olemassa n € N ja bijektio
¢ : [n] — A. Yhdistetty kuvaus f o ¢ on Lauseen I 1.11 nojalla bijektio [n] — B.
Téten B on &érellinen ja on voimassa |B| =n = |A].

Koska kuvaus f~! on bijektio B — A, edelli esitetysti seuraa, etti jos B on

ddrellinen, niin t&lléin A on &érellinen ja |A| = |B). O

Seuraavaksi osoitamme, etta aarellisten joukkojen osajoukot ovat aarellisia. To-

distamme tamén ensin joukkojen [n], n € N, osajoukoille.
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I 3.5 Lemma Olkoon n luonnollinen luku ja olkoon A joukon [n] aito osajoukko.

Téll6in jollain k < n on olemassa bijektio A — [k].

Todistus. Suoritamme todistuksen induktiolla luvun n suhteen.

Viite on tosi arvolla n = 0, koska joukolla [0] ei ole aitoja osajoukkoja.

Oletamme, ettd vaite patee luvulle n € N ja todistamme sen luvulle n*. Olkoon
A joukon [n'] aito osajoukko. Merkitsemme B = AN [n]. Jos B = [n], niin valtta-
méttd A = B ja viite patee A:lle ja n™:lle kun valitsemme k = n. Oletamme, etti
B on [n]:m aito osajoukko. Induktio—oletuksen nojalla on olemassa k < n ja bijektio
f: B — [k]. Jos A = B, niin olemme todistaneet viitteen joukolle A. Oletamme,
etta B # A. Talloin A = B U {n*}. Naemme helposti, ettd kuvaus g : A — [kT],
missd g(i) = f(i) jokaisella i # n* ja g(n*) = kT, on bijektio. Koska k < n, on

voimassa kT < nt. Olemme osoittaneet, etti viite pitee luvulle n™. O

I 3.6 Lause Olkoon A darellinen joukko ja olkoon B A:n aito osajoukko. Téalléin B

on darellinen ja |B| < |A].

Todistus. Koska A on &éarellinen, on olemassa n = |A| ja bijektio f : A — [n].
Merkitddn C = f(B) = {f(b) : b € B}. Koska f on bijektio ja B & A, on voimassa
C & [n]. Lemman I 3.5 nojalla on olemassa k < n ja bijektio g : C' — [k]. Kuvaus
¢ : B — [k], missd ¢(b) = g(f(b)) jokaisella b € B, on bijektio. Téten B on dérellinen
ja |B| =k <n=|A| O

Edellisten tulosten avulla voimme luonnehtia N:n osajoukkojen aarellisyytta.

I 3.7 Lemma Olkoon A C N epétyhji ddrellinen joukko, |A| = m. Télléin joukolla

A on sellainen esitys A = {a; : i € [m]}, ettd jokaisellai € [m™] on voimassa a; < a;+.

Todistus. Maarittelemme alkiot aq, ..., a,, rekursiivisesti valitsemalla aina a;:ksi jou-
kon A~ {a; : j € [i7]} pienimmaén alkion; tdm& mé&éritelmé on patevé, koska j — a;
on bijektio [i7] — {a; : 1 < j < i}, joten |{a; : 1 < j < i} =i~ < |A] ja néin ollen
A~{a; 11 <j < i} #0. Toisaalta [{a1, ..., am }| = m = |A], joten {aq, ...., am} = |A]
Lauseen I 3.6 nojalla. M&éritelmésta seuraa suoraan, etta jokaisella ¢ € [m™] on voi-

massa a; < G;+. O

I 3.8 Lause Joukon N osajoukko on aarellinen jos ja vain jos osajoukko on rajoitettu.



18 3 AARELLISET JOUKOT.

Todistus. Vdlttamattomyys. Olkoon A C N aarellinen joukko. Jos A = (), niin A
on rajoitettu. Oletamme, ettda A # (). Lemman I 3.7 nojalla joukolla A on sellainen
esitys A = {aq,....,an}, ettd jokaisella i € [m~] on voimassa a; < a;+. Nyt a,, on
joukon A suurin luku, joten joukko A on rajoitettu.

Riittdvyys. Jokaisella n € N kuvaus k — kT on bijektio joukolta {0, ...,n} joukolle
[nT]; ndinollen joukko {0,...,n} on aarellinen; Lauseen I 3.6 nojalla myds jokainen
joukon {0, ...,n} osajoukko on &arellinen. Rajoitettujen joukkojen #érellisyys seuraa
edellisesta, silla joukko £ C N on rajoitettu jos ja vain jos on olemassa sellainen

n €N, etta £ C {0,...,n}. O

Lauseesta I 3.8 seuraa erityisesti, etta joukko N on aareton.

Seuraavassa todistamme aarellisia joukkoja koskevia vaitteitd usein induktiolla
joukkojen koon suhteen. Téallaiset induktiotodistukset ovat seuraavaa muotoa. Ol-
koon A jokin joukko, jonka alkiot ovat airellisid joukkoja ja olkoon P joukon A
alkioiden ominaisuus. Nyt voimme tarkastella seuraavaa luonnollisten lukujen omi-

naisuutta Q:

Q(n) <= (VA € A) (|A| = n = P(A)).

Jos saamme todistettua induktiolla, etta jokaisella luonnollisella luvulla on ominai-
suus ), niin voimme paétella, etta jokaisella joukkoon A kuuluvalla joukolla on omi-
naisuus P.

Esimerkkina induktiosta joukon koon suhteen osoitamme, etta aarellisen monen
ddrellisen joukon yhdistys on &érellinen (huomaa, ettd joukon N &Airellisille osajou-

koille tdmaé tulos seuraa helposti edellisen lauseen tuloksesta).

I 3.9 Lause Adrellisen monen éérellisen Jjoukon muodostama yhdistysjoukko on aa-

rellinen.

Todistus. Todistamme lauseen tuloksen kahden aarellisen joukon tapauksessa: ylei-
nen tulos seuraa tasta helposti induktiolla joukkojen lukumaaran suhteen.

Olkoot siis X ja Y aérellisia joukkoja. Joukko Z = Y ~ X on Lauseen I 3.6
nojalla aérellinen ja liséksi pétee, ettd X UY = X UZ. Merkitddn A ={A: A C X}.
Lauseen I 3.6 nojalla jokainen joukon A alkio on &érellinen joukko. Merkitsemme

Q:lla seuraavaa luonnollisten lukujen ominaisuutta:

Q(n) <= (VA € A) (|A] =n = joukko AU Z on aéarellinen).
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Osoitamme induktiolla, ettd jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus Q.
Luvulla 0 on ominaisuus @, silld jos |A] = 0, niin A = 0 ja AU Z = Z, joten
joukko AU Z on aarellinen. Olkoon nyt n sellainen luonnollinen luku, etté jokaisella
luonnollisella luvulla & < n on ominaisuus Q. Osoitamme, ettd myos luvulla n™ on
ominaisuus Q. Olkoon A € A sellainen joukko, ettd |A] = n*. Osoitamme, etta
joukko AU Z on aarellinen. Koska |A| = n™ > 0, niin A # 0 ja titen on olemassa
alkio a € A. Joukolle B = A\ {a} on voimassa B € A ja, Lauseen 3.5 nojalla,
|B| < |A|. Induktio—oletuksen nojalla joukko BUZ on &érellinen. Téten on olemassa
m € N ja bijektio ¢ : [m] — B U Z. Maaritellaan kuvaus ¢ : [m*] — AU Z
asettamalla ¥ (k) = ¢(k) jos k < m ja 1(m™*) = a. Ndhddin helposti, ettd kuvaus 1)
on bijektio. Taten joukko AU Z on direllinen. Olemme osoittaneet, ettd luvulla n™
on ominaisuus (). Edella esitetysta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etta jokaisella
luonnollisella luvulla on ominaisuus . Erityisesti, luvulla |X| on ominaisuus @,

joten joukko X U Z = X UY on aarellinen. O
I 3.10 Korollaari Kahden aarellisen joukon karteesinen tulo on aarellinen.

Todistus. Jos X ja Y ovat aarellisia joukkoja, niin voimme esittaa tulojoukon X xY

ddrellisend yhdisteend J, .y X x {y}, jonka tekijat X x {y} ovat &arellisid (koska

yey
kuvaus z — (z,y) on bijektio X — X x {y}). O

Mainitsemme vield yhden induktioperiaatteen, induktion ddrellisen joukon os-
ajoukkojen suhteen. Olkoon X &arellinen joukko. Kuten ndimme edellisen lauseen
todistuksessa, joukon X:n osajoukkoja koskevia viitteita voidaan todistaa induktiol-
la osajoukkojen koon suhteen. Téassa yhteydessa meidan ei kuitenkaan valttamatta
tarvitse tarkastella lainkaan X:n osajoukkojen kokoja, silla jos P on joku X:n os-

ajoukkojen ominaisuus, niin voimme kayttda seuraavaa tulosta:
(VAC X)(((VB& A)P(B)) = P(A))] = (VAC X)P(A). (%)

Toisinsanoen, joukon X jokaisella osajoukolla (ja siis myos joukolla X itselldén)
on ominaisuus P, mikali tama ominaisuus on jokaisella sellaisella X:n osajoukol-
la, jonka jokaisella aidolla osajoukolla on kyseinen ominaisuus. Induktioperiaate
(*) todistetaan osoittamalla seuraavan lemman avulla, ettd joukko B = {A C X :

A:lla ei ole ominaisuutta P} on tyhja.
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I 3.11 Lemma Olkoon B epatyhja joukko, jonka jokainen alkio on aarellinen joukko.
Taélloin on olemassa sellainen B € B, etta mikdan joukon B aito osajoukko ei kuulu

joukkoon B.

Todistus. Koska B # (), joukko {|B| : B € B} on epétyhja ja Lauseen I 2.1 tuloksesta
seuraa nain ollen, etta on olemassa sellainen B € B, etta jokaisella C' € B on voimassa
|B| < |C|. Koska jokaiselle C' & B on Lauseen I 3.6 nojalla voimassa |B| > |C|,

nahdaian ettei mikaan B:n aito osajoukko kuulu joukkoon B. O

Eras kayttokelpoinen muoto edellisesta induktioperiaatteesta on seuraava:
P& [(VAC X) ((Vx € X N A)(P(A) = P(AU{z})] = P(X). (k)

Luonnollisten lukujen joukossa maaritellyt aritmeettiset operaatiot ja niiden
perusominaisuudet oletamme seuraavassa tunnetuiksi. Osoitamme téssa kuitenkin,
miten edelld esitetyn aksiomaattisen lahestymistavan puitteissa voimme helposti ja
luonnollisella tavalla maaritella kyseiset aritmeettiset operaatiot, kun joukon koko on
madritelty.

Maarittelemme aluksi kahden luvun summan. Kun n € N ja k£ € N, niin asetam-

n+k=|([n] x{0}) U ([K] x {1})].

Toisin sanoen joukot [n] ja [k] “tehdaén erillisiksi” ja n + k:ksi asetetaan yhdistys-
joukon koko.

Koska kuvaus

¢+ ([K] x {0}) U ([n] x {1}) — ([n] x {0}) U ([K] x {1}),

missé ¢(l,7) = (I,1 — i), on bijektio, niin on voimassa k +n =n + k.

Panemme merkille, etta jokaisella n € N, joukon

([n] x{0}) U ([1] x {1}) = ([n] x {0}) U{(1, 1)}

koko n + 1 on Lauseen I 3.6 nojalla suurempi kuin joukon [n] x {0} koko eli n;
tastd seuraa, ettd on voimassa n + 1 > n*. Toisaalta ndemme helposti, ettd kuvaus
¥ ([n] x {0 U{(1,1)} — [n*], missd ¥ (k,0) = k, jokaisella k € [n] ja¢(1,1) =nT,
on bijektio joukolta ([n] x {0}) U {(1,1)} — [nT] erdille joukon [n'*] osajoukolle;
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tastd seuraa Lauseen I 3.6 nojalla, ettd on voimassa | ([n] x {0}) U {(1,1)}| < |[nT]|
elin+1 < n™. Edelli esitetystd seuraa, etti on voimassa nt = n-+1; tisti eteenpiin
kiytammekin tutumpaa merkintad n + 1 luonnollisen luvun n seuraajalle n*. Koska
luvuille n > 0 on Lemman I 2.2 nojalla voimassa (n~)* =n eli n~ + 1 = n, niin n:n
edeltajalle n~ voidaan kayttaa merkintaa n — 1.

Seuraavassa tarvitsemme usein myos yleisempaa summan kasitetta. Olkoon [
ddrellinen joukko (“indeksijoukko”) ja olkoon k; luonnollinen luku jokaisella i € I.

Lukugjen k;, i € I, summa ), ; k; médritelliéin seuraavasti:

S k-

i€l

k] x (i)

i€l

Ndemme helposti, ettd jos edelld I = 0, niin ), _,; k; =0, jos I = {j}, niin >, k; =
kj jajos I ={j,1}, niin >, ; ki = k; + ki.

Jos indeksijoukko I on muotoa {i € N : [ < i < n}, niin kdytdmme merkinnin
> ;eq ki asemasta usein merkintad " k;.

Jos A on jokin aarellinen joukko luonnollisia lukuja, niin méaarittelemme luku-
joukon A summan ) A asettamalla ) A =3, _, k.

Voisimme maaritellda myos yleisen summan rekursiolla indeksijoukon koon suh-
teen, mutta edella annetusta méaaritelmasta kasin on helpompi todistaa summan
ominaisuuksia. Monet naistd ominaisuuksista seuraavat helposti alla mainitusta tu-

loksesta.

Harjoitustehtévid. 1° Osoita, ettd edelld méaritellylla summalla ), ; k; on seu-
raava ominaisuus (“tdydellinen ryhmiteltivyys”): jos P on #érellinen joukko ja jos
A,, p € P, ovat sellaisia joukkoja, etta UpeP A,=1Tja A,N A, =0 aina kun p # g,
niin talloin on voimassa

D k=2 (3 k).

i€l pEP €A,
Edellista muotoa olevasta summasta voidaan usein selvyyden karsimatta jattaa pois

sulkumerkit ja siis kirjoittaa

)OIIEDIPILE

pEP €A, pEPIEA,
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2¢° Osoita taydellisen ryhmiteltavyyden avulla summausjarjestyksen vathtomahdolli-
suus: Jos k;; € N jokaisella (7, j) € I x J, niin

22 k= 3 k=) ki

icl jeJ (i,)€IXJ jeJ icl

Yleisen summamerkinnan avulla voimme ilmaista darellisen monen erillisen aa-

rellisen joukon yhdisteen alkioiden lukumaéaran.

I 3.12 Lause Olkoon I aarellinen joukko ja olkoot A;, i € I, keskenaadn erillisia

aarellisia joukkoja. Talloin

’UAz’ = |4l

i€l iel

Todistus. Olkoon jokaisella i € I, ¢; bijektio [k;] — A;, missd on siis merkitty
ki = |As]. Merkitddn X = (J, o [ki] x {i}, jolloin |X| = |U,c k] x {i}] = >, ki
Maéaritelladn kuvaus ¢ : X — (J,;c; Ai kaavalla ¢(n, i) = ¢;(n). Télléin ¢ on surjektio,
silld jokaisella i € I on voimassa A; = ¢;([ki]) = o([k;] x {i}) C ¢(X). Liséksi
¢ on injektio, silla jos (n,i),(m,j) € X ja (n,i) # (m,j), niin ¢(n,i) € A; ja
¢(m,j) € Aj, joten tapauksessa ¢ # j on voimassa ¢(n,i) # ¢(m,j) joukkojen
A; ja Aj erillisyyden nojalla; tapauksessa ¢ = j on voimassa n # m ja ¢; = ¢;,
joten ¢(n,i) = ¢i(n) = ¢j(n) # ¢;(m) = ¢(m,j) kuvauksen ¢; bijektiivisyyden
nojalla. Olemme osoittaneet, ettd ¢ on bijektio. Lauseen I 3.4 nojalla on voimassa
| User Ail = 1X] =2 icr ks O

Merkinnalld

jokaisella i € I. Koska voimme esittda aérellisen joukon A keskendén erillisten jouk-

k tarkoitamme seuraavassa summaa » ., k;, missd k; = k

icl el

kojen {a}, a € A, yhdisteend ja koska |{a}| = 1 jokaisella a € A, niin voimme ilmaista
A:n koon tdman merkinnan mukaisesti seuraavasti:
I 3.13 Korollaari Adrelliselle joukolle A on voimassa

A=Y

acA

Ylla olevan yhtalon oikeanpuoleinen lauseke vastaa intuitiivista ajatusta siita,
etta joukon koko saadaan “laskemalla” joukon alkioiden lukumaara.
Kahden erillisen joukon tapauksessa voimme ilmaista edellisen lauseen tuloksen

seuraavasti.
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I 3.14 Korollaari Kun A ja B ovat keskenaan erillisida darellisid joukkoja, niin
|AU B| = |A| + |B].

I 3.15 Korollaari Olkoon A aarellinen joukko ja olkoon B A:n osajoukko. Téallbin
A~ Bl = |4 - |B| .
Todistus. Joukot B ja A~ B ovat Lauseen I 3.6 nojalla darellisiad. Koska B U (A \

B) = Aja BN(ANB) =0, on edellisen korollaarin nojalla voimassa | B|+|A \ B| =
|A|. Néin ollen |A N B| = |A| —|B] . a
Korollaarin I 3.15 tuloksesta seuraa muun muassa, etta kun H on aarellinen
joukko ja h € H, niin |H ~ {h}| = |H| — 1.
Myo0s seuraava tulos seuraa Lauseesta I 3.12.
I 3.16 Korollaari Olkoot X ja Y adrellisia joukkoja ja olkoon f kuvaus X — Y.
Talloin [ X| =Y oy | FH{y}]:
Todistus. Jokaisella x € X voimassa xz € f~'{f(z)}; tiiten Uyey f~Hyy = X
Lisiksi kaikilla y, v € Y, jos y # v, niin f~Hy}Nf~{v} = 0. Joukot f~H{y},y €Y,
ovat Lauseen I 3.6 nojalla aarellisia. Taten korollaarin tulos seuraa Lauseesta I 3.12.
O

Voimme madéritellad luonnollisten lukujen tulon seuraavasti summan avulla:
n-m= E n.
1€[m]

Panemme merkille, etta on voimassa

(%) Y n=|J Wl x{}| =] x [l ;

1€[m] 1€[m]
néin ollen lukujen n ja m tulo n - m ilmaisee joukkojen [n] ja [m] karteesisen tulon
[n] x [m] koon. Jatdmme lukijan tarkastettavaksi, ettd ndin maaritellylla tulolla

tosiaan on luonnollisten lukujen tulon tutut ominaisuudet.

I 3.17 Lause Adrellisille joukoille A ja B on voimassa

[Ax B|=|4]-|B]

Todistus. Merkitdén n = |A| ja m = |B|. Olkoot ¢ : [n] — Ajav : [m|] - B
bijektioita. Talloin kuvaus (i,5) — (¢(i),1(4)) on bijektio [n] x [m] — A x B ja

lauseen tulos seuraa Lauseen I 3.4 ja ylla olevan yhtaloketjun * nojalla. O



24 4. JOUKON OSITUKSET. EKVIVALENSSIRELAATIOT.

Tassa yhteydessa emme kasittele luonnollisten lukujen joukon N laajennusta
kokonaislukujen joukoksi Z, vaan oletamme, ettéd lukija on jo tutustunut tdhan laa-
jennukseen (esimerkiksi algebran opintojen yhteydessd); huomautamme vain, etti
yleistetty summa ) ja yleistetty tulo II voidaan mééritella myos kokonaislukuvuille
(tai jopa reaaliluvuille) silld tavoin, etté tdydellinen ryhmiteltévyys ja jarjestyksen

vaihdettavuus ovat voimassa.

4. JOUKON OSITUKSET. EKVIVALENSSIRELAATIOT.

Kutsumme usein (joukko)perheeksi sellaista joukkoa, jonka alkiotkin ovat jouk-
koja. Perheen alkioiden asemesta puhumme perheen joukoista. Jos perheen joukot
ovat jonkun annetun joukon (“perusjoukon”) A osajoukkoja, niin puhumme A:n os-
ajoukkoperheistd. Joukon A osajoukkoperheistd suurin on A:n kaikkien osajoukko-
jen muodostama joukko {B : B C A}; tatd joukkoperhettd kutsutaan usein jou-
kon A potenssijoukoksi ja siita kdytetddn merkintdd P(A). Esimerkiksi P({a,b}) =
{{a,b},{a}, {b},0}. Joukon A osajoukkoperheet ovat taten perheen P(A) osaperhei-
td. Joukkoperheitd merkitdan yleensa symbolein A, B,... . Joukkoperheen B leikkaus
ja yhdiste madriteltiin edelld kaavoilla (VB = (e B ja |UB = Jgepg B- Tehdién
vield seuraavat sopimukset: jos B on tyhjd perhe A:n osajoukkoja (eli B = (}), niin
OB = AjalJB =0 (motivaatio: (0 = {a € A : a € B jokaisella B € §} = A ja
UO ={a € A:3B € () siten, ettd a € B} = ().

I 4.1 Maaritelma Olkoon A joukko ja olkoon B joukkoperhe.
Perhe B on joukon A peite, mikéli on voimassa | J B = A.
Perhe B on erillinen, jos kaikki B:n eri joukot ovat keskendan erillisia.

Perhe B on A:n ositus, mikéli B on epatyhjista joukoista koostuva A:n erillinen peite.

Huomattakoon, ettd joukon A epétyhjien osajoukkojen muodostama perhe B
on A:n ositus jos ja vain jos jokainen A:n alkio kuuluu tdsmaélleen yhteen perheen B

joukkoon.

I 4.2 Esimerkkeja epatyhjan joukon A osituksista:

(a) B={A}.

(b) B={{a}:a € A}.

(c) B={B, AN B} kun ) # B & A.

(d) B={B~C,C~B,BNC, A~ (BUC)} ~ {0} kun B,C C A.
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Y14 olevassa esimerkissa (d) voimme esittdd joukon A osajoukot B ja C' yhdis-
tyksiné esimerkissd muodostetun osituksen B joukoista: B = (B~ C)U (BNC) ja
C = (C~B)U(BNC(C). Seuraavassa lauseessa konstruoimme “pienimmén” sellaisen
osituksen, jonka joukkojen yhdistyksind voimme esittaa kaikki annetun osajoukko-

perheen joukot.

I 4.3 Lause Olkoon B joukon A osajoukkoperhe. Merkitdan
Xe=(e~[JB~C)  jokaisella C C B.

Talloin perhe X = {X¢ : C C B} ~ {0} on A:n ositus ja jokaisella B € B on voimassa
B={XeX: X C B}

Todistus. Sen osoittamiseksi, ettd X on A:n ositus, riittda nayttad, ettd jokainen
A:n alkio kuuluu tésmaélleen yhteen perheen B joukkoon. Olkoon a A:n alkio. Mer-
kitdan B, = {B € B:a € B}. Talldin a € (B, ja a ¢ J(B \ B,), joten a € Xz, .
Olkoon nyt C sellainen B:n osaperhe, ettd C # B,. Talloin on olemassa sellainen
joukko B € B, ettd joko B € C \ B, tai B € B, ~C. Jos B € C\ B,, niin a ¢ B
ja X¢ C B, joten téssi tapauksessa a ¢ X¢. Jos taas B € B, N\ C, niin a € B ja
Xe CANU(BNC) C A~ B, joten tassdkadn tapauksessa a ei kuulu joukkoon Xe.
Olemme néytténeet, etté jokaiselle C C B pétee, etta jos C # By, niin a ¢ X¢. Téten
a kuuluu tasmalleen yhteen perheen X joukkoon.

Osoitamme vield, ettéd jokaiselle B € B on voimassa B = | J{X € X : X C B}.
Olkoon B perheen B joukko. Ylla esitetyn nojalla on jokaisella a € A voimassa
a € Xp,. Jos a € B, niin B € B, ja niin ollen Xp, C (B, C B. Edella esitetyn
nojalla on voimassa B = |J{Xpg, : a € B}; tésté seuraa, koska {Xp, : a € B} C X,
ettd B=|/{X € X : X C B}. O

Jos ylla olevan todistuksen merkint6ja kédyttden maarittelemme kuvauksen f :

A — P(B) asettamalla f(a) = B, jokaisella a € A, niin on voimassa
f7HC={ac A:B,=C} =X  jokaisella C C B.

Yleisesti saamme seuraavan tuloksen.
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I 4.4 Lause Jos f: A — E on kuvaus, niin perhe

Op ={fHe}:e€ f(A)}

on A:n ositus.

Kaantaen, jokainen A:n ositus voidaan muodostaa télla tavalla.

Todistus. Selviisti f~'{e} # () jokaisella e € f(A). Jokainen a € A kuuluu téasmal-
leen yhteen perheen Oy joukkoon, nimittain joukkoon f~1{f(z)}. Taten Of on A:n
ositus.

Kéantéaen, olkoon O A:n ositus. Talloin voidaan maaritella kuvaus g : A — O
asettamalla g(a) = O kun a € O € O. Kuvaus g on surjektio ja jokaisella O € O on
voimassa O = g~ 1{O}; niin ollen O = O,. a

Ylla olevan todistuksen lopussa maériteltya kuvausta g kutsutaan kanoonisekst

surjektioksi A — O.

Voimme tarkastella joukon osituksia myos ns. ekvivalenssirelaatioiden avulla.

Ekvivalenssilla tarkoitamme samanarvoisuutta (jonkun tarkastelun suhteen).

Esimerkki. Atomien ytimet ovat ekvivalentit
(1) kemiassa, kun niill& on sama ytimen varaus (jarjestysluku) Z
(2) fysiikassa, kun niilld on sama Z ja sama massaluku A

(3) ydinfysiikassa, kun niilld on samat Z ja A ja sama viritystila.

Ekvivalenssi on siis eri asia eri tilanteissa. Siihen liittyy kuitenkin aina luokittelu.
Esimerkissa

(1) alkuaineet (2) isotoopit (3) ytimen isomeerit.

Ekvivalenssirelaatiot voidaan maaritella luokittelujen kautta. Joukon alkioiden
luokittelu jakaa alkiot erillisiin luokkiin, joten luokittelu maaraa joukon osituksen.
Kaantaen, jokainen joukon ositus luokittelee joukon alkiot sen mukaan, mihin osituk-
sen joukkoon ne kuuluvat. Joukon kaksi alkiota ovat ositukseen liittyvan luokittelun
mielessa ekvivalentit, mikali ne kuuluvat samaan osituksen joukkoon. Tarkastelemme

nyt osituksen maaradméan ekvivalenssin ominaisuuksia.
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I 4.5 Lause Jos O on joukon X ositus, niin relaatiolla
Eo ={(z,y) € X x X : 30 € O siten, ettd x € O jay € O}

on seuraavat ominaisuudet:
(i) (refleksiivisyys) (xz,x) € Eo jokaisella x € X.
(ii) (symmetrisyys) (x,y) € Eo = (y,z) € Eo kaikilla z,y € X.
(iii) (transitiivisuus) (z,y) € Eo ja (y,z) € Eo = (x,2) € Ep kaikilla z,y,z € X.

Todistus. Merkitsemme f:11a kanoonista surjektiota X — . Talloin kaikilla x € X
ja O € O on voimassa f(z) = O <= z € O. Néin ollen kaikilla x € X jay € X on
voimassa (z,y) € Eo <= f(x) = f(y). Lauseen ehtojen voimassaolo on nyt selvéé,
silla kaikilla x € X,y € X ja z € X on voimassa:

(i) f(z) = f(z).

(i) f(z) = fly) = fly) = ().
(i) f(z) = f(y)ja fy) = f(2) = [fx) = f(2). O

Joukon X relaation R refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus voidaan

ilmaista myos seuraavasti:

(refleksiivisyys) xRz jokaisella x € X.
(symmetrisyys) xRy = yRx kaikilla x,y € X.
(transitiivisuus) xRy & yRz = xRz kaikilla x,y,z € X.

I 4.6 Maaritelma Joukon X relaatio R on X:n ekvivalenssirelaatio, jos R on

refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen.

Merkitsemme usein ekvivalenssirelaatioita muotoa ~ ja = olevilla symboleilla ja

kirjoitamme esimerkiksi z ~ y emmeka (z,y) € ~.

I 4.7 Esimerkkeja (a)ldenttisyysrelaatio idx on joukon X ekvivalenssirelaatio.
(b) Maarittelemme kokonaislukujen joukossa Z relaation R asettamalla (x,y) €

R <= x — y on parillinen. T&ll6in R on

(i) refleksiivinen:  — x = 0 on parillinen.
(ii) symmetrinen: z — y on parillinen = y — z = —(x — y) on parillinen.
(iii) transitiivinen: = —y ja y — 2z parillisia = x — 2z = (x — y) + (y — 2) on parillinen.

Téten R on ekvivalenssirelaatio. Tavallisesti merkitsemme sitd z = y (mod2)
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Liitimme Lauseessa I 4.5 jokaiseen joukon X ositukseen O X:n ekvivalenssirelaa-
tion Ep. Osoitamme nyt, etta saamme talla tavalla kaikki X :n ekvivalenssirelaatiot.

Todistamme aluksi eraita aputuloksia.

I 4.8 Lemma Joukon X relaatio R on transitiivinen jos ja vain jos kaikilla z,y € X

on voimassa y € R{z} = R{y} C R{z}.

Todistus. Vidlttamdattomyys. Oletetaan, ettad relaatio R on transitiivinen. Olkoon
X alkioille z ja y voimassa y € R{x} eli (z,y) € R. Olkoon z joukon R{y}
alkio. Té&ll6in (y, z) € R. Koska R on transitiivinen ja koska on voimassa (x,y) € R
ja (y,z) € R, on voimassa (z,z) € R eli z € R{z}. Olemme osoittaneet, etté
R{y} C R{z}.

Ruittavyys. Oletetaan, etta relaatio R toteuttaa lemmassa mainitun ehdon. Nayte-
tédn, ettd R on transitiivinen. Olkoon X:n alkioille x,y ja z voimassa (x,y) € R ja
(y,z) € R. Talldin y € R{z}, joten oletuksen nojalla on voimassa R{y} C R{z}.
On myo6s voimassa z € R{y} ja taten edelleen z € R{z} eli (z,z) € R. Olemme

nayttaneet, etta R on transitiivinen. O

Voimme lausua edellisen tuloksen myos seuraavasti: relaatio R on transitiivinen

jos ja vain jos Ro R C R.

I 4.9 Lause Olkoon R joukon X ekvivalenssirelaatio. Talloin kaikilla x,y € X on

voimassa

TRy <= R{xz} = R{y} <= R{z} N R{y} # 0

Todistus. Jos alkioille z ja y on voimassa xRy, niin R:n symmetrisyyden nojalla on
voimassa yRx; talloin y € R{z} ja x € R{y}, ja Lemman I 4.8 tuloksesta seuraa R:n
transitiivisuuden nojalla, ettd R{z} = R{y}.

Koska R on refleksiivinen, on jokaisella y € X voimassa yRy eli y € R{y} ja
néin ollen R{y} # (. Téten jos alkioille z ja y on voimassa R{z} = R{y}, niin on
voimassa R{z} N R{y} # 0.

Todistuksen loppuunsaattamiseksi osoitamme viela, etta R{zx} N R{y} # 0 =
zRy. Oletamme siis, ettd on voimassa R{z} N R{y} # 0. Olkoon z joukon R{z} N
R{y} alkio. T&ll6in on voimassa xRz ja yRz. Koska R on symmetrinen, on voimassa
zRy. Koska R on transitiivinen ja koska on voimassa xRz ja zRy, on siis voimassa

rRy. O
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Kun R on joukon X ekvivalenssirelaatio ja x € X, niin kutsumme joukkoa R{x}

alkion = ekvivalenssiluokaksi relaatiossa R.

I 4.10 Korollaari Olkoon R joukon X ekvivalenssirelaatio. Taélloin joukkoperhe
{R{z}:x € X} on X:n ositus.

Todistus. Lauseen I 4.9 tuloksesta seuraa, ettd joukot R{z},z € X ovat epétyhjia
ja ettd jokaisella y € X alkio y kuuluu tdsmaélleen yhteen perheen {R{x} : x € X}
joukkoon, nimittain joukkoon R{y}. O
Kutsumme ekvivalenssirelaatiota R vastaavaa joukon X ositusta {R{z}:z € X}
joukon X tekijajoukoksi ekvivalenssirelaation R suhteen ja merkitsemme sita usein
symbolilla X/R. Kanooninen surjektio X — X/R on kuvaus z — R{z}, z € X.
Naytamme nyt, ettd ekvivalenssirelaation R tekijajoukkoon Lauseen I 4.5 mie-

lessa liittyva ekvivalenssirelaatio on R.

I4.11 Lause Olkoon R joukon X ekvivalenssirelaatio. Merkitdan O:lla X :n ositusta
{R{z} :z € X}. Télléin R = FEop.

Todistus. Kayttden hyviksi perheen O ja relaation E» maaritelmia, relaation R

symmetrisyytta sekd Lauseen I 4.9 tulosta, ndhdaan olevan voimassa

(x,y) € Eo <= (3z € X)(x € R{z} & y € R{z})
< (Jz € X)(z € R{z} & z € R{y})
<~ R{z}NR{y} #10
< zRy

<~ (z,y) e R. O
Toisaalta ndemme helposti, ettd jos O on joukon X ositus, niin X:n ekviva-
lenssirelaation Eo tekijajoukko X/FEo on sama kuin ositus O. Néin ollen joukon X
ositukset ja ekvivalenssirelaatiot ovat bijektiivisessa vastaavuudessa keskenaan edella

tarkasteltujen operaatioiden (O — Eo ja R +—— X/R) vélityksella.

Esitdmme lopuksi lausekkeen annetun X:n relaation S “virittamalle” ekviva-
lenssirelaatiolle. Ekvivalenssirelaatio £ on pienin S:n sisaltava ekvivalenssirelaatio,
mikédli S C E ja jokaiselle ekvivalenssirelaatiolle £’ on voimassa: jos S C E’, niin
E C E’. Vastaavasti maarittelemme pienimmén S:n sisaltdvin symmetrisen relaa-

tion, refleksiivisen relaation jne.
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Néaemme helposti, ettd joukon X relaatio R on refleksiivinen jos ja vain jos
idy C R ja R on symmetrinen jos ja vain jos R~! = R; titen saamme seuraavan

tuloksen.

I 4.12 Lemma Olkoon S joukon X relaatio. Talléin on voimassa:
(a) SUidx on pienin S:n siséltavé refleksiivinen relaatio.

(b) SUS™! on pienin S:n sisiltivi symmetrinen relaatio.

Pienin relaation S sisaltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio konstruoidaan
seuraavasti. Merkitdin SY = idx ja luvuille n > 0 méiéritellidn S™ rekursiivisesti

kaavan S™ = S o S"~1 avulla. Merkitaén lopuksi S = J, o 5™

I 4.13 Lemma Olkoon S joukon X relaatio. Téll6in on voimassa:
(a) S on pienin S:n sisdltavé transitiivinen ja refleksiivinen relaatio.

(b) Jos S on symmetrinen, niin S on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. (a) Koska idx = S° C 8, relaatio S on refleksiivinen. Osoitamme,
ettd S°° on transitiivinen. Kayttamalld induktiota luvun n suhteen naytdmme, etta
kaikilla n,k € N on voimassa S™ o S*¥ = S"t*. viite pitee nm arvolla 0, koska

S% =idx ja jos on voimassa S™ o ¥ = S"** niin t#lloin on myds voimassa,
S o 8% = (S08") 0 5% =50 (5" 08%) =808t = gntktl,

Olkoot nyt x, y ja z sellaisia X:n alkioita, ettd on voimassa (x,y) € S ja (y,z) €
S°°. Talldin on olemassa sellaiset luonnolliset luvut k ja n, ettd (z,y) € S* ja
(y,z) € S™. Koska nyt (z,z) € S™ o S*, niin edelld esitetyn nojalla on voimassa
(x,2) € S"tF C §°°. Olemme osoittaneet, etti relaatio S° on transitiivinen.
Olkoon T joku toinen S:n sisaltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio. Koska
T on transitiivinen, on voimassa T'oT" C T'. Relaation T refleksiivisuudesta seuraa,
etti S° C T. Jos luvulle n € N pitee, ettd S™ C T, niin tilldin on voimassa
Sntl = §o0 8" € ToT C T. Edellisests, seuraa induktioperiaatteen nojalla, ett
jokaisella n € N on voimassa S™ C T. Tidten S* = J, 5" C T. Olemme
niayttaneet, ettd S on pienin S:n sisaltava transitiivinen ja refleksiivinen relaatio.
(b) Oletamme, etti S on symmetrinen. Talloin S° = idx ja S! = S ovat

symmetrisia ja induktiota kayttiaen ndemme helposti, ettd S™ on symmetrinen myos
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jokaisella n > 1: jos nimittdin S™~! on symmetrinen eli (S"~1)~! = §*~! niin (a)-
kohdan todistuksessa esitetyn mukaan on voimassa S™ = S""! o S ja tiistd seuraa

Lauseen I 1.4 avulla, ettd S™ on symmetrinen:
(Sn)—l — (Sn—l o S>_1 — S—l o (Sn—1>—1 — SoSn—l = qn

Néemme helposti, ettd on voimassa ([, S™) ™" = U,en(S™)7'; tisté seuraa

neN
edelld esitetyn nojalla, ettd S on symmetrinen:

(Soo)—l _ (U Sn)—l _ U (Sn)—l U §™ — g 0
neN neN neN
I 4.14 Korollaari Olkoon S joukon X relaatio. Télloin (S U S™1)* on pienin S:n

sisaltava X :n ekvivalenssirelaatio.

5. JOUKKOJEN SYMMETRINEN EROTUS.

Seuraavassa maarittelemme laskutoimituksen késitteen ja tarkastelemme erai-
ta laskutoimituksella varustettuja joukkoja, nk. “ryhmia”. Lopuksi maarittelemme
annetun joukon potenssijoukossa laskutoimituksen, joukkojen “symmetrisen erotuk-

sen”, jolla varustettuna potenssijoukosta tulee ryhma.

I 5.1 Maaritelma Olkoon A joukko. Binddrioperaatio eli (kaksipaikkainen) las-

kutoimitus joukossa A on kuvaus A x A — A.

Seuraavassa tarkoitamme termilld “laskutoimitus” aina kaksipaikkaista lasku-
toimitusta. Toisinaan puhumme “joukon A laskutoimituksista” kun tarkoitamme
laskutoimituksia joukossa A.

Kun ® on laskutoimitus joukossa A, kdytdmme joukon A x A alkion (a, b) kuva—
alkiolle ®((a,b)) yleensé lyhennettyd merkintdé a ® b.

Joukon A laskutoimituksen ® rajoittuma joukkoon B C A on kuvaus ®|B X B;
tdmé kuvaus on joukon B laskutoimitus jos ja vain jos @(B x B) C B, toisin sanoen,

jos ja vain jos kaikilla b,b’ € B on voimassa b ® b’ € B.
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I 5.2 Esimerkkeja (a) Merkitsemme Rel 4:1la kaikkien joukon A relaatioiden muo-
dostamaa joukkoa, ts., Rel4 = P(A x A). Relaatioiden yhdisteleminen o : (R, Q) —
R o @ on laskutoimitus joukossa Rel 4. Koska kahden kuvauksen A — A yhdistelma
on kuvaus A — A, ndemme, ettd laskutoimituksen o rajoittuma kaikkien kuvausten
A — A muodostamaan joukkoon on kyseisen joukon laskutoimitus. Lauseen I 1.12
tuloksesta seuraa, ettd myos laskutoimituksen o rajoittuma kaikkien injektioiden (tai
kaikkien surjektioiden tai kaikkien bijektioiden) muodostamaan joukkoon on kyseisen
joukon laskutoimitus.

(b) Kuvaukset (B,C) — BUC, (B,C) — BNC ja(B,C)+— B~ C ovat joukon
P(A) laskutoimituksia jokaisella joukolla A. O

Tarkastelemme nyt eriita laskutoimitusten ominaisuuksia.

I 5.3 Maaritelma Olkoon ® joukon A laskutoimitus.

Laskutoimitus ® on assosiatiivinen eli liitanndinen, mikali kaikilla a,b,¢ € A on
voimassa a ® (b® ¢) = (a®b) ® c.

Laskutoimitus ® on kommutatiivinen eli vaihdannainen, mikali kaikilla a,b € A on

voimassa a @b =>0Q a.

Maéaritelmistd seuraa suoraan, ettd laskutoimitus on assosiatiivinen (kommu-
tatiivinen), mikéli se on jonkun assosiatiivisen (kommutatiivisen) laskutoimituksen

rajoittuma.

I 5.4 Esimerkkeja (a) Relaatioiden yhdisteleminen o on Lauseen I 1.6 nojalla
assosiatiivinen laskutoimitus joukossa Rel 4. Tama laskutoimitus ei yleensa ole kom-
mutatiivinen: esimerkiksi kuvauksille f,g : [3] — [3], missd f(1) = 1, f(2) = 3,
fB)=2jag(l)=2,9(2)=1, g(3) =3, on voimassa fog#go f.

(b) Joukon P(A) laskutoimitukset U ja N ovat assosiatiivisia ja kommutatiivisia; sen

sijaan laskutoimituksella \ ei ole kumpaakaan ominaisuutta, mikili A # (). O

Laskutoimituksella varustettu joukko on pari (A, ®), missd A on joukko ja ® on

laskutoimitus joukossa A.

I 5.5 Maaritelma (a) Olkoon (A, ®) laskutoimituksella varustettu joukko. Joukon
A alkio e on (A, ®):n neutraalialkio, mikéli jokaisella a € A on voimassa a®e = e®a =
a.

(b) Olkoon (A, ®) laskutoimituksella varustettu joukko, jolla on neutraalialkio e.

Joukon A alkio b on A:n alkion a kddnteisalkio, mikéali on voimassa a®b=b®a = e.



Luku I. Joukot ja relaatiot 33

Jos laskutoimituksella varustetulla joukolla (A, ®) on neutraalialkio, niin se on
yksikésitteinen: jos e ja €’ ovat neutraalialkioita, niin e = e ® ¢/ = €. Mikali
laskutoimitus ® on assosiatiivinen, niin myos kaanteisalkiot ovat yksikasitteisia: jos
A alkiot b ja b’ ovat alkion a kddnteisalkioita, niin b = b®e = b® (a ®b') =
bRab =ext/ =1
I 5.6 Esimerkkeja (a) Joukon A identtisyysrelaatio A on laskutoimituksella
varustetun joukon (Rely, o) neutraalialkio. Jos f on bijektio A — A, niin t&lléin f:n
kidinteiskuvaus f~1 on fin kidinteisalkio (Rela, o):ssa.

(b) Tyhja joukko on (A, U):n neutraalialkio ja A on (A, N):n neutraalialkio. O

Algebrassa tarkastellaan yhdella tai useammalla laskutoimituksella varustettu-
ja joukkoja; maarittelemme nyt téllaisista “algebrallisista struktuureista” kaikkein

perustavanlaatuisimman.

I 5.7 Maaritelma Ryhma on assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko,
jolla on neutraalialkio ja jonka jokaisella alkiolla on kaanteisalkio.
Kommutatiivinen ryhmda eli Abelin ryhmd on ryhmaé, jonka laskutoimitus on kommu-

tatiivinen.

Eriita kaikkein tarkeimmista diskreetissd matematiikassa esiintyvista ryhmista

ovat ns. symmetriset ryhmdat:

I 5.8 Lause Olkoon X joukko. Merkitdan Sx :11a kaikkien bijektioiden X — X muo-

dostamaa joukkoa. Télléin pari (Sx,o) on ryhmd. Ryhmén neutraalialkio on X :n

identtinen kuvaus ja jokaisella ¢ € Sx, alkion ¢ kdanteisalkio on yp:n kdanteiskuvaus
-1

.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Joukon X symmetristd ryhméé (Sx, o) merkitdén yleensd vain lyhyesti Sy :1l4.
Jos X = [n], niin ryhmésta kdytetddn merkintad .S,,.
Esimerkki I 5.4(a) osoittaa, ettd symmetriset ryhmét ovat (nimestéén huolimat-

ta) yleensd epdkommutatiivisia.

Aikaisemmissa esimerkeissé kohtasimme eraitéa potenssijoukon laskutoimituksia;
tarkastelemme viela erdsta tallaista laskutoimitusta.

Olkoot D ja E joukkoja. Joukkojen D ja E symmetrinen erotus on joukko (D
E)U(E\D); téasté joukosta kaytetddn merkintdd DAE. Joukko DAE koostuu niisté
alkioista, jotka kuuluvat joko joukkoon D tai joukkoon FE, mutta eivat molempiin;
téten on voimassa DAE = (DUE)\ (DNE).
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I 5.9 Lemma Olkoot C, D ja E joukon A osajoukkoja. Talléin on voimassa:
(a). CAD = C jaCAC =)

(b). CAA=ANC jaCA(ANC)=A.

(c). CAD = DAC.

(d). (CAD)NE=(CNE)A(DNE).

Todistus. Kohtien (a),(b) ja (c) tulokset seuraavat suoraan operaation A madritel-

mén nojalla. Todistetaan kohta (d):

(CAD)NE=[(C~D)U(D~C)NE
=[(C~D)NEJU[(D~C)NE]
=[(CNE)N(DNE)U[(DNE)N(CNE)]

— (CNE)A(DNE) . O

Joukko—operaatiot U ja N liittyvat loogisiin operaatioihin V (“tai”) ja A (“ja”)
seuraavasti: jos E ja F' ovat joukkoja, niin alkiolle z patee, ettda © € E U F <
reFEVreFjaxe ENF < x € ENz € F. Joukko—operaatio A puolestaan
liittyy loogiseen operaatioon XOR (“exclusive or” eli “tai muttei ja”). Merkitdan
operaatiota XOR symbolilla L; talloin lauseille P ja @, lause P L Q) on tosi jos ja
vain jos jompikumpi, mutta ei kumpikin, lauseista P ja @) on tosi. Toisin sanoen,

PUQ< (PVQ)AN[-(PAQ)].

I 5.10 Lemma Olkoot D ja E joukon A osajoukkoja. Talléin jokaisella a € A on
voimassa a € DAE <= a € DUa € E.

Todistus.
a€ DAE<=a€c (DUE)N(DNE)

< (@eDVaeE)AN[~(a€DANa€E)] O
<ac€DUack.
Edellinen tulos tarjoaa meille mahdollisuuden kayttaa hyvaksi loogisen operaa-

tion U ominaisuuksia tutkiessamme joukko—operaatiota A.

I 5.11 Lemma Olkoot P, ) ja S lausemuuttujia. Talloin

(PUQ)US < PL(QUS).
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Todistus. Viitetyn ekvivalenssin voimassaolo seuraa totuustaulukosta (jossa T'=“tosi”

ja F'=*“epétosi”):

P @Q S PUQR (PUQ)US QuUS PUQUS)
T T T F T F T
T T F F F T F
T F T T F T F
T F F T T F T
F T T T F F F
F T F T T T T
F F T F T T T
F F F F F F F

Edellisten tulosten avulla voimme nyt helposti todistaa seuraavan tuloksen, joka

osoittaa, ettd joukko—operaatio A on assosiatiivinen.

I 5.12 Lause Olkoot C, D ja E joukkoja. Téall6in on voimassa
(CAD)AE = CA(DAE).

Todistus. Jokaiselle alkiolle x on Lemmojen I 5.10 ja I 5.11 nojalla voimassa

x € (CAD)AE <= (r € CAD)U (z € E)
— [(zreC)U(xeD)U(xeER)
— (xeC)U[(x e D)U(x € FE)
< x € CA(DAE) . O

Lemman I 5.9 kohdan (a) nojalla saamme Lauseelle I 5.12 seuraavan korollaarin.

I 5.13 Korollaari Olkoon A joukko. T&ll6in pari (P(A),A) on ryhméd. Ryhmén
neutraalialkio on () ja jokaisella C' € P(A), alkion C kééanteisalkio on C.

Operaation A assosiatiivisuuden nojalla voidaan muotoa (CAD)AE ja CA(DAE)
olevat lausekkeet Kkirjoittaa muotoon CADAFE. Yleisemmin, jos By, ...., B, ovat
joukkoja ja n > 2, niin méaaritellddn joukko B1A --- AB,, rekursiivisesti asettamalla
B1A---By = BiAByjajokaisellal < k <n, BiA---ABpy1 = (B1A---ABy)ABj41.

Seuraava tulos antaa yksinkertaisen luonnehdinnan edella maaritellyille joukoille.

I 5.14 Lemma Olkoot By, ..., B, joukkoja jamn > 1. Téalloin x € B1A---AB,, jos

ja vain jos joukossa {i € [n]: x € B;} on pariton maéra alkioita.
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Todistus. Suoritamme todistuksen induktiolla luvun n suhteen.

n=2: € BABy < |{i€[2]:z€ B} =1
<= luku [{i € [2] : x € B;}| on pariton.

n > 2: Oletamme, ettd vaite patee n:aa pienemmille luvuille. Nyt on voimassa
r€ BIA---AB, <= x € (BlA .- ABn_l)ABn <

joko |{i € [n — 1] : x € B;}| pariton ja z ¢ B,
tai |[{i € [n — 1] : x € B;}| parillinen ja x € B,
<= |{i € [n]: x € B;}| pariton. 0O

Annamme lopuksi kaavan kahden &arellisen joukon symmetrisen erotuksen al-

kioiden lukumaaéaralle.

I 5.15 Lemma Olkoot C ja D &arellisia joukkoja. Télloin
|CAD| = |C|+|D|-2-|CnNDj.

Todistus. On voimassa CAD = (C' ~ D) U (D ~ C). Joukot C ~ D ja D~ C
ovat erillisid, joten Korollaarin I 3.14 nojalla on voimassa |(C'~ D)U (D \ C)| =
|C . D| + |D~\ C|. Edelleen on voimassa C' ~ D = C ~ (C N D) ja téstd seuraa
Korollaarin I 3.15 nojalla, ettd |C'\ D| = |C| — |C N D|. Vastaavasti on voimassa
yhtdlé |D \ C| = |D| — |C N D|. Edella esitetyn nojalla pétee, etta

|CAD| = |C ~D|+|D\C|
=|C|-|CnD|+|D|l—-|DnC|. O
=|C|+|D|—-2-|CND|

I 5.16 Korollaari Olkoot C' ja D aarellisia joukkoja, joissa kummassakin on paril-

linen maara alkioita. Tallin joukossa CAD on parillinen maéra alkioita.
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6. RELAATION SISALTAMAT KUVAUKSET

Tarkastelemme nyt aarellisten joukkojen X ja Y valista relaatiota R C X x Y
ja etsimme ehtoja, joiden vallitessa R sisaltaa erityyppisia kuvauksia X — Y.

Jos relaatio f C R on kuvaus X — Y, niin jokaisella x € X on voimassa
f(z) € R{x} ja titen R{z} # . Jos kddntden tieddmme, ettd R{x} # 0 jokaisella
x € X, niin on intuitiivisesti selvaa, ettd voimme maaritella kuvauksen f : X — Y
“valitsemalla” jokaisella x € X kuva-alkioksi f(x) jonkun alkion joukon Y epé-
tyhjastd osajoukosta R{x}. Tama intuitiivisesti itsestddnselva tulos, kyseisenlaisen
yht’aikaisen “valinnan” mahdollisuus, vaatii kuitenkin tasmallisen todistuksen, jonka

voimme suorittaa luonnollisten lukujen ominaisuuksien avulla.

I 6.1 Lause (Airellinen valinta—aksiooma) Olkoon Y éérellinen joukko ja R € X xY
sellainen relaatio, ettd R{x} # 0 jokaisella x € X. Talloin R sisaltdd kuvauksen

X =Y.

Todistus. Koska Y on &arellinen, niin on olemassa luku n € N ja bijektio ¢ :
[n] — Y. Madritellddn f : X — Y seuraavasti: jokaisella z € X merkitdén
E, = ¢71(R{x}), merkitiin k,:lld epityhjin joukon E, pieninti lukua ja merki-
tadn f(z):114 joukon R{x} alkiota ¢(k,). Té&ll6in f on kuvaus X — Y ja f C R.
O

Jos R siséltda injektion f : X — Y, niin f on bijektio X — f(X) ja Lauseen I
3.4 nojalla on jokaisella A C X voimassa |f(A)| = |A| ja, koska f(A) C R(A), niin
on edelleen voimassa |R(A)| > |A|. Osoitamme, ettd nédin saatu valttdméaton ehto

injektion olemassaololle on myos riittava.

I 6.2 Lause (Hallin Lause) Olkoot X ja Y &drellisid joukkoja ja olkoon R C X xY
sellainen relaatio, etté jokaisella A C X on voimassa |R(A)| > |A|. Talloin R siséltdd

injektion X — Y.

Todistus. Todistetaan lauseen véite induktiolla luvun |X| suhteen. Jos |X| = 0,
niin tyhja joukko on injektio X — Y ja vaite on triviaalisti voimassa. Oletetaan,
ettd | X| > 0 ja véite on todistettu relaatioille R’ C X' x Y, missa | X'| < | X].

Tarkastelemme kahta eri tapausta.
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Oletamme aluksi, ettéd jokaisella ) # A & X on voimassa |R(A)| > |A|. Olkoon
zo joku X:m alkio. Koska on voimassa |R{xo}| > [{zo}|, niin R{z¢} # (. Olkoon
Yo joku joukon R{zo} alkio eli olkoon voimassa (zg,y9) € R. Merkitdén X' =
X ~A{zo}, Y =Y ~{y} ja R = RN (X’ xY’). Osoitetaan, ettd R’ toteuttaa
lauseen ehdon. On voimassa R'() = () ja tdten |R'(0)] = |0]. Jokaisella ) # A C X’
on voimassa A # X ja téten |R(A)| > |A|; tésté seuraa, koska R(A) C R'(A) U{yo},
ettd |R'(A)] > |R(A)| — 1 > |A|. On osoitettu, ettd R’ toteuttaa lauseen ehdon.
Koska on voimassa |X’| < |X]|, niin induktio—oletuksesta seuraa, ettd on olemassa
sellainen injektio g : X' — Y’ ettd g C R'. Merkitddn f = g U {(zo,y0)} ja pannaan
merkille, ettd koska g on injektio ja koska pétee, ettd xg ¢ X' ja yo ¢ Y’, niin f
on injektio X' U {xo} — Y’ U{yo} eli X — Y. Lisdksi on voimassa f C R, koska
g C R C Rja(x0,y0) € R.

Oletamme seuraavaksi, ettd on olemassa sellainen joukko A C X, etta () # A #
X ja |R(A)| = |A]. Merkitadn

S=RN(AxR(A) ja T=RN((X~A)x (Y~ RA))).

Jokaisella E C A on voimassa S(F) = R(E) ja titen edelleen |S(E)| > |E|. Koska
|A| < |X]|, niin relaatio S siséltééd induktio—oletuksen nojalla injektion f : A — R(A).
Osoitetaan, etté relaatio T' sisiltdd injektion X N\ A — Y ~ R(A); koska A # (), niin
|X ~\ A] < |X]| ja induktio—oletuksesta seuraa, etté véitteen todistamiseksi riittaa
nayttad, ettéd jokaisella E C X \ A on voimassa |T'(E)| > |E|. Olkoon siis E joukon
X \ A osajoukko. Lauseen oletuksen nojalla pétee, ettd |R(EUA)| > |EUA|. Liséksi
on voimassa R(EUA) = R(E)UR(A) ja titen edelleen |[R(EUA)| = |R(E)UR(A)| =
|IR(E)~ R(A)|+ |R(A)|. Koska E C X \ A, on voimassa |[EU A| = |E| + |A|. Edella
esitetystd seuraa, ettd on voimassa |R(E) ~ R(A)| + |R(A)| > |E| + |A| ja téstd
seuraa yhtdlon |R(A)| = |A| nojalla, ettd |R(E) ~ R(A)| > |E|. Koska E C X \ A
jaT =RN (X NA)x(Y~NR(A))), on voimassa yhtdlo T(FE) = R(E) ~ R(A) ja
taten edelleen epayhtélo |T(E)| > |E|. Edelldesitetyn nojalla on olemassa injektio
g: X~A—Y~ R(A). Nyt ndhddan helposti, ettd f U g on injektio X — Y ja
fUgC SUT CR. O

Tietyissa tilanteissa saamme hyvin havainnollisen tulkinnan sille ehdolle, etta re-

laatio R C X x Y sisaltaa injektion X — Y. Jos esimerkiksi X on jokin ihmisjoukko
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ja Y on joukko tyotehtavia ja jos maarittelemme relaation R C X x Y asettamalla
(z,y) € R, mikali henkil6 = voi suorittaa tyon y, niin tdhén tilanteeseen liittyvél-
1a tyollistamisongelmalla on ratkaisu jos ja vain jos on olemassa sellainen injektio
f: X =Y, ettd f C R; kutsumme téllaista injektiota ihmisten X sovittamiseksi
tyopaikkoihin Y. Joissakin muissa tilanteissa annetun relaation sisaltaman injektion
olemassaolo saa erilaisia tulkintoja; niinpa Hallin lause tunnetaan englanninkielisessa
kirjallisuudessa usein nimella “Hall’s marriage theorem”.

Hallin lause antaa siis teoreettisen luonnehdinnan sille, ettd annetulle sovitta-
misongelmalle 10ytyy ratkaisu. Lauseen ehdon voimassaolon tarkistaminen ei kui-
tenkaan usein ole kaytannossa mahdollista; lauseessa on myos se kaytannon puute,
etta se takaa vain “sovituksen” olemassaolon, mutta ei anna mitaan menetelmaa eli
algoritmia sovituksen konstruoimiseksi.

Esitamme nyt eraita seurauslauseita Hallin lauseelle. Ensimmainen tulos liittyy
nk. erillisten edustajien ongelmaan. Annetussa ihmisjoukossa A on erilaisia ryhmia,
jotka yhdessad muodostavat joukon A osajoukkoperheen A. Tutkimme, milld ehdoilla
on mahdollista 16ytaé ryhmille A erilliset edustajat eli valita kustakin ryhméastéd B €
A edustaja ap siten, ettd ap # ac aina kun B # C'. Toisin sanoen tutkimme, milla
ehdoilla on mahdollista muodostaa sellainen edustajisto T" C A, etta kaikki ryhmét
B € A ovat edustettuina T':ssé ja kukin T:n jasen edustaa vain yhta ryhméaa B € A.
Mikali téssé tilanteessa madritellddn relaatio R C A x A asettamalla (B, a) € R <
a € B, niin erillisten edustajien olemassaolo on yhtapitavaa sen kanssa, etta relaatio
R sisiltéd injektion A — A; koska lisiiksi jokaiselle A C A pétee, ettd R(A) = J A,

niin Hallin lause antaa seuraavan tuloksen.

I 6.3 Korollaari Olkoon A perhe aarellisen joukon A osajoukkoja. Perheen A
joukoilla on erilliset edustajat jos ja vain jos jokaisella A" C A on voimassa ||JA'| >
A

Mainitsimme edella, etta Hallin lauseen ehdon voimassaoloa voi olla kaytannossa

hankala tarkistaa. Seuraavassa korollaarissa esiintyvé (riittdva, muttei valttdmé&ton)

ehto on paljon yksinkertaisempi ja helpommin tarkistettavissa:

I 6.4 Korollaari Olkoon R C X xY adarellisten joukkojen X ja 'Y vélinen epatyhja
relaatio. Oletamme, ettd on olemassa sellainen luonnollinen luku k, etta jokaisella
x € X on voimassa |R{x}| > k ja jokaisellay € Y on voimassa |R~*{y}| < k. Talléin
R sisaltaa injektion X — Y.
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Todistus. Riittad ndyttas, ettd Hallin lauseen ehto on voimassa. Olkoon A joukon
X osajoukko. Merkitsemme S = RN (A x R(A)). Téalléin on voimassa S = {(z,y) €
R:xec A} =, calr} X R{z}, joten

S = Yeeal{r} x R{z}| = Yoca|R{z}| = Bacak = k|A].
Toisaalta voimme kirjoittaa S = UyeR(A)(R_l{y} N A) x {y} ja tdten on voimassa

S| = Zyera|(R™Hy} N A) x {y}| = Syerw| R~ H{y} N Al < Eyepayk = k|R(A)].

Yhdistdmalla edelliset lukua |S| koskevat epéyhtdlot (ja ottamalla huomioon, ettd

k > 0 koska R # ()), saamme epayhtalon |R(A)| > |Al. O

Harjoitustehtava: Osoita, ettd jos ylla |X| = |Y|, niin R sisdltdd k erillisté injek-

tiota X — Y.

Esimerkki Olkoon X n—joukko. Merkitsemme jokaisella k < n Pr(X) = {4 C

X : |A] = k}. Olkoon luonnolliselle luvulle [ voimassa epdyhtdld [ < 5. Talléin
on olemassa sellainen injektio f : Pj(X) — Pry1(X), ettd A C f(A) jokaisella A €
Pi(X). Tama seuraa Korollaarin I 6.4 tuloksesta, silld jokainen perheen P;(X) joukko
A siséltyy tédsmiélleen n—[:48n perheen P;4 1 joukkoon (joukkoihin AU{z}, z € X\ A)
ja jokainen perheen P;11(X) joukko B sisdltdd tdsmélleen [ + 1 perheen P; joukkoa
(joukot B\ {z}, v € B). Koska [ < %, niin n — [ > [ ja titen n — [ > [ + 1; edellisen
korollaarin tulosta voidaan siis soveltaa valitsemalla k = [+ 1 ja R = {(A4;B) €

Pl(X)XPl+1(X)2ACB}. O

Harjoitustehtava: Osoita, etté jos edelld [ > 7, niin on olemassa sellainen injektio
f:Pi(X) = Pi_1(X), etté jokaisella A € P;(X) on voimassa f(A) C A.

Mikali emme 16ytéisikdén annetulle sovittamisongelmalle (esim. annetulle ty6l-
listdmisongelmalle) tdydellistd ratkaisua, niin haluaisimme kuitenkin usein 16ytaa
“mahdollisimman hyvan” osittaisen ratkaisun (haluamme esimerkiksi 16ytéa tyotéa
mahdollisimman monelle tyonhakijalle). Seuraava tulos antaa lausekkeen mahdolli-

simman suuren “osittaisen sovituksen” olemassaololle.

I 6.5 Lause Olkoon R C X x Y aarellisten joukkojen X ja Y valinen relaatio.
Merkitsemme §:1la suurinta luvuista |A| — |R(A)|, missd A C X. Téalléin R sisdltda
sellaisen injektion f, etta |f| = | X| — 0.
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Todistus. Valitsemalla A = () ndemme, etta § > 0. Olkoon Z sellainen joukko, etta
|Z] = 4§ ja ZNY = (. Maarittelemme relaation Q C X x (Y U Z) asettamalla @ =
RU (X X Z) ja osoitamme, ettd @) toteuttaa Hallin lauseen ehdon. Panemme aluksi
merkille, ettd jokaisella A C X on voimassa Q(A) = R(A)U Z. Koska R(A) C Y, on
voimassa R(A) N Z = () ja titen edelleen |Q(A)| = |R(A)|+ |Z| = |R(A)| + 0. Koska
luvun § madrittelyn nojalla pétee, ettd |R(A)| + 6 > |A|, niin edellisen nojalla on
voimassa |Q(A)| > |A|. Olemme osoittaneet, ettd @ toteuttaa Hallin lauseen ehdon.
Kyseisen lauseen nojalla on olemassa sellainen injektio g : X — Y U Z, ettd g C Q.
Merkitsemme f = g N R. Talloin f on relaation R sisaltama injektio.

Osoitamme, ettd f toteuttaa epayhtdlon |f| > |X| — 6. Koska g C Q@ = RU
(X x Z), on voimassa f = g\ {(z,u) € g : u € Z}. Koska g on injektio, on lisdksi
H{(x,u) € g:ue Z} <|Z| =4. Edellisen nojalla |f| = |g| — [{(z,u) €g:u e Z}| >
lg| — d. Koska g on kuvaus X — Y, on voimassa |g| = |X|. Téastd seuraa yhdessé
aikaisemman kanssa, etta |f| > | X| —J.

Osoitamme lopuksi, etté | f| < |X|—4. Kun merkitsemme A = f~(Y), niin f on
kuvaus A — Y, joten |f| = |A|. Riittda siis ndyttad, ettd on voimassa |A| < |X|—§
eli § < |X N A|. Olkoon B sellainen X :n osajoukko, ettd |B|—|R(B)| = d. Koska f on
injektio, on voimassa | f(BNA)| = |BNA| ja tésta seuraa, koska f(BNA) C R(BNA),
ettd on voimassa |R(B N A)| > |B N A| ja titen edelleen |R(B)| > |BN A|. Edellisen
nojalla pétee, ettd § = |B| — |R(B)| < |B| — |BN A| = |B \ AJ; tésté seuraa, ettd on
voimassa 0 < | X ~\ Al a

HARJOITUSTEHTAVIA LLUKUUN I

1. Olkoot R,SCY x Z jaT C X x Y relaatioita. Osoita, etta

(RUS)oT =(RoT)U(SoT)
(RNS)oT C(RoT)N(SoT)

2. Merkitaan X:lla joukon A kaikkien epéatyhjien osajoukkojen muodostamaa perhetta
(ts. X =P(A) \ {0}). Maaritellaan relaatiot S C X x X ja R C X x X asettamalla
kaikilla B, C' € X:

(B,C)eS<=BcCcC ja (B,C)eR<=BNC#0D.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Olkoon S joukon X relaatio. Asetamme S° = idyx ja miérittelemme relaatiot

Osoita, ettdi E = So S~}

Olkoon X = {z; :i € I} jaY = {y; : j € J}. Relaation R C X x Y matriisi on
M(R) = (iji), missa, aj; = 1 kun (xi,yj) € Rja aj; = 0 kun (xi,yj) ¢ R.

. Olkoot R, S C X x Y relaatioita, M (R) = (aj;) ja M(S) = (bj;). Osoita, ettd M(RU

S) = M(R) vV M(S) = (sup (aji,bj;)), M(RNS)=M(R)AM(S) = (inf (aj;,bj;i)) ja
ettd lisiiksi R C S < M(R) < M(S) eli aj; < bj; kaikilla 4, .

. Olkoot R C X xY ja S C Y x Z relaatioita, M(R) = (aj;) ja M(S) = (by;).

Osoitettava, ettd M (S o R) on ns. Boolen matriisitulo M(S)M(R) = (cg;), missa

Cki = sup bgjaji.
J

. Todista induktiolla luvun n suhteen: jos k1, ..., kn ovat luonnollisia lukuja, niin Z?:l k;

n-max(ki,...,kn).

. Esita rekursiivinen maaritelmé eksponenttifunktiolle n — m™.

Mitka seuraavista joukon N* alkioiden x ja y vélisista relaatioista ovat refleksiivisia,
symmetrisia tai transitiivisia:

(a) “x + y on parillinen”,

(b) “z—y <107,

(C) “X_y”’

(d) “ay on pariton”.

Sin

rekursiivisesti kaavoilla S"T! = §0 5™ ja S7" 71 = §7" 6 §7!. Niyti, ettd jokaisella
n € N on voimassa (S")"! = 87",

. Osoita, ettd kun R on X:n transitiivinen relaatio, niin my0s refleksiivinen relaatio

R U Ax on transitiivinen.

Lemmassa 4.13 osoitettiin, ettd kun S on joukon X relaatio, niin relaatio S =
UZOZO S™ on pienin X:n transitiivinen ja refleksiivinen relaatio, joka sisaltaa S:n. Osoi-
ta, etta ST = U;ozl S™ on pienin S:n sisiltévé transitiivinen relaatio; relaatiota ST
kutsutaan relaation S transitiiviseksi sulkeumaksi.

Olkoon n > 1. Maaritelladn kuvaus f : [n] — [n] asettamalla f(i) = i + 1 kaikille
i € [n—1] ja f(n) = 1. Laske relaation f transitiivinen sulkeuma.

Osoita, etté n-joukon X relaatiolle R péatee yhtdls R™ = RU...U R™.
Olkoon R n-joukon X relaatio. Osoita, etté jos R on refleksiivinen, niin R = R U
...URM1, Niyté esimerkilld, etté yleisessé tapauksessa kaavasta RT = RU...U R"

ei voi jattaa pois termia R™.

Olkoon R refleksiivinen relaatio joukossa X. Osoita, ettd R C Ro R.

<
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Olkoon R C X X Y relaatio. Osoita, ettd R~! o R on symmetrinen. Milloin se on
refleksiivinen?

Osoita, ettd R C X x X on ekvivalenssirelaatio, jos ja vain jos
i) A={(z,z) |z € X} CR,

i) R~! = R,

iii) RoR C R.

Olkoon A joukon X osajoukkoperhe. Merkitsemme (A); = {A € A:x € A} jokaisella
r € X ja maarittelemme joukon X relaation ~ asettamalla x ~ y jos ja vain jos
(A)z = (A)y.

i) Nayté, ettd ~ on ekvivalenssi.

ii) Nayta, ettd alkion z € X ekvivalenssiluokka on [(A)z N J (AN (A)z).

iii) Nayta, ettd jos A on X:n ositus, niin X/~ = A.

Olkoon relaatiolla R matriisi (katso tehtéva 3)

100 0 1
01110
MR)=|10 0 0 0
000 10
00100

Etsi R:n transitiivisen sulkeuman RT = U;’;l R"™ matriisi.

Olkoon R C X x X relaatio ja M(R) = (aj;). Osoita, ettd R on
i) refleksiivinen < a;; = 1 Vi € I,

ii) symmetrinen < a;; = aj; Vi,j € I,

iii) antisymmetrinen < a;ja;; =0 kun i # j,

iv) transitiivinen < M(R)? = M(R)M(R) < M(R).

Olkoon S &arellisen joukon X symmetrinen ja refleksiivinen relaatio. Osoita, etta
joukossa X on parillinen maara alkioita jos ja vain jos joukossa S on parillinen maéra
alkioita.

Luettele joukon {a, b, ¢, d} kaikki ositukset.
Todista Lause 1.5.8.

Osoita, ettd symmetrinen ryhmé (Syx, o) on kommutatiivinen silloin ja vain silloin kun
joukossa X on korkeintaan kaksi alkiota.

Joukon X metriikka on sellainen kuvaus d : X x X — N, etta seuraavat ehdot toteutuvat
kaikilla x,y, z € X:

1% d(z,y) =0 =z =y

2° d(z,y) = d(y, x) Symmetrisyysehto

3% d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) Kolmioepayhtilo
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Osoita, ettd jos A on &arellinen joukko, niin kaava da(B,C) = |BAC| méérittelee
metriikan da joukossa X = {B: B C A}.

Nayta, etta kaikille joukoille A,B ja C péatee yhtalo

(ANB)A(BNC)A(CNA)=(ANnB)Uu(BNC)U(CNnA).

Erdan matematiikan laitoksen assistenteista A tutkii algebraa ja joukko—oppia, B ana-
lyysié ja geometriaa, C analyysia ja topologiaa, D analyysié ja topologiaa, E algebraa
ja geometriaa, F' geometriaa ja topologiaa, H analyysia ja joukko—oppia ja I geometriaa
ja joukko—oppia. Valitse assistenttien A,B,..., I keskuudesta viiden henkilén toimikun-
ta edustamaan algebran, analyysin, geometrian, joukko—opin ja topologian tutkijoita
siten, ettd kukin toimikunnan jasen edustaa vain yhta tutkimusaloistansa.

Joukon X osajoukkoperheille A ja B 16ytyy yhteiset edustajat, jos voidaan valitaz 4 € A
jayp € B kaikilla a € A ja B € B siten, ettd {z4 : A€ A} = {yp : B € B}.

Osoita, ettd darellisen joukon X osituksilla A ja B on yhteiset edustajat jos ja vain
jos on voimassa |A| = |B| ja perheelld A on sellainen esitys A = {Ap : B € B}, etta
BN Ap # 0 jokaisella B € B.

Osoita, ettd jos A ja B ovat direllisen joukon X osituksia ja |A| = |B| kaikilla A € A
ja B € B, niin A:lla ja B:114 on yhteiset edustajat.  [Ohje: Hallin lause]

Etsi yhteiset edustajat perheille A = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10, 11,12}, {13,14,15}}
ja B={{2,4,8}, {3,6,9},{5,10,15},{7,13,14},{1,11,12}}.

Olkoot A ja B sellaisia #darellisen joukon X n-osituksia, ettd jokaisella & C A on
voimassa

{BeB:BC| e} <]

Osoita, ettd A:lla ja B:11a on yhteiset edustajat.

Pystytko viittaamaan 14 sanaan MAANANTAI, TIISTAI, KESKIVIIKKO, TORS-
TAI, LAUANTAI, SUNNUNTAI, TAMMIKUU, MAALISKUU, HUHTIKUU, TOU-
KOKUU, ELOKUU, SYYSKUU, LOKAKUU, MARRASKUU 14 eri kirjaimella si-
ten, ettd kussakin sanassa esiintyy siihen viittaava kirjain? Esita viittausjarjestelma,
jos sellainen on olemassa tai perustele, miksi sellaista ei voi olla olemassa.

Olkoot X ja Y aarellisia joukkoja. Osoita, ettd relaatio R C X x Y sisaltda surjektion
X — Y jos ja vain jos R sisaltaa kuvauksen X — Y ja relaatio R~ sisaltaa injektion
Y — X.

Olkoot X ja Y aérellisia joukkoja. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat keskendan yhté-
pitavia:

A. Relaatio R C X x Y sisdltda surjektion joltakin X:n osajoukolta joukolle Y.

B. Jokaisella B C Y on voimassa |R™1(B)| > |B.

C. Jokaisella A C X on voimassa |R(A)| > |A| + Y| — | X].

[Ohje: Hallin Lause ja Lause I 6.5]



LUKU II

Joukkojen koko

1. KOON VERTAILU. LAATIKKOPERIAATE.

Ryhdymme nyt tarkastelemaan kahden joukon valisten kuvausten olemassaolon
vaikutusta joukkojen aarellisyyteen ja niiden kokoihin. Lahtokohtana on Lauseen I
3.4 tulos: jos joukkojen A ja B vaililla on bijektio ja jos toinen joukoista on aarellinen,
niin talloin molemmat ovat aérellisid ja niille patee yhtélo |A| = |B|.

Jos f on injektio joukolta A joukolle B, niin talléin f on bijektio joukolta A
joukon B osajoukolle f(B). Osoitamme nyt, ettd joukkojen A ja B ollessa &dérellisia,

jokaisella surjektiolla f : A — B on rajoittuma, joka on bijektio joukolle B.

IT 1.1 Lemma Olkoon A dérellinen joukko ja olkoon f surjektio joukolta A joukolle
B. Ta&lléin on olemassa sellainen A:n osajoukko C, ettd kuvaus f|C on bijektio

C — B.

Todistus. Relaatiolle f~! C B x A piitee kuvauksen f surjektiivisyyden nojalla, etté
f~Hy} # 0 jokaisella y € B. Lauseen I 6.1 nojalla relaatio f~! sisiltii kuvauksen
g: B — A. Koska g7! C (f71)7! = f, niin ¢g~! on kuvaus ja tiiten g on Lauseen
I 1.9 nojalla injektio. Kuvaus g on siis bijektio B — ¢(B) ja f sisdltda bijektion
g~ 1 :g(B) — B; toisin sanoen, kuvaus f|g(B) on bijektio g(B) — B. O

II 1.2 Lause Olkoot A ja B joukkoja ja olkoon f kuvaus A — B.
(a) Jos A on &drellinen ja f on surjektio, niin tédlléin B on &darellinen ja |A| > | B|.

(b) Jos B on ddrellinen ja f on injektio, niin tdlléin A on drellinen ja |A| < |B].
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Todistus. (a) Oletetaan, ettd A on &érellinen ja f on surjektio. Lemman IT 1.1
nojalla on olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|C on bijektio C — B.
Lauseen I 3.6 nojalla joukko C' on &érellinen ja on voimassa |C| < |A|. Lauseesta I
3.4 seuraa nyt, ettd joukko B on &irellinen ja |B| = |C| < |A|.

(b) Oletetaan, ettd B on déarellinen ja f on injektio. Lauseen I 3.6 nojalla joukon B
osajoukko f(A) on ddrellinen ja |f(A)| < |B|. Injektio f on bijektio A — f(A) ja
Lauseesta I 3.4 seuraa, etté joukko A on dérellinen ja |A| = |f(A)| < |B]. O

Osoitamme seuraavaksi, etta edellisen lauseen epayhtaloissa patee yhtasuuruus

ainoastaan siind tapauksessa, etta kuvaus f on bijektio.

IT 1.3 Lause Olkoot A ja B darellisid joukkoja ja f kuvaus A — B. Oletetaan, etta
on voimassa |A| = |B|. Téllin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtépitavét:

(a) f on surjektio.

(b) f on injektio.

(c) f on bijektio.

Todistus. Koska f on bijektio jos ja vain jos f on seké surjektio etta injektio, niin
riittdd ndyttad, ettd (a)=(c) ja (b)=(c).

(a)=(c): Oletetaan, ettd f on surjektio. Osoitetaan, ettd tdlldin f on injektio.
Lemman IT 1.1 nojalla on olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|C on
bijektio C' — B. Lauseen I 3.4 nojalla joukko C' on &érellinen ja |C| = |B|. Koska
C C Aja|C| = |B| = |A|, Lauseen I 3.6 tuloksesta seuraa, ettd C' = A. Edella
esitetyn nojalla kuvaus f|A, eli kuvaus f, on bijektio.

(b)=-(c): Oletetaan, ettd f on injektio. Talléin f on bijektio A — f(A) ja Lausei-
den I 3.4 ja I 3.6 tuloksista seuraa, kuten todistuksen edellisessé osassa, etta tassa

tapauksessa on voimassa f(A) = B; jalleen f on bijektio. O

Seuraava tulos osoittaa, etta kahden aarellisen joukon kokoja voidaan vertailla

kuvausten avulla.

IT 1.4 Lause Olkoot X ja 'Y adrellisia joukkoja. Talléin on voimassa:
(a) | X| < |Y] jos ja vain jos on olemassa injektio X — Y.
(b) | X| > |Y| jos ja vain jos on olemassa surjektio X — Y.

(c) | X| =1Y| jos ja vain jos on olemassa bijektio X — Y.
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Todistus. Merkitddn n = |X| ja m = |Y|. Olkoot kuvaukset f : X — [n] ja
g : Y — [m] bijektioita.
(a) Jos n < m, niin g~ ! o f on injektio X — Y.

Jos on olemassa injektio X — Y, niin talloin n < m Lauseen II 1.2 nojalla.
(b) Jos n > m, niin kuvaus h : X — Y, missd h(xz) = g~ (f(z)) jos f(x) € [m] ja
h(z) = g=1(m) jos f(z) ¢ [m], on surjektio.

Jos on olemassa surjektio X — Y, niin talléin n > m Lauseen II 1.2 nojalla.
(c) Jos n = m, niin kuvaus g~! o f on bijektio X — Y.

Jos on olemassa bijektio X — Y, niin n = m Lauseen I 3.4 nojalla. O

Edellisen lauseen (a)-kohdan tulokselle saadaan seuraus, jonka matemaattinen
sisalto on hyvin vaatimaton, mutta joka sisaltaa niin kayttokelpoisen “kombinatorisen

periaatteen”, etta sille on jopa annettu oma nimi.

IT 1.5 Korollaari (Laatikkoperiaate) Olkoot X ja Y ddrellisid joukkoja, | X| > |Y|
ja f kuvaus X — Y. Ta&ll6in on olemassa sellaiset x, z € X, ettd x # z ja f(x) = f(2).

Todistus. Muussa tapauksessa f olisi injektio ja olisi voimassa | X| < |Y]. O

Tulkinta: X:n alkiot ovat “palloja”, Y:n alkiot “laatikoita” ja f on “pallojen pano

laatikoihin”.

IT 1.6 Esimerkkeja (a) Viite. Jokaisessa kahden tai useamman ihmisen muo-
dostamassa joukossa X on kaksi henkiloa, joilla on sama maara tuttavia joukossa X

(oletamme “tuttavuuden” olevan aina molemminpuolista).

Todistus. Merkitddn |X| = n. Maéritelladn kuvaus f : X — {0,1,...,n — 1} aset-
tamalla f(z) = |[{y € X : y z:n tuttava}| jokaisella x € X. Nyt on voimassa joko
0¢ f(X)tain—1¢ f(X) (“jos joku on kaikkien tuttava, niin jokaisella on joku
tuttava”). Téaten |f(X)] < n —1 < |X|. Laatikkoperiaatteen nojalla on joillakin

x # y voimassa f(z) = f(y).

(b) Olkoon A C N &érellinen joukko ja olkoon luvulle n € N* voimassa n < |A|.

Tall6in on olemassa a,b € A siten, ettd a # b ja a — b on jaollinen n:ll4.

Todistus. Kokonaislukujen jakoyhtalon nojalla jokaisella a € A on olemassa sellai-

nen q,, 7, € N, ettd a =g, -n+1r, ja0 <r, <n. Koska |[{0,1,...,n— 1} =n < |4|,
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niin laatikkoperiaatteen nojalla on olemassa sellaiset a,b € A, ettd a # b ja r, = 4.
Nyt

a_bZQa'n+Ta_Qb'n_rb:(QG_Qb)'na
joten a — b on jaollinen n:lla. O

(c) Ongelma. Mikd on suurin maard torneja, jotka voidaan sijoittaa yht’aikaa

shakkilaudan eri ruuduille ilman, ettd mitkdan kaksi niistd uhkaavat toisiaan?

Ratkaisu. Jos kaksi laudalle asetettua tornia uhkaa toisiaan, niin ne ovat joko sa-
malla ruutujen muodostamalla “vaakarivilla” tai samalla “pystyrivilla”. Sijoittamalla
tornin jommankumman “lavistajan” jokaiseen ruutuun, kuten alla vasemmanpuolei-
sessa kuvassa, saamme sijoitettua vaaditulla tavalla kahdeksan tornia.

Osoitamme, ettei yhdeksaa tornia voida sijoittaa shakkilaudalle vaaditulla ta-
valla. Jaamme laudan ruudukon alla oikeanpuoleisen kuvan mukaisesti kahdeksaan
“laatikkoon”. Jos yhteen laatikkoon tulee useampi kuin yksi torni, niin laatikossa on
kaksi tornia, joiden “valissa” ei ole kolmatta ja talloin nama kaksi uhkaavat toisiaan.
Téaten jokaiseen laatikkoon voidaan sijoittaa korkeintaan yksi torni; laatikkoperiaat-

teen nojalla torneja voidaan sijoittaa yhteensé korkeintaan kahdeksan kappaletta.

(d) Ongelma. Miké on suurin mééra kuninkaita, jotka voidaan sijoittaa yht’aikaa

shakkilaudan eri ruuduille ilman, ettd mitkdan kaksi niistd uhkaavat toisiaan?

Ratkaisu. Jos kahdessa eri ruudussa olevat kuninkaat uhkaavat toisiaan, niin ruudut
“koskettavat” toisiaan (joko reunoiltaan tai kulmiltaan). Sijoittamalla alla vasem-
manpuoleisen kuvan mukaisesti kuninkaan joka toisen vaakarivin joka toiseen ruu-
tuun, saamme sijoitettua kuusitoista kuningasta niin, etteivat mitkaan kaksi uhkaa

toisiaan.
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Osoitamme seuraavaksi, ettemme voi sijoittaa seitsemaatoista kuningasta shak-
kilaudan eri ruutuihin niin, etteivat mitkaan kaksi uhkaisi toisiaan. Jaamme laudan
ruudukon alla oikenpuoleisen kuvan mukaisesti kuuteentoista neljan ruudun “neli-
oon”. Jos sijoitamme yhteen nelioon kaksi kuningasta, niin ne uhkaavat toisiaan.
Laatikkoperiaatteesta seuraa, etta “sallitussa” sijoittelussa voi olla korkeintaan kuusi-

toista kuningasta.

Laatikkoperiaatteelle voidaan esittaa vahvempi muoto.

IT 1.7 Lause (Yleistetty laatikkoperiaate) Olkoot X ja Y ddrellisid joukkoja, f
kuvaus X — 'Y ja n luonnollinen luku. Jos |X| > n - |Y|, niin on olemassa sellainen

y €Y, etté | f~H{y}| > n.

Todistus. Teemme vastavaitteen: jokaisella y € Y on voimassa ‘ f _1{y}‘ < n. Mer-
kitsemme k = |Y| ja esitimme joukon Y muodossa Y = {y; : i € [k]}. Merkitsemme
edelleen I; = |f~*{y;}| jokaisella i € [k] ja esitémme joukon f~'{y;} muodossa
Yy} = {zi; : 7 € [l;]}. Koska jokaisella ¢ € [k] on voimassa l; < n, voimme
maédritelld kuvauksen ¢ : X — [k] X [n] asettamalla ¢(z;;) = (4, ) jokaisella i € [k]
ja jokaisella j € [l;]. Kuvaus ¢ on selvéstikin injektio ja Lauseen II 1.4 nojalla on
voimassa | X| < |[k] x [n]| = k - n. Edellisen nojalla pétee, ettd | X| < k-n=mn-|Y];
tama on kuitenkin ristiriidassa lauseen oletusten kanssa. Koska vastavaite johti ris-
tiriitaan, se on vaara ja niinollen on olemassa sellainen y € Y, etta ‘ f _1{y}’ > n.

a

IT 1.10 Esimerkkeja (a) Tehtava Kahdessa sisdkkéisessé piirissd on kummassakin

20 lasta. Ulommassa piirissa on 10 tyttoa ja 10 poikaa. Osoita, etta piirit voivat
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pyorahtaa sellaiseen asentoon, ettd eri piireissa vastaavissa kohdissa olevat lapset

muodostavat vahintaan 10 tytto—poika paria.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd uloin piiri pysyy paikallaan. Sisempi piiri voi pyorah-
taa 20:een eri asentoon suhteessa ulompaan piiriin; merkitdan asentoja symbolein

ai, ..., a9. Merkitdan n;:lla asentoa a; vastaavien tytto—poika parien lukumaaraa.
Osoitetaan, etta Z?il n; = 200. Merkitaan sisemman piirin lapsia l1, ..., l5g. Luvuil-
le i, j € [20] asetetaan k; ; = 1 jos I; kuuluu tytt6—poika pariin asennossa a, ja muussa

20

tapauksessa asetetaan k; ; = 0. Pannaan merkille, ettd n;, = ijl

Taten

k; ; jokaisella 1.

20 20 20 20 20
D=2 ki =) > ki
i=1 i=1 j=1 =1 i=1

Koska ulommassa piirissd on 10 tytto6d ja 10 poikaa, on jokaisella j € [20] voi-
massa 2?21 k; ; = 10. Téten Z?gl n, = Z?gl 10 = 200. Koska 2?21 n; <

20 - max(nq, ..., n2o), niin on voimassa max(ni, ..., ngg) > 10.

Huomautus FEdellinen paattely valaisee erasta diskreetissa matematiikassa usein
kaytettya menetelmaa: lasketaan jokin suure kahdella eri tavalla ja vedetaan johto-

paatos siita, etta laskujen tuloksen on oltava sama.

(b) Tehtava. Tason (tai avaruuden) pistetta kutsutaan kokonaispisteeksi, jos pisteen
kaikki koordinaatit ovat kokonaislukuja. Osoita, ettéd jos X on darellinen joukko tason
kokonaispisteitd ja |X| > 9, niin on olemassa kolme X:n pistettd, joiden vélisten

yhdysjanojen keskipisteet ovat kokonaispisteita.

Ratkaisu. Madrittelemme kuvauksen f : N — {0,1} asettamalla f(n) = 0 kun
n on parillinen ja f(n) = 1 kun n on pariton. Lisdksi méérittelemme kuvauksen
g:X —{0,1} x {0, 1} asettamalla g(z,y) = (f(z), f(y)) jokaisella (z,y) € X. Koska
on voimassa [{0,1} x {0,1}| = 4 ja |X| > 9 > 24, yleistetyn laatikkoperiaatteen
nojalla on olemassa sellainen joukon {0,1} x {0,1} alkio (i,7), ettd |g~1(4, j)| > 2.
Olkoon A C g~1(i, ) kolmen alkion joukko. Jos nyt (z,y) ja (a,b) ovat A:mn alkioita,
niin f(z) = f(a) =i ja f(y) = f(b) = j, ja tésta seuraa, ettd luvut = + a ja y + b
ovat parillisia. Téten (x +a)/2 ja (y+ b)/2 ovat kokonaislukuja ja pisteiden (z,y) ja
(a,b) valisen yhdysjanan keskipiste ((x + a)/2, (y + b)/2) on kokonaispiste. a

(c) Ongelma: Kuinka monta hevosta voidaan sijoittaa yht’aikaa shakkilaudan eri

ruuduille ilman, ettd mitkaan kaksi niistd uhkaavat toisiaan.
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Ratkaisu: Sovimme, ettd “ruutu (i,j)” tarkoittaa ruutujen muodostaman i:nnen
“vaakarivin” ja jmnen “pystyrivin” leikkausruutua. T&ll6in ruutuihin (7, j) ja (k,1)
sijoitetut hevoset uhkaavat toisiaan jos ja vain jos on voimassa |i—k|-|j—I| = 2, toisin
sanoen, jos ja vain jos yhdesta ruudusta voi siirtya toiseen kulkemalla ensin kaksi
“askelta” vaakasuoraan ja sen jalkeen yhden “askeleen” pystysuoraan tai kulkemalla
ensin kaksi “askelta” pystysuoraan ja sen jalkeen yhden “askeleen” vaakasuoraan.
Alla vasemmanpuoleisessa kuvassa nakyy, miten yhteen shakkilaudan “sisaruutuun”
sijoitettu hevonen voi “hypata”.

Jos kahteen eri ruutuun sijoitetut hevoset uhkaavat toisiaan, niin ne ovat eri
vérisissd ruuduissa (katso kuvaa). Téten, sijoittamalla jokaiseen valkoiseen ruutuun
hevonen, saadaan laudalle sijoitettua 32 hevosta niin, etteivat mitkaan kaksi uhkaa
toisiaan; osoitetaan, ettei talla tavalla voida sijoittaa 33 hevosta. Jaetaan laudan
ruudukko alla keskimmaisen kuvan mukaisesti kahdeksaan laatikkoon ja pannaan
merkille, ettei mihinkaan laatikkoon voi sijoittaa viitta hevosta ilman, etta jotkut
kaksi niista uhkaisivat toisiaan. Tama seuraa siita, etta kukin laatikko jakautuu oi-
keanpuoleisen kuvan mukaisesti neljaan pienempaan “laatikkoon”, joista kuhunkin
mahtuu sallitussa sijoittelussa vain yksi hevonen; taten isompaan laatikkoon mahtuu
tavallisen laatikkoperiaatteen nojalla korkeintaan nelja hevosta. Koska laatikoita on
kahdeksan kappaletta, yleistetty laatikkoperiaate osoittaa, etta shakkilaudalle mah-

tuu toisiaan uhkaamattomia hevosia korkeintaan 32 kappaletta.

[R5

X
[ »|
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2. SUMMAN JA EROTUKSEN PERIAATE.

Lauseessa I 3.9 osoitimme, etta aarellisen monen aarellisen joukon yhdistysjouk-
ko on aarellinen ja Lauseessa I 3.12 annoimme yksinkertaisen summalausekkeen yh-
distysjoukon alkioiden lukumaaralle siina tapauksessa, etta joukot ovat keskendan
erillisia. Johdamme nyt yhdistysjoukon koolle lausekkeen, joka patee myos silloin
kun joukot leikkaavat toisiaan. Kahden joukon tapauksessa saamme seuraavan tu-

loksen.

IT 2.1 Lemma Olkoot A ja B ddrellisid joukkoja. Télléin |AU B| = |A| + |B| —
|[ANB| .

Todistus. On voimassa AUB = AU(B\ A) ja tasté seuraa Korollaarin I 3.14 nojalla,
koska joukot A ja BN\ A ovat adrellisia ja AN(BNA) = 0, ettd |AU B| = |A|+|B \ A.
Koska BNA = B~ (ANB) ja ANB C B, niin Korollaarin I 3.15 nojalla on voimassa
|B~ A| =|B| —|AN B] . Niinollen on voimassa

|JAUB| = |A|+|B~ A| = |A|+|B| - |AN Bj. O

Yleistamme nyt edellisen lauseen tuloksen koskemaan aarellisen monen aarellisen

joukon yhdistysta. Todistamme ensin seuraavan aputuloksen.

IT 2.2 Lemma Kun A &darellinen joukko, A # (), niin merkitaan E(A) = {B C A :
luku |B| on parillinen} ja O(A) = {B C A : luku |B| on pariton}. Téalléin joukot
E(A) ja O(A) ovat ddrellisid ja |E(A)| = |O(A)].

Todistus. Kaytdmme induktiota joukon alkioiden lukumé&aran suhteen. Olkoon ag
joukon A alkio.

|A| = 1: Jos A = {ap}, niin E(A) = {0} ja O(A) = {A}, joten viite pitaa paikkansa.
Oletamme, ettd on voimassa |A| > 1 ja etta olemme jo todistaneet véitteen joukoille,
joissa on |A| — 1 alkiota. Merkitsemme A = A \ {ap}. Télléin |A| = |A| — 1, joten

viiite pitee A:lle ja joukot £(A) ja O(A) ovat adrellisii. Miirittelemme kuvaukset

e : E(A)UO(A) — E(A) jat, : E(A) UO(A) — O(A) seuraavasti.

(B jos | B| € £(A) _[B jos |B| € O(A)
Ve(B) = {B U {ao} :]!os |B| € O(A) YolB) = {B U{ao} ;os |B| € £(A)
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Voimme helposti tarkistaa, ¥, on bijektio £(A) U O(A) — E(A) ja 1, on bijektio

E(A)UO(A) — O(A). Niéin ollen on voimassa
E(A)] = [E(A)UO(A)| = |O(4)]. O

Voimme panna merkille, etta osa lemman tuloksesta on hyvin helppo todistaa
siina tapauksessa, ettd joukon A alkioiden lukumaéré on pariton: talloin nimittain
kuvaus ¢ : £(A) — O(A), missd ¢(B) = A\ B, on bijektio.

Voimme ilmaista lemman tuloksen myos seuraavilla yhtaloilla:

1= > tei Y 1- > 1=0c¢i )Y (-)P =0

BEE(A) BEO(A) BEE(A) BeO(A) BCA

Panemme viela merkille, ettd oikeanpuoleinen yhtaloé voidaan saattaa seuraavaan
muotoon:
> (=pPH =1, (+)
0#£BCA
Todistamme nyt viimeksi kirjoitetun yhtalon avulla tarkean kaavan aarellisen

monen aarellisen joukon yhdistysjoukon alkioiden lukumaéaralle.

IT 2.3 Lause (Summa— ja erotusperiaate) Olkoon I ddrellinen joukko ja olkoon A;

ddrellinen joukko jokaisella i € I . Télloin joukko | J,.; A; on darellinen ja

‘UAz’ = > (—1)"]‘“) ﬂAj)

i€l 0DA£JCI

Todistus. Merkitsemme A = |
x € A merkitsemme I, = {i € [ : x € A;} ja panemme merkille, ettd I, # ().

ser Ai- Haluamme laskea joukon A koon. Jokaisella

Yhtélon () nojalla on voimassa
A=Y 1=Y Y e
€A T€EA O£KCI,
Ryhmittelemme viimeisessd summassa termit uudelleen kokoamalla jokaisella () #
J C I yhteen ne termit, jotka vastaavat joukkoa J; panemme merkille, etta jokaisella

r € Aon voimassa J C I, tdsmaélleen silloin kun on voimassa x € [, ; 4;. Jokaisella

0 # J C I merkitsemme A; = [, ; A;. Téll6in on voimassa

DD SNCILEED I oI

z€A (#AKCI, P#£JCI z€Ay
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Saamme nyt halutun lausekkeen joukon A koolle, silla on voimassa

Z Z (_1)\J|+1 _ Z (_1>|JH—1 Z 1= Z (_1)‘J|+1|AJ|. O

0AJCI €A, 0£JCI TEA, 0£JCI

Annamme nyt eraitd esimerkkeja summa— ja erotusperiaatteen kaytosta.
IT 2.4 Esimerkkeja (a) |[AUB| = |A|+ |B| —|ANB|.
(b) [AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANnC|—|BNC|+|ANnBNC|.

(c) Ongelma. On maalattava nelinurkkaisen huoneen seinét, kukin seind yksivéri-
seksi. Kuinka monella eri tavalla tama voidaan tehda, kun on kaytettavissa neljaa
erivaristd maalia ja vaaditaan, ettd mitaan kahta vierekkaistd seindé ei saa maalata

samanvarisiksi?

Ratkaisu. Olkoot maalien varit vaikkapa punainen, valkoinen, keltainen ja sininen.
Olkoot seinat si, ..., 4, missa vierekkéisia ovat s; ja so, So ja S3, S3 ja s4 seka s4 ja
s1. Merkitédén 4* = 1 ja jokaisella i € [3], i* = ¢ + 1. Jokaisella ¢ € [4] merkitdan
E; = {i,i*}. Mielivaltainen véaritys véareilld p, v, k ja s voidaan esittdd jonona
(z1,...,x4), missi jokaisella i € [4], z; € {p,v,k,s} on seindn s; saama véri; jono
(1, ..., x4) esittdd “sallittua” véritystd, mikéli jokaisella i € [4] on voimassa x; # x;«;
muussa tapauksessa jono esittaa “kiellettya” varitysta.

Lasketaan summa-— ja erotusperiaatteen avulla kiellettyjen varitysten lukumaara.
Merkitaan V:lla kaikkien varitysten joukkoa ja K:lla kiellettyjen varitysten joukkoa.
Jokaisella ¢ € [4] merkitdan K;:lld joukkoa {(x1,...,x4) € V : z; = x4+}. Téll6in

4 . . . .
K =J,_; K;. Summa- ja erotusperiaatteen nojalla on voimassa

K= Y )N K

0#JC[4] ieJ

- (%)

Jokaisella i € [4] on voimassa |K;| = 43, koska joukkoon K; kuuluvissa virityksissi
seinien s; ja s;+ yhteinen véri voidaan valita neljalla eri tavalla ja loput kaksi seinaa
voidaan varittaa miten halutaan.

Olkoot i ja j joukon [4] kaksi eri alkiota. Néytetdédn, ettd télléin on voimassa
|K; N K| = 4%, Koska pétee, ettd i # j, niin on voimassa E; # E; ja téstd seuraa,
ettd |E; U Ej| > 3. Tarkastellaan kahta eri tapausta. Oletetaan aluksi, ettd E;NE; =
0. Talloin E; U E; = [4] ja joukkoon K; N K; kuuluva viritys médrdytyy seinien s;
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ja s;+ yhteisen varin seka seinien s; ja s;« yhteisen varin valinnoilla; koska valinnat
ovat toisistaan riippumattomia ja kumpikin niista voidaan suorittaa neljalla tavalla,
nihddén olevan voimassa |K; N K;| = 4. Oletetaan seuraavaksi, ettd E; N E; #
(. Pannaan merkille, ettd télloin on voimassa |E; U E;| = 3. Olkoon h joukon
[4] ~ (E; U E;) ainoa alkio. Koska E; N E; # 0, joukkoon K; N K, kuuluvassa
varityksessa kolmelle seinalle si, & € E; U Ej, tulee sama vari. Neljds seind sy,
voidaan varittda muiden seinien vérista riippumatta ja néinollen joukkoon K; N K
kuuluvia virityksis on téssikin tapauksessa 42 kappaletta.

Joukon [4] 3-osajoukot ovat {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} ja {2,3,4}. Olkoon J
yksi néistd neljistd joukosta. Télloin on voimassa (J; ; Ej = [4] ja joukolle J 16ytyy
sellainen esitys J = {h,i,k}, ettd E, N E; # () ja E; N Ey # (); tastd seuraa, etta
joukkoon ;s I kuuluvat vain ne véritykset, joissa kaikki seinét ovat samanvériset.
Edellisen nojalla jokaiselle 3—joukolle J C [4] pétee, ettéd )ﬂ ies K j) = 4. Koska yh-

della varilla tehdyt varitykset kuuluvat myos joukkoon ﬂie[ 4] K;, on edellisen nojalla
ﬂie[4] Ki| =4.
Edellisestd seuraa, etté jokaisella J C [4] luku ’ﬂ e K

volmassa

riippuu vain joukon J

alkioiden lukumadrésté. Koska joukolla [4] on tdsmélleen kuusi 2-osajoukkoa, edelld

esitetysta seuraa yhtdlon (*) nojalla, ettd on voimassa
K| =4-4°—6-4>+4-4—-1-4=172.
Koska joukon V koko on 4%, sallittujen véritysten lukuméiri on

VK| =|V|—|K|=256—172 = 84. O

3. JONOJEN, KUVAUSTEN JA OSAJOUKKOJEN LUKUMAARAT.

Téassa luvussa maaritamme eraiden jonojen, kuvausten ja osajoukkojen muodos-
tamien joukkojen alkioiden lukumaarat. Laskemme aluksi darellisen monen darellisen
joukon karteesisen tulon koon.

Karteesisen tulon kasite yleistetdan useammalle kuin kahdelle joukolle seuraa-
vasti. Olkoon n > 1 luonnollinen luku ja olkoot Xj,..., X, joukkoja. Joukkojen

X1,..., X, karteesinen tulo on joukko

X1 x - x X, = {(z1, ..., 70) : 7; € X; jokaisella i € [n]}.
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IT 3.1 Lause Olkoon m > 1 luonnollinen luku ja olkoot X1, ..., X,, darellisid jouk-

koja. Talloin joukko X1 x --- x X, on darellinen ja

X1 X - X Xl = |Xa| -+ [ X

Todistus. Jos m = 2, niin kyseessa on Lauseen I 3.17 tulos. Toisaalta, jokaiselle
m > 2 ja kaikille xq, ..., x,, pétee, ettd (z1,...,7m) = (T1, ..y Tm—1), Tm) ja tasté

seuraa, etta jokaisella 2 < m < mn on voimassa
Xy X oo x Xy = (X7 X X Xpp1) X X

Lauseen tulos seuraa nainollen Lauseen I 3.17 tuloksesta induktiolla luvun m suhteen

(todistuksen yksityiskohdat jatetdén lukijan suoritettaviksi). O

Jos jokaisella i € [n] on voimassa X; = X, niin karteesisesta tulosta X x---x X,
kaytetaan merkintaa X™. Pannaan merkille, etta joukko X" koostuu kaikista joukon
X alkioiden muodostamista n:n pituisista jonoista. Joukko X™ voidaan vastaavasti
midritelld myos n:n arvoilla 0 ja 1: tilloin on voimassa X° = {()} = {0} ja X! =
{(x):2€ X} ={r:2€ X} =X. Sovimme myds, ettid 0° = 1.

I1 3.2 Korollaari Olkoon X &arellinen joukko. Téallbin jokaisellam € N on voimassa

X7 = X"

Todistus. |X°| = [{0}| =1 = 1X° ja X = |X| = 1X|". Luvuille m > 1 tulos

seuraa Lauseesta II 3.1. O

Palautamme mieliin, ettd annetun joukon X potenssijoukko on joukko P(X) =
{A: A C X}. Jos k € N, niin kiytdmme joukosta P([k]) lyhennettyd merkint&a
Plk].

IT 3.3 Lause Olkoon X n—joukko. Talloin

P(X)] = 2"

Todistus. Esitetdén joukko X muodossa X = {z1,...,x,}. Maaritellddn kuvaus
j: P(X) — {0,1}"™ merkitsemalld jokaisella A € P(X), j(A):lla sitd lukujen 0 ja 1
muodostamaa jonoa (1, ..., jn ), jolle jx = 0 jos z1 & A ja jp = 1 jos x3, € A. Nihdiin
helposti, etta kuvaus j on bijektio. Lauseen I 3.4 ja Korollaarin II 3.2 nojalla joukko
P(X) on adrellinen ja [P(X)| = [{0,1}]" = 2" O



Luku II. Joukkojen koko 57

Kuvaus a +— {a} on jokaisella joukolla A injektio A — P(A). Sen sijaan ei ole

olemassa surjektiota A — P(A):
IT 3.4 Lause Olkoon A joukko. Télldin ei ole olemassa surjektiota A — P(A).

Todistus. Olkoon f kuvaus A — P(A). Merkitddn X = {a € A : a ¢ f(a)}.
Néytetadn, ettd X ¢ f(A). Olkoon a joukon A alkio. Jos a € X, niin a ¢ f(a), joten
fla) # X. Jos taas a € A~ X, niin a € f(a), joten jilleen f(a) # X. O

IT 3.5 Korollaari Jokaisella n € N on voimassa n < 2™.
Todistus. Lauseet IT 3.3, IT 3.4 ja II 1.4. O

IT 3.6 Esimerkki Jos A on joukon [100] 10-osajoukko, niin on olemassa sellaiset
A:n erilliset epétyhjat osajoukot B ja C, ettd joukon B alkioiden summa on sama

kuin joukon C' alkioiden summa.

Todistus. Koska |A| = 10, Lauseen II 3.3 nojalla on voimassa |P(A)| = 2'° = 1024.
Koska A C [100], jokaisella B C A on voimassa ) 5« < 1000. Laatikkoperiaatteen
nojalla on olemassa sellaiset £ C Aja D C A, ettd £ # Dja) o= .pT.
Merkitdain B=E~ (END) jaC =D~ (EN D). Talloin BNC =0 ja

)IEEDIFEID DIEED SIS DTS Dit

zeB zeFE zeEND zeD rzeEND zeC
Koska E/ # D, niin joko B # ) tai C' # ) ja néin ollen joko }_ . px # 0 tai
ercm # 0; koska nailla summilla on sama arvo, on kumpikin summa arvoltaan

nollasta poikkeava ja tdaten on voimassa B # () ja C # (). O

Koska aarellisen joukon kaikkien osajoukkojen joukko on aarellinen, niin myos
sen k-osajoukkojen joukko (missé k € N) on dérellinen. Joukon [n] k—osajoukkojen lu-
kumaaraa merkitsemme symbolilla (Z) Annetun joukon X k-alkioisten osajoukkojen
muodostamaa joukkoa merkitdén symbolilla Py (X) (jos X = [m], niin merkitsemme

lyhyemmin Py[m]). Siis

(7) = HA€PE: |4 =R} = [Pala]
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Selvésti (8) = (") = 1, silld joukolla on vain yksi tyhjd ja yksi téysi osajoukko.
Samoin selviisti () = n. Toisaalta huomaamme helposti, ettd luvut (}) ovat pa-
rametrin k suhteen symmetrisid: (}}) = (,,",) kaikille k € [n]. T&dmé seuraa yksin-
kertaisesti siita, ettd jokaista joukon [n] k-osajoukkoa A vastaa yksikésitteisesti sen
komplementti [n] \ A, joka on (n— k)-osajoukko. Koska luvut (), ..., (") luettelevat

joukon [n] kaikkien osajoukkojen lukuméérét, saamme Lauseen 3.3 avulla seuraavan

()« () ==+ ()« () -

Pascalin identiteetin nimella tunnettu palautuskaava ilmaisee luvut (Z) lukujen

identiteetin:

(”Z_l) avulla seuraavasti.

IT 3.7 Lause (Pascalin identiteetti) Olkoon n € N ja olkoon k € [n], 0 < k < n.

Do) o)

Todistus. Maéritelladn ¢ : Px[n] — Pr_1[n—1]UPk[n—1] kaavalla ¢(A) = A~ {n}.
Lukija voi helposti tarkistaa, etta kuvaus ¢ on bijektio. O

Pascalin palautuskaava antaa ns. Pascalin kolmion, jossa luvut (Z) on lueteltu
palautuskaavan mukaisessa jarjestyksessa. Seuraavassa kaaviossa luetellaan kyseisen

kolmion seitsemén ensimmaista rivia.

1 6 15 20 15 6 1

(Mainittakoon, ettd Pascalin (1623 — 1662) kolmio julkaistiin Kiinassa v. 1303, ja se

oli tunnettu jo aikaisemmin.)



Luku II. Joukkojen koko 59

Pienilla n:n arvoilla luvut (Z) voidaan etsia tdydentamélld Pascalin kolmiota,
mutta suuremmille n:n arvoille tama on liian tyolasta. Teoreettisia tarkasteluja var-

Z) Tallainen lauseke voi-

ten haluttaisiin joka tapauksessa selkea lauseke luvuille (
daankin antaa nk. kertomafunktion avulla. Palautetaan nyt mieliin kertomafunktion
madritelma. Luvun n kertoma n! méaritelladn rekursiivisesti asettamalla 0! = 1 ja
El=((k—1)!) -k kun k > 0. Téaten 1! =1-1, 2! =1-2, 3 = 2-3 ja, yleisesti,

jokaisella n > 0 on voimassa n! =1---n.

IT 3.8 Lause Kaikille n,k € N, missa k < n, on voimassa

(1) = oo

Todistus. Todistetaan lause induktiolla luvun n suhteen. Koska (7) = [Po(0)| =1 =

0(!)_(!)!7 viite patee arvolla 0. Oletetaan nyt, ettd n > 0 on sellainen luonnollinen luku,

etta vaite patee arvolla n — 1. Olkoon luvulle £ € N voimassa k£ < n. Osoitetaan,

etta (Z) = ﬁlk), Jos k = 0 tai k = n, niin kaava patee, koska (g) = (”) =

n

1= ’f—n', Oletetaan, ettd 0 < k < n. Pascalin identiteetin nojalla on voimassa
(Z) = (Zj) + (ngl) ja induktio—oletuksen nojalla patee, etta (Zj) = % ja

%; yhdistamalla nama yhtalot saadaan luvulle (Z) lauseke

n\ (n—1)! (n—-1)! (n—1)! 1 1
Q)__®—iMM—kﬂ+Iﬂn—l—kﬂ_(k—DKn—l—kﬂ(n—k+E)

B (n—1)! n B n!
T Dln—1-k) km—k  Hn—-k -

—
S
&
—
~—
I

Esimerkki Olet tayttanyt lottokaavakkeesta yhden ruudukon eli valinnut seitse-
mén lukua joukosta [39]. Lottoarvonnassa arvotaan joukon [39] seitsemén alkiota
valitsemalla umpimahkaan seitseman palloa, jotka on numeroitu 1,2,3,...,39. Mika
on todennakoisyys, etta valitsemasi numerot ovat samat kuin arvonnan antamat?
Ratkaisu: Arvonta méadrda yhden alkion joukosta P-[39]; koska joukon P7[39] kaik-
kien alkioiden lukumaara on (379), niin arvonnan “umpimahkaisyyden” nojalla toden-
nakoisyys sille, etta valintasi antoi “seitseman oikein” on

7132 1-2...7 1

(%) ~ 391 ~ 33-34.--30 15380037
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Lukuja (Z) kutsutaan myo6s binomikertoimiksi, silla ne esiintyvat aukikehitetyn
polynomin (z + y)™ termien x*y"~* kertoimina. Esitimme binomilauseen tissi yh-
teydessa vain luonnollisille luvuille, mutta mainitsemme kuitenkin, ettd kaava on
voimassa kokonaisluvuille tai reaaliluvuille tai mille tahansa “luvuille”, joiden yh-

teenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia.

IT 3.9 (Binomilause) Lause Kaikilla n,z,y € N on voimassa

(x+y)" = En: (7;) aly"

Todistus. Harjoitustehtdva [Ohje: induktio n:n suhteen ja Pascalin identiteetti]. O

Esimerkki: Laske termin 2® kerroin polynomissa (1 + z)8.

Ratkaisu: Binomikaavan nojalla

(1+2)8 = 28: (7;) 16g8—0,

=0

joten termin x°® kerroin on

| .
BY_ 8 _8T_ .
2) ~ 216!

Laskemme seuraavaksi kahden aarellisen joukon valisten kuvausten lukumaéaran;
laskemme myo6s bijektioiden, injektioiden ja surjektioiden lukumaérat.

Olkoot X ja Y joukkoja. Merkitsemme

K(X,Y)={f:fonkuvaus X — Y},
B(X,Y) ={f: f on bijektio X — Y},
I(X,Y)={f: f on injektio X — Y} ja

S(X,Y)={f:f on surjektio X — Y}.
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IT 3.10 Lause Olkoon X n—joukko ja Y k—joukko. Tall6in

[K(X,Y)| = k"

Todistus. Esitetdédn joukko X muodossa X = {z1,..., z,}. Mééaritelladn kuvaus ¢ :
K(X,Y) — Y™ asettamalla o(f) = (f(x1), ..., f(z,)) € Y™ jokaisella f € K(X,Y).
Kuvaus ¢ on injektio, koska jokaisella f € K(X,Y) alkiot f(z1), ..., f(z,) mé&rdavat
kuvauksen f. Kuvaus ¢ on surjektio, silld jokaisella (y1, ..., y,) € Y™, jos f on kuvaus
x; — Y;, niin talléin on voimassa ¢(f) = (y1, ..., yn). Taten ¢ on bijektio ja Lauseen
I 3.4 ja Korollaarin II 3.2 nojalla pitee, etta |[K(X,Y)| = |Y]". O

IT 3.11 Lause Jos X ja Y ovat n—joukkoja, niin

B(X,Y)| = n!

Todistus. Kaytetdaan induktiota luvun n suhteen.

Jos n = 0, niin talloin X =Y = (); tdssi tapauksessa on voimassa B(X,Y) = {0}
ja néinollen |B(X,Y)| =1=0!

Olkoon nyt n > 0 sellainen luku, etta vaite patee luvulle n — 1. Olkoon a joukon

X alkio. Merkitaan jokaisella y € Y,

By ={f € B(X,Y): f(a) = y}.

Pannaan merkille, ettd B(X,Y) = J, .y By. Koska joukon B(X,Y) alkiot ovat
kuvauksia, niin joukot B,, y € Y, ovat keskendan erillisia. Téten on voimassa
B(X,Y)| = Syev |B, .

Osoitetaan, etté jokaisella y € Y on voimassa |B,| = (n — 1)! Olkoon y joukon
Y alkio. Merkitddn Z = X ~{a} ja V =Y ~{y}. Koska |Z] = |[V| = n — 1,
niin induktio—oletuksen nojalla pétee, ettd |B(Z,V)| = (n — 1)! Ndhdaén helposti,

yey

ettd kaava ¢(g) = g U {(a,y)} méadrittelee kuvauksen ¢ : B(Z,V) — B,. Kuvaus
¢ on bijektio, koska silld on kddnteiskuvaus ¢ : B, — B(Z,V), missa ¢(f) = f|Z.
Edellisen nojalla patee, etté |B,| = |B(Z,V)| = (n — 1)!

Edella esitetyn nojalla on voimassa

IB(X,Y)|=Syey |By| = Syey(n—Dl=n-(n—1)l=nl O
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Yl1la annetussa todistuksessa on esitetty tasmallisempi formulointi seuraavalle
havainnolliselle “todistukselle”. Esitetdén X muodossa X = {z1,...,z,}. Maarat-
téessd bijektiota f : X — Y, f(x1):ksi voidaan valita mika tahansa n:std Y:n alkiosta,
f(z2):ksi mika tahansa joukon Y ~\ {f(z1)} n — 1:sta alkiosta,..., ja viimein f(x,,):ksi
voidaan valita mikéd tahansa joukon Y ~ {f(x1),..., f(xn,—1)} l:std alkiosta. Téten

bijektio voidaan muodostaa n - (n — 1) ---1 = n! eri tavalla.

Esimerkki Laske kuinka monella eri tavalla voidaan shakkilaudan eri ruuduille
sijoittaa kahdeksan tornia kun vaaditaan, etteivat mitkaan kaksi tornia uhkaa toisiaan
(katso Esimerkkid I 1.6.(c)).

Ratkaisu: Kahdeksan tornin sijoittelua voidaan kuvata kahdeksanalkioisella joukolla
S C [8] x [8] kun sovitaan, ettd alkion (i,7) mukanaolo joukossa S merkitsee siti,
etta i:mnen “vaakarivin” ja jmnen “pystyrivin” leikkausruutuun on sijoitettu yksi
torni. Selvastikin kahteen eri sijoitteluun liittyvéat joukot eroavat toisistaan. Téten
“sallittujen” sijoittelujen lukumaaran laskemiseksi voidaan maarittaa niihin liittyvien
joukkojen lukumaéra.

Kahdeksan tornin sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon, ettd mitkaan kaksi tornia
eivat uhkaa toisiaan, jos ja vain jos millaan ruutujen muodostamalla vaakarivilla ei
ole kahta tornia eika millaan pystyrivilla ole kahta tornia; sijoitteluun liittyvan joukon
S avulla ilmaistuna kyseinen ehto voidaan ilmaista seuraavasti: jos (7, j) ja (k,[) ovat
joukon S kaksi eri alkiota, niin on oltava voimassa ¢ # k ja j # [. Jos tarkastellaan
joukkoa S joukon [8] relaationa, niin ehto (i,7) # (k,l) = i # j merkitsee sité, etté
S:n on oltava kuvaus ja ehto (i,7) # (k,l) = j # | merkitsee sité, ettd kuvauksen S
on oltava injektio. Vaatimus, ettd kuvaus S on joukon [8] x [8] kahdeksanalkioinen
osajoukko merkitsee sitd, ettd S on oltava kuvaus [8] — [8]; injektio S : [8] — [§]
on valttamatta bijektio.

On osoitettu, etta jos sijoittelu tayttaa vaaditun ehdon, niin siihen liittyva joukko
on bijektio [8] — [8]; toisaalta n&dhdadén helposti, ettd jokaiseen bijektioon [8] —
[8] liittyvéa sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon. Néiin ollen sallittujen sijoittelujen
lukuméédra on sama kuin joukon B([8], [8]) koko eli 8! = 40320. a

IT 3.12 Lause Olkoon X n—joukko ja 'Y k—joukko. Oletetaan, ettd n < k. Talloin

XY= Gy
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Todistus. Kun f € I(X,Y), niin f on bijektio X — f(X), joten on voimassa
f(X) € P,(Y). Merkitaan jokaisella A € P, (Y), In = {f € I(X,Y) : f(X) = A};
pannaan merkille, ettd on voimassa 4 = B(X, A), joten edellisen lauseen tuloksesta
seuraa, ettd |I4] = n! Joukot I4, A € P,(Y), ovat erillisid ja on voimassa [(X,Y) =

UAePn(Y) 1 4; tasta seuraa, etta on voimassa

I(X,Y)| = Z 14| = Z n! = |P,(Y)| n!

AeP,(Y) AeP,(Y)

Koska Lauseen II 3.8 nojalla pétee, ettd |P,(Y)| = (z) = #ln),, luvulle [1(X,Y)]
saadaan haluttu lauseke

k! k!
1Y) = [Pa(V)] 0l = sy ol = sy

Lasketaan lopuksi kahden aarellisen joukon valisten surjektioiden lukumaara.

IT 3.13 Lause Olkoon X n—joukko ja'Y k—joukko. Télloin

k

sl = v (F) o

1=0

Todistus. Todistetaan lause summa— ja erotusperiaatteen avulla. Merkitaan jokai-
sellaye Y, F,={f e K(X,Y):y ¢ f(X)}. Talléin S(X,Y) = K(X, Y)NU,ey Fy-
Jokaisella A C Y on voimassa (., Fyy = {f € K(X,Y) : f(X)N A = 0}; tés-
ta seuraa, etti ﬂyeA F, = K(X,Y \ A) ja edelleen, Lauseen II 3.10 nojalla, etté
NyeaFy

la, etta on voimassa

UB|= 3 (OO R[= 3 (0 k- 4",

yey 0#£ACY yeA 0#ACY

= (k—|A|)™. Edella esitetysta seuraa summa— ja erotusperiaatteen nojal-

Ryhmittelemaélla termeja uudelleen, saadaan viimeinen summalauseke esitettya muo-
dossa Zle ZAepi(Y)(—l)iH(k' —1)". Koska jokaisella i € [k] on voimassa |P;(Y)| =
(%), niin saadaan yhtals Y71 3 4ep, ) (1R — i)™ = Sry (—1) () (k — )"
Edella esitetyn nojalla on voimassa ‘Uer Fy} = Zle(_l)iﬂ (’;) (k—1)™. Nainollen
patee, etta

S(X, V)| =KX, V)| - | F
yey
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IT 3.14 Korollaari Jos n ja k ovat luonnollisia lukuja ja n < k, niin tall6in on
voimassa
(R ik
Z(—l)z(i) (k—i)"=0= Z(—l)l(i)i".
i=0 i=0
Todistus. Olkoon siis voimassan < k. Lauseen II 1.4 nojalla pétee, ettd S([n], [k]) =

() ja tasta seuraa Lauseen II 3.13 nojalla, ettd on voimassa

§<_1y (5)w=ir=o ()

Koska jokaisella 0 < i < k on voimassa (%) = (,* ) ja (=1)"=" = (=1)*(~1)?, niin

yhtilostd (*) seuraa yhtdlo (—1)F S ((=1)*1(.F )(k — i) = 0. ja tistd seuraa
sijoituksella j = k — i yhtdils 35 _o(—1)7 (%) = 0. O

Kaikkien surjektioiden [n] — [k] lukumé&érén ohella on monissa tilanteissa tar-
peen tietdd myos sellaisten surjektioiden f : [n] — [k] lukuma&éré, joilla alkukuvien
f71(i), i € [k], koot on ennalta annettu. Voimme ilmaista tillaiset lukuméirit nk.
multinomikertoimien avulla. Nama kertoimet maéaaritellaan seuraavasti: kun n ja

J1,---, Ji ovat sellaisia luonnollisia lukuja, etta j; + - - - 4+ jr = n, niin asetetaan

( n )_ n!
Ji gk git- gkl

Multinomikertoimet yleistavat binomikertoimia, silla voimme esittaa binomiker-
n
jn—j
tinomikertoimet binomikertoimiin seuraavan palautuskaavan avulla.

toimen (?) multinomikertoimena muodossa ( ) Toisaalta voimme palauttaa mul-

IT 3.15 Lemma Kun luonnollisille luvuille n ja ji,...,jx on voimassa k > 1 ja

ji+ -+ jx = n, niin

(ﬁ fl-jk) - (Z) (JZ _JJD - (jf'_-j:_l) (Jnl;) '

Todistus. Harjoitustehtava. O

Palautuskaavan avulla voimme helposti todistaa seuraavan tuloksen, jolla on

paljon kayttod kombinatoriikassa.
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IT 3.16 Lause Olkoon X n-joukko ja olkoon luonnollisille luvuille ji, ..., j voimassa

J1+ -+ jr = n. Tallsin

Hf . f on kuvaus X — [k] ja |f~1{i}| = j; jokaisella i € [k]}’ = (j " i )
Lk

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lauseessa esiintyvaan joukkoon kuuluvat kuvaukset ovat kaikki surjektioita jos

ja vain jos j; > 0 jokaisella i € [k].

4. OSITUSTEN LUKUMAARAT.

Ryhdymme nyt tarkastelemaan aarellisen joukon ositusten lukumaéaaria. Olkoon
A n—joukko ja olkoon O joukon A ositus. Koska on olemassa surjektio A — O, niin
Lauseen II 1.3 tuloksesta seuraa, ettd |O] < n.

Kun O on joukon A ositus, niin O C P(A) eli O € P(P(A)); téten joukolla A on
Lauseen IT 2.3 nojalla korkeintaan 22" ositusta. Tarkastellaan nyt vihin lihemmin
aarellisen joukon ositusten lukumaaraa. Tarkastelussa voidaan rajoittua joukkoihin
[n], n € N, ja niiden osituksiin. Hyvin pienilld n:n arvoilla voidaan helposti luetella

joukon [n] ositukset ja laskea niiden lukumé&aras:

n| [n] ositukset lkm
0 0 0 1
1 {1 {1}} 1
2| {1,2} {1,2}} {{1},{2}} 2
3[{1,2,3} [{{1,2,3}} {{1,2},{3}} {{1,3},{2}} {{2,3},{1}} {{1},{2},{3}}] 5

Olkoon n luonnollinen luku. Merkitsemme Q,,:114 joukon [n] kaikkien ositusten
muodostamaa joukkoa ja merkitsemme S(n):11d lukua |Q,|. Merkitsemme edelleen
jokaisella k € N, O, = {O € O, : |O| = k} ja S(n,k) = |0y %|. Kutsumme
lukuja S(n, k) (toisen luokan) Stirlingin luvuiksi. Jokaisella n € N* on voimassa

S(n) = 35— S(n, k).
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IT 4.1 Lause Kaikillan € N ja k € N on voimassa

S(n, k) = % i(—l)i (l:) (k—4)"

1=0

Todistus. Merkitdén jokaisella O € O, , F(O) = {f € S([n],[k]) : Of = O}.
Pannaan merkille, ettd jokaisella f € S([n], [k]) on voimassa Oy € O,  ja f € F(Oyf).
Edellisen nojalla pétee, ettd Upcg, , F(O) = S([n], [k]). Koska joukot F(O), O €
Ok, ovat keskendén erillisid, on voimassa |S([n], [k])| = >_0c0, |F(O)|.
Osoitetaan, ettd jokaisella O € O, on voimassa |F(O)| = k! Olkoon O perheen
O,k jasen. Merkitédén g¢:11a kanoonista surjektiota [n] — O. Pannaan merkille, etté
kun ¢ on bijektio O — [k], niin t&llin kuvaus f = ¢ o g on surjektio [n] — [k] ja on

volmassa

Op={f"Hi}vielkl}={g7" (¢"{i}) ri€ [k} ={g7'{0}: 0 € O} = 0.

Edellisen nojalla muotoa ¢ o g, missd ¢ € B(O, [k]), olevat kuvaukset kuuluvat jouk-
koon F(O); osoitetaan, ettd kaikki joukon F'(O) kuvaukset voidaan esittda tdssd muo-
dossa. Olkoon f joukon F(O) alkio. Merkitiin ¢:114 relaatiota fog™! C [k] x O. Re-
laatio 1 on kuvaus O — [k], silld jokaisella O € O on voimassa {0} = f (¢7'{0}) =
f(O) ja joukossa f(O) on tasmilleen yksi alkio, koska O € O = O;. Kuvauksen f
surjektiivisuudesta seuraa, ettd kuvaus ¢ on surjektio ja tasta seuraa Lauseen I 1.3
nojalla, ettd ¢ on bijektio. Liséksi on voimassa ¥ o g = f, silld jokaisella j € [n] on
voimassa ¢(g{j}) = f(g~'(g{j})) D F{j} Ja titen ¥(g(j)) = (j). On osoitettu, etti
F(O) ={pog:p e B(O,[k])}. Kuvaus ¢ — ¢ o g on bijektio B(O, [k]) — F(O),
silld jos ¢ ja 1 ovat sellaisia joukon B(O, [k]) alkioita, ettd ¢ o g = 1 o g, niin t&lloin
on voimassa @ o (gog™1) =1 o (gog™!) ja tista seuraa, etti ¢ = 9, koska g o g1
on joukon O identtinen kuvaus. Edellisen nojalla on voimassa |F'(O)| = |B(O, [k])|
ja tésté seuraa Korollaarin II 3.9 nojalla, ettd |F(O)| = k!

Edella esitetyn nojalla on voimassa

S, [kDI= D IF(O) = > Kk =k|Onl

0€0,, 0€0, &

ja tasta seuraa lauseen tulos Lauseen II 3.13 nojalla. O
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Korollaari Jokaisella n € N on voimassa

Kéaytdnnossa lukuja S(n, k) on hankala laskea Lauseen II 4.1 antaman lausek-
keen avulla. Pienilla n:n arvoilla ndméa luvut voidaan helposti maarita seuraavan

rekursioyhtalon avulla.

IT 4.2 Lause Jokaisella n € N* on voimassa S(n,1) = S(n,n) = 1 ja jokaisella

1 < k < n on voimassa

S(n,k)=Sn—1,k—1)+k-Sn—1,k).

Todistus. Nahdadn helposti, ettd Oy, 1 = {{[n]}} ja Oy n = {{{i} : 7 € [n]}}. Téten
S(n,1) = S(n,n) = 1.

Olkoon k luonnollinen luku 1 < k& < n. Merkitddn O = {O € O, : {n} € O}
jaP = 0, \ 0. Lauseen todistamiseksi osoitetaan, ettd |O| = |0,_1 x_1| ja |P| =
k- 1Op_1kl.

Jokaisella Q@ € O, perhe Q \ {{n}} on joukon [n — 1] = [n] \ {n} k — l-osainen
ositus. Maaritelladn kuvaus f : O — O, _1 -1 asettamalla jokaisella Q € O,
f(Q) = O~ {{n}} ja méaritellidn kuvaus g : O,,_1 1 — O asettamalla jokaisella
O €0-1,-19(0)=0U{{n}}. Talloin jokaisella Q € O on voimassa g(f(Q)) = Q
ja jokaisella O € O,_1 -1 on voimassa f(g(O)) = O. Téten kuvaukset f ja g
ovat toistensa kaanteiskuvauksia ja nain ollen ne ovat bijektioita. Koska on olemassa
bijektio @ — O,,—_1 x—1, on voimassa |O| = |Qp_1 1]

Madritelldén kuvaus h : P — Q,,_1 j asettamalla h(R) = {R~ {n} : R € R}

jokaisella R € P. Jokaisella O € O,,_; j on voimassa
rhHOoY={(0O~ {0} u{ou{n}}:0ec 0O}

ja ndin ollen [h~H{O}| = |O] = k. Koska P = [J{h ' {O} : O € Oy_1,1} ja koska
(Yo} n(h~{U}) = 0 kun O # U, on Korollaarin I 3.16 nojalla voimassa

Pl =) {|h"{O}: O €Onp1} =) {k:0€0ns1}=k-|Op1xl. O
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Laskemme nyt ylld olevan tuloksen nojalla lukuja S(n, k) ja S(n) eriille pienille
n: arvoille. Voimme kétevésti taulukoida luvut S(n, k) nk. Stirlingin kolmioon,
missa rivilla n kohdalla k oleva luku on edellisella rivilla kohdalla k£ — 1 olevan luvun

ja k:lla kerrotun kohdalla k£ olevan luvun summa (kun 1 < k < n).

n S(n)
1 1 1
2 1 1 2
3 1 3 1 )
4 1 7 6 1 15
) 1 15 25 10 1 52
6 1 31 90 65 15 1 203
7 1 63 301 350 140 21 1 877

5. VALINNAT JA SIJOITTELUT.

Edella laskimme koon eli alkioiden lukumaéaran eraille aarellisille joukoille, ku-
ten annetun aarellisen joukon kaikkien osajoukkojen muodostamalle joukolle ja kah-
den annetun aarellisen joukon valisten kuvausten muodostamalle joukolle. Edella
tarkastellut lukumaaraongelmat ovat kaikkein yksinkertaisimpia klassillisen “kombi-
natoriikan” kasittelemista ongelmista. Kombinatoriikka kehittyi paljolti yht’aikaa
klassillisen todennakoisyyslaskennan kanssa ja tastd yhteydestd johtuen kombina-
toriikan kasitteita ilmaistaan usein havainnollisin termein, jotka eivat suoraan liity
joukko—oppiin: puhutaan esimerkiksi “n:n alkion k—kombinaatioista” kun tarkoite-
taan n—joukon k-osajoukkoja ja kuvausten asemasta puhutaan “sijoitteluista” tai
vaikkapa “valinnoista takaisinpanolla” ; bijektioita X — X kutsutaan joukon X
“permutaatioiksi” , jne.

Esittelemme tassa luvussa hieman klassillista kombinatorista terminologiaa, jot-
ta voimme ilmaista tarkasteltavia lukuméaaraongelmia. Kaytetyn havainnollisen ter-
minologian johdosta myo6s “valintoja”, “sijoitteluita” yms. koskevien tulosten todis-

tukset esitetaan usein havainnollisessa muodossa. Annamme seuraavassa muutamia
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esimerkkeja téllaisista havainnollisista “todistuksista” ja pyydamme lukijaa olemaan
erityisen tarkkaavainen niiden kohdalla, silla vaikka téllaiset “todistukset” ovatkin
helppolukuisia, on niiden yhteydessa myos paljon helpompi tehda virheita kuin ta-

vallisen, formaalisen todistuksen yhteydessa.

Eraita edella tarkasteltuja lukumaaraongelmia voidaan esittaa nk valintoihin liit-

tyvina ongelmina. Perusongelma on seuraava:

Ongelma. Olkoon X n—joukko. Kuinka monella tavalla voidaan joukon X alkioiden

joukosta valita k alkiota?

Ongelman yhteydessa voidaan erottaa kaksi eri tapausta: jos valintajarjestys
otetaan huomioon, jolloin valinta maaraad X:n k:n eri alkion muodostaman jonon
(1, ..., x), niin puhutaan joukon X k—permutaatiosta. Jos taas valintajirjestykselld
ei ole merkitysté, jolloin siis valitaan X:n k-osajoukko {z1,...,xx}, niin puhutaan
joukon X k—kombinaatiosta.

Laskemme nyt n—joukon X k-permutaatioiden ja k—kombinaatioiden lukumaa-
rat Luvun II 3 tulosten avulla.

Joukon X k—permutaatio (x1,...,7;) samaistuu luonnollisesti injektioon j —
x; joukolta [k| joukkoon X; kaikkien téllaisten injektioiden lukumédrd on Lauseen
IT 3.12 nojalla (nﬁ—'k), ja tama on siis n—joukon X k-permutaatioiden lukumaara.
Mikéli on voimassa k = n, niin voimme esittda joukon X muodossa {a, ...,ar} ja
talldin jokainen joukon X k-permutaatio (x1,...,2)) voidaan samaistaa bijektioon
¢ : X — X, missd p(a;) = z;; titen n—permutaatio méaraa joukon X permutaation;
ndiden lukuma&aréd on sama kuin joukon B(X, X) koko eli n!

Koska X:n k—kombinaatiot vastaavat X :n k—osajoukkoja, niin k—kombinaatioiden

lukumééré on sama kuin joukkoperheen Py[n] koko eli (7).

Esimerkki Joukon X permutaatiota kutsutaan toisinaan X:n jarjestelyksi. Kuten
edelld todettiin, n—joukolla X on n! jarjestelyé; lasketaan nyt, kuinka moni nais-
ta jarjestelyista on epajarjestely eli sellainen jarjestely, jossa jokainen alkio vaihtaa

paikkaa.

Ratkaisu. Epéajarjestelyt vastaavat niita joukon X bijektioita itselleen, joissa mikaan
X:n alkio ei kuvaudu itselleen. Merkitsemme jokaisella z € X A, = {f € B(X, X) :
f(x) = x}; télloin epéjérjestelyt vastaavat joukkoa B(X, X)\ J,cy Az Laskemme
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epajarjestelyjen lukumééran laskemalla yhdistysjoukon |J A, koon summa— ja

zeX
erotusperiaatteen avulla.

Jokaisella Z C X on voimassa

ﬂ A, ={f e B(X,X): f(z) = z jokaisella z € Z} ;

z€Z
oikeanpuoleisen joukon alkiot voidaan luonnollisella tavalla (kuvauksen f — f|(X ~\
Z) vilitykselld) samaistaa joukon X \ Z permutaatioihin, joten oikeanpuoleisen jou-
kon koko on |B(X N\ Z, X \ Z) eli | X \ Z|! ; jos siis Z on X:n k-osajoukko, niin on

voimassa |[,c, A.| = (n — k)! Summa— ja erotusperiaate antaa seuraavan yht&lon:

zEZ

(4

z€EZ

U |-

reX

> (-

0#£ZCX

Jokaiselle X:n k—osajoukolle Z on voimassa |Z]|+1 = k+1 ja, kuten edelld tote-
simme, }ﬂzEZ A, } = (n — k)! Koska X k-osajoukkojen lukumééré (7)) on Lauseen

IT 3.9 nojalla k,( k),, niin edellisen nojalla saadaan seuraava yhtaloketju:

() A:|=

zEZ

U 4| -

reX

> (e

0#£ZCX

nl ( )(—1)k+1(n — k) =

n

Z(_1)k+1k!(+ik)!<n —k)! = —n! ];(_

k=1

Edella osoitetun nojalla on voimassa

UA|—n'—|UA|—n'+n'Z =l (1)

zeX zeX k=0
taten joukon X kaikkien epéjirjestelyjen lukuméérd on n!> ;_ (—1)% . O

Huomautus. Jos n—joukon kaikkien epajarjestelyjen lukumaara jaetaan joukon
kaikkien jarjestelyjen lukumaaralla eli luvulla n!, niin saadaan luku ZZ:O(_Dk%,
joka ilmaisee todenndkoisyyden sille, ettd umpimahkaan valittu n—joukon jarjestely
olisi epéjirjestely. (Differentiaalilaskentaa tunteva lukija voi tunnistaa lausekkees-
sa > p_o(=1)%4 luvun e™! sarjakehitelmén alkuosan. Kun n kasvaa rajatta, niin

lausekkeen Y (—1)* % arvo lihenee lukua e™! ~ 0,3678794).
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Esimerkki Jokainen pikkujoulujuhliin osallistuja tuo mukanaan lahjapaketin. Pa-
ketit pannaan koriin, josta jokaiselle juhlijalle annetaan lahja. Mika on todennakoi-
syys sille, ettei kukaan juhlija saa takaisin tuomaansa lahjaa, kun juhlijoiden luku-
maaréd on (a) 10 ja (b) 100.

Ratkaisu. Sijoitamme ylla johdettuun todennakoisyyden lausekkeeseen n = 10 ja
n = 100 ja laskemme summalausekkeiden arvot. Taten saamme tapauksessa (a) to-
dennékoisyydeksi noin 0, 36787946 ja tapauksessa (b) noin 0,36787944. Kuten huo-

1

maamme, todennakoisyydet lahenevat n:n kasvaessa hyvin nopeasti raja—arvoa e™".

a

Edella tarkasteltujen “yksinkertaisten” valintojen lisdksi voidaan tarkastella “tois-
tollisia” valintoja (todennékdisyyslaskennassa puhutaan usein “valinnoista takaisin-
panolla” kun tarkoitetaan valintoja, joissa joku alkio voidaan valita useamman kuin
yhden kerran). Esimerkiksi seuraavassa on erés tyypillinen ongelma, jota voidaan
kuvata toistollisena valintana: on annettuna kaksi valkoista ja nelja mustaa palloa ja
naiden joukosta on valittava kolme palloa; kuinka monella eri tavalla voidaan valinta
tehda? Tassa tehtavissa oletetaan, etté valkoiset pallot eivat erotu toisistaan eivatka
mustat pallot erotu toisistaan; taten annettu valinta kuuden pallon joukosta voidaan
myos tulkita “toistollisena” valintana kahden pallon (valkoinen ja musta) joukosta,
missé yksi pallo (valkoinen) voidaan valita 0,1 tai 2 kertaa ja toinen pallo (musta)

voidaan valita 0,1,2,3 tai 4 kertaa.
Perusongelma toistollisten valintojen yhteydessa on seuraava:

Ongelma. Olkoon X n—joukko. Kuinka monella tavalla voidaan joukon X alkioiden
joukosta valita k alkiota, kun jokaiselle X :n alkiolle x on annettu toistolukujen joukko
T, C N ja vaaditaan, etta kukin alkio x tulee valituksi tasmalleen ¢ kertaa jollain
teT,?

Taméankin ongelman yhteydessa voidaan erottaa kaksi eri tapausta sen mukaan,
otetaanko valintajarjestys huomioon vai ei:

Jos jarjestys huomioidaan, niin valittavaksi tulee sellainen X:n alkioiden muo-
dostama k—jono (z1, ..., 2), ettd jokaisen joukon X alkion z esiintymiskertojen luku-
mééra |{i € [k] : z; = x}| kyseisessé jonossa kuuluu lukujoukkoon T, ; téllaista jonoa
kutsunaan toisinaan toistolukuihin T,, x € X, listtyvaksi joukon X toistolliseksi k—

permutaatioksi.
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Esimerkki FEraissa tilanteissa puhutaan “joukon X alkioiden muodostamien k—
jonojen” asemasta “aakkoston X avulla muodostetuista k—sanoista”. Tarkastellaan
nyt seuraavaa ongelmaa:

Ongelma. Kuinka monta sellaista 5—sanaa voidaan muodostaa aakkoston {a, m,n, s, t}
avulla, joissa kirjain a esiintyy kaksi tai kolme kertaa ja kukin muu kirjain korkeintaan

kerran?

Ratkaisu. Esimerkiksi “mataa”, “maata” , “ansat” ja “asatm” ovat vaaditun kaltai-
sia sanoja. Kaikkien téllaisten sanojen laskemiseksi voimme ajatella sanat muodoste-
tuiksi seuraavalla tavalla: ensin on valittu joukon [5] 2—kombinaatio tai 3-kombinaatio
A, jonka alkioita vastaaville 5—sanan kohdille on sijoitettu a—kirjaimet; tdmén jalkeen
on valittu joukon {m,n,s,t} 3—permutaatio (xyz) (jos |A| = 3) tai 2-permutaatio
(zy) (jos |A] = 3); kyseisen permutaation jasenet on sijoitettu 5—sanaan permutaa-
tion ilmaisemassa jarjestyksessi joukon [5]\ A alkioiden mé&araéamille paikoille. Koska

joukolla [5] on (3) = 10 2-kombinaatiota ja (3) = 10 3-kombinaatiota ja joukolla

2
{m,n,s,t} on g—: = 60 3-permutaatiota ja g—: = 20 2-permutaatiota, niin vaaditun
kaltaisia sanoja on 10 - 60 + 10 - 20 = 800 kappaletta. O

Mikali valintajarjestyksella ei ole merkitysta, jolloin siis valitaan X:n “toistolli-
nen” k—osajoukko {z1, ..., zx }, niin puhutaan joukon X toistollisesta k—kombinaatiosta;
téssd “toistollisen osajoukon” késite ei valitettavasti ole hyvin maéritelty (palaute-
taan mieliin, etta “joukko on alkioidensa maaraama kokonaisuus”; joukko ei nain ollen
ole riippuvainen siitd, miten sen alkiot on lueteltu; esimerkiksi {0, 1,2} = {1,2,0} =
{1,1,0,0,0,2}). Asiaintilan korjaamiseksi sovimme, ettd joukon X alkioiden muo-
dostama “toistollinen k—joukko” eli “k—monijoukko” on sellainen kuvaus f : X — N,
ettd Y,ecx f(x) = k. Nain madriteltyna toistolukuihin T, x € X, liittyva joukon X
toistollinen k—kombinaatio on sellainen k—monijoukko f : X — N, etta f(z) € T,

jokaisella x € X.

Esimerkki Annettuihin toistolukuihin 7, x € X, liittyvat joukon X alkioiden
muodostamat toistolliset k—kombinaatiot vastaavat yksinkertaisia k-kombinaatioita
eli X:n k-osajoukkoja siind tapauksessa, ettd jokaisella x € X on voimassa T, C
{0, 1}. Usein esiintyy myos tilanne, jossa jollekin alkiolle z € X on voimassa T, = N;
tassa tilanteessa sanotaan alkiolla z olevan rajoittamattomat toistoluvut. Tarkaste-

lemme seuraavaa ongelmaa:
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Kuinka monta toistollista 2-kombinaatiota on 3—joukolla kun kaikkien alkioiden tois-

toluvut ovat rajoittamattomat?

Ratkaisu. Olkoon kyseinen 3—joukko vaikkapa {a,b, c}. Halutaan siis 16ytaa luku-
maara kaikille alkioiden a, b ja ¢ muodostamille 2-monijoukoille; lukija voi helposti
todeta, etta seuraavassa on lueteltu kaikki tallaiset monijoukot, joita on siis kuusi

kappaletta:

{(a,2),(0,0),(c,0)} {(a,1),(b;1),(c,0)} {(a,1),(b,0),(c,1)}
{(a,0),(0,2),(c,0)} {(a,0),(b,;1),(c, 1)} {(a,0),(b,0),(c,2)} m

Palaamme hetken paasté edelliseen ongelmaan ja osoitamme, miten rajoittamat-
tomiin toistolukuihin liittyvien n:n alkion muodostamien toistollisten k—kombinaatioiden
lukumaéara voidaan laskea samaistamalla kyseisenlaiset toistolliset kombinaatiot eraan

n + k — 1-alkioisen joukon yksinkertaisiin £—kombinaatioihin.

Monia kombinatorisia ongelmia voidaan kuvata nk. sioitteluthin liittyvina on-

gelmina. Perusongelma on seuraavanlainen:

Ongelma. Olkoon X n—joukko (“pallojen” joukko) ja olkoon Y m—joukko (“laa-
tikoiden” joukko). Kuinka monella tavalla voidaan alkiot = € X sijoittaa luokkiin
yeY?

Tama ongelma jakautuu eri tapauksiin sen mukaisesti, ovatko tarkastellut “pal-
lot” ja “laatikot” toisistaan erottuvia vai ei: voisimme esimerkiksi kysya monellako
tavalla kolme valkoista palloa ja kaksi mustaa palloa voidaan sijoittaa kahteen punai-
seen laatikkoon ja kahteen siniseen laatikkoon, kun samanvérisia palloja ei voi erottaa
toisistaan eikd samanvarisia laatikoita voi erottaa toisistaan. Yksinkertaisimmillaan

ongelma jakautuu neljaan eri tapaukseen:

luokat erottuvia

luokat nimettomia

alkiot erottuvia a c

alkiot identtisia b d
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(a) Jos seka alkiot ettd luokat erottuvat toisistaan, niin sijoittelu x +— y vastaa

kuvausta X — Y; naiden lukumaara on Lauseen II 3.11 nojalla m™.

(b) Jos alkiot ovat keskendén samanlaisia, mutta luokat erotellaan, niin riittda tietaa
luokkaan y sijoitettujen alkioiden lukumé&ard f(y) > 0 jokaisella y € Y. Toisin
sanoen, sijoittelu voidaan samaistaa monijoukkona f : Y — N esitettyyn joukon
Y toistolliseen n—kombinaatioon (josta kdytetddn tédssi yhteydessd usein nimitysté

joukon Y n—jakauma).

Esimerkki Olkoon n =2 ja m = 3. T&lldin m—joukolla on 6 n—jakaumaa (vertaa

edelliseen esimerkkiin):

Huomaamme, etta tama sijoittelutilanne voidaan myos kuvata yksinkertaisena
valintatilanteena: muodostetaan 4—jonoja valitsemalla ensin joukosta [4] kaksi alkiota
ja sijoittamalla naiden méaaraamille paikoille pallot ja sijoittamalla kahteen jaljelle-

jaavaan paikkaan véliseinat:

Kun tulkitsemme sijoittelun valinnaksi, saamme jakaumien lukumaaraksi (‘21) =6
eli saman tuloksen kuin edella. Vastaavalla paattelylla lukija voi harjoitustehtavana

osoittaa, etta yleisessa tapauksessa pétee seuraava tulos:

-1
m—joukolla on (n tm ) n—jakaumaa.
n
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(c) Oletamme seuraavaksi, ettd X:n alkiot erottuvat toisistaan, mutta luokkia ei
nimeta. Jos jokaiseen luokkaan tulee ainakin yksi alkio, niin sijoittelu vastaa joukon

X k-ositusta. Ositusten lukumaééaria on laskettu Luvussa II 4.

(d) Viimeiseksi tarkastelemme tapausta, jossa alkiot ovat identtisié eivétka luokat-
kaan erotu toisistaan. Jos vaadimme, ettd kuhunkin luokkaan tulee alkioita, niin

sijoittelu vastaa luvun n k—partitiota eli esitysta
n=ny+---+n, (n; >0 jokaisella i) ,

missa summan termien jarjestyksella ei ole merkitysta. Voisimme antaa tasmallisem-
man maaritelman “esitykselle” vaikkapa monijoukkojen avulla ja sanoa, etta luvun
n k—partitio on sellainen positiivisten luonnollisten lukujen a € A muodostama k—
monijoukko f: A — N, ettd n = X,caf(a) - a. Talléin luvun k—partitiot olisivat siis
luonnollisten lukujen toistollisia k—kombinaatioita. Jos haluaisimme esittaa toistolli-
set k—kombinaatiot monijoukkojen asemasta toistollisten k—permutaatioiden ekviva-
lenssiluokkina, niin voisimme yksinkertaistaa esitysta valitsemalla luonnollisten luku-
jen jarjestysta hyvéaksi kdyttdaen yhden edustajan kustakin ekvivalenssiluokasta. Sel-
vastikin kussakin ekvivalenssiluokassa on yksi ja vain yksi sellainen jono (ni, ..., ng),
ettd n; < n;yq jokaisella ¢ < k. Voisimme siis méaaritelld luvun n k-partition
sellaisena positiivisten luonnollisten lukujen muodostamana jonona (ni,...ng), jol-
lan= Eleni ja jokaisella ¢ < k on voimassa n; < n;y1. Kun nyt olemme todenneet,
etta partitiot voidaan useammallakin tavalla méaaritella tasmallisesti, niin voimme

palata kayttamaan niille luonnollista “esitystd” summalausekkeina.

Esimerkki Luvulla n = 5 on seitseméan eri partitiota:

5=05=44+1=34+2=34+1+1=24241 =24+14+14+1 =1+1+1+1+1.

Partitioiden lukumaariin liittyvat ongelmat ovat usein hyvin vaikeita, mutta nii-
den ratkaisemisessa voidaan joissain tilanteissa kayttaa apuna nk. generoivia funk-
tioita. Tassa tarkastelemme lyhyesti erasta yksinkertaista menetelmaé, nk. Ferrerin
kuvioita, joiden avulla voidaan johtaa eriita partitioiden lukumaaria koskevia iden-

titeetteja.
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Ferrerin kuvio koostuu aarellisen monesta paallekkaisiin riveihin sijoitellusta aa-
rellisesta pistejonosta. Jonot alkavat samalta kohdalta ja lisaksi vaaditaan, etta ylem-
pana olevassa rivissa on korkeintaan yhta monta pistetta kuin alempana olevassa.

Jos Ferrerin kuvio koostuu n:sta pisteesta, niin kuvio esittaa sita luvun n parti-
tiota n =ny + - - - + ng, missd n; on k — i:nnella rivilla olevien pisteiden lukumaara.
Esimerkiksi luvun 21 partitioita 21 =3+4+3+4+546 ja 21 =2+ 6+ 6+ 7 vastaavat

alle piirretyt Ferrerin kuviot.

Ferrerin kuvioiden avulla voimme todistaa eraitad mielenkiintoisia partitioiden
lukumééria koskevia tuloksia. Merkitsemme py(n):114 kaikkien luvun n k—partioiden
lukuméérad kun 0 < k& < n; muille n:n ja k:n arvoille asetamme pg(n) = 0.

(i) Jos poistamme luvun n annetun k-partition Ferrerin kuviosta vasemmanpuolim-
maisen pystyrivin, niin jaljelle jaa Ferrerin kuvio, joka kuvaa erasta luvun n — k

partitiota korkeintaan k:hon osaan. Taten paadymme seuraavaan palautuskaavaan

pe(n)=p1(n—k)+- -+ pr(n—k)

(ii) Jokaisen Ferrerin kuvion transponoitu kuvio, (eli se kuvio jonka i:nnen rivin
j:nnella paikalla on piste tdsmalleen silloin kun alkuperaisessa kuviossa on piste
jmnen rivin i:nnelld paikalla) on Ferrerin kuvio. Seuraava kuva esittééd kahta Ferrerin

kuviota, jotka saadaan transponoimalla edellisessa kuvassa esitetyt kuviot.
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Tarkastelemalla transponoituja kuvioita, naemme seuraavien tulosten olevan voi-

massa:

Luvun n k—partitioiden lukumé&éré pg(n) on sama kuin niiden n:n partitioiden luku-

maéara, joissa esiintyy k suurimpana lukuna.

Luvulla n on yhtd monta partitiota parillisen (parittoman) moneen osaan kuin sel-

laista partitiota, joissa esiintyvé suurin luku on parillinen (pariton).

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN II

. Olkoon A joukko, jossa on kuusi lukua valilta [1,9]. Osoitettava, ettd on olemassa A:n
luvut z ja y, joiden summa on 10. Voidaanko vaatia, ettd = #£ y?

. Valitaan joukosta [100] = {1,2,3,---,99,100} umpimé&hkadn 56 (eri) lukua. Naytéa,
etta joukossa on kaksi lukua, joiden erotus on 11.

. Nelionmuotoisen puutarhan laidan pituus on 21 metrid. Montako omenapuuta sinne
voidaan istuttaa, kun istutuskohdat eivat saa olla alle kymmenen péa#ssa toisistaan?

Seuraavassa kolmessa tehtévéssad oletamme, ettd lottoarvonnassa kaytettavat, nume-
roilla 1,2,...,39 merkityt pallot, on asetettu renkaaksi jossain mielivaltaisessa jarjestyk-
sessd. Kussakin tehtavissa pitaa esitetty véite osoittaa todeksi.

. Renkaassa on kaksi vierekkaistd paritonnumeroista palloa.

. Renkaassa on kolme vierekkaistd palloa, joista tdsmalleen yksi on paritonnumeroinen.

[Ohje: tarkastele ensin tapaus, jossa l0ytyy vierekkaiset parillisnumeroiset pallot.]

. Renkaassa on kolme vierekkaisté palloa, joiden numeroiden summa on suurempi kuin

60.
[Ohje: edellisen tehtévan tulos, laatikkoperiaate ja yht&lo 1 +2 + .-+ 39 = 13 - 60.]

Edelliseen tehtavaan liittyen voimme panna merkille, etta lottopallot voidaan jakaa kol-
men ryhmiin siten, ettd kuhunkin ryhmé&an kuuluvien pallojen numeroiden summa on
tasan 60; esim. {2,19,39}, {6,17,37}, {10,15,35}, {14, 13,33}, {18,11, 31}, {22,9, 29},
{26,7,27}, {30,5,25}, {34,3,23}, {38,1,21}, {8,16,36}, {12, 20,28}, {4, 24, 32}.

. Osoita, ettd on olemassa joukon [2n] n-alkioinen osajoukko X, jonka mikddn alkio ei
ole jaollinen toisella alkiolla.

. Olkoon joukolle X C [2n] voimassa |X| > n. Osoita, ettd joukossa X on kaksi lukua,
joista toinen on toisella jaollinen.

[Ohje: esitd luvut m € X muodossa m = 2" - k, missd k on pariton.]



78 HARJOITUSTEHTAVIA
9. Kuinka moni luvuista 1,2,...,300 on jaollinen ainakin yhdella luvuista 3,5 ja 77
10. Kuinka moni luku joukossa [1000] on jaollinen 5:114 tai 8:lla muttei 6:1la.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Kuinka moni joukon [10000] luvuista ei ole jaollinen yhdelldkaan luvuista 4,5 ja 67

Kuinka monella luvuista 1,2,3,...,919,920 ei ole (ykkostd suurempaa) yhteista tekijaa
luvun 105 kanssa?

Kuinka monella luvuista 1,2,3,...,999 ei ole (ykkostd suurempaa) yhteista tekijaa luvun
390 kanssa?

Luonnolliset luvut k ja n ovat keskenddan jaottomat, mikéli k:n ja n:n suurin yhteinen
tekija on 1. Eulerin ¢-funktio N — N maaritellaan asettamalla jokaisella n € N

¢(n) = |{k € [n] : k ja n ovat keskendén jaottomat}| .
Laske summa- ja erotusperiaatteen avulla luku ¢(910).

Laske summa- ja erotusperiaatteen avulla lukua 250 pienempien alkulukujen lukumé&a-
Té.
(Huom: 1 ei ole alkuluku.)

[Ohje: laske niiden luonnollisten lukujen 1 < n < 250 lukuma&éré, jotka eivét ole alku-
lukuja; pane merkille, etta tallaisella luvulla n on alkulukutekijé, joka on pienempi tai

yhtasuuri kuin /n < /250 < 16.]

Olkoon X &arellinen joukko, A C X, ja P4(X) = {B € P(X) : A C B}. Miki on
joukon P4 (X) alkioiden lukumé&éra?

Kuinka monessa viisinumeroisessa puhelinnumerossa esiintyy joku numero (0,...,9)
ainakin kahdesti?

Kuinka monessa viisinumeroisessa puhelinnumerossa esiintyy joku numero (0,...,9)
ainakin kahdesti ja vierekkain.

Montako sellaista sanaa voidaan muodostaa kirjaimista a, k ja [ joissa k ja [ esiintyvat
kaksi kertaa ja a kolme kertaa, mutta minkaan kirjaimen kaikki esiintymaéat eivat ole
vierekk&in? (Siis esim. kalalak kelpaa, mutta lakkala ei.)

Montako viisikirjaimista sanaa voidaan muodostaa kirjaimilla a,k,l,m,0,p ja u kun vaa-
ditaan, ettd sanassa ei saa esiintyd mitddn vierekkéisten kirjainten jonoa oka, loma,

lapa, apu, ala tai olo? (Siis esim. kallo kelpaa, mutta koala ei.)

Niyti, etti

()G () () ()
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

kun s ja n ovat positiivisia kokonaislukuja. (Ohje: Pascalin identiteetti.)

Laske niiden luonnollisten lukujen muodostamien n-jonojen (z1,...,xy) lukumaéra,
joille patee
x1+x0o+ ...+ =1

(n ja r ovat luonnollisia lukuja). Laske tdmén perusteella, kuinka monen positiivisen
kokonaislukukolmikon (k1, k2, k3) 1api avaruuden R3 taso z + y + z = r kulkee.

Laske termin X? kerroin polynomissa

(3+4X)°.

Osoita kdyttaméatta kaavaa (Z) = etti

n!
kl(n—k)!»
ny\ n
k) \n—-k)’

kun 0 < k < n. (Ohje: Muodosta vastaavien osajoukkoperheiden vélille bijektio.)

Olkoot n, k positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etta

()-5G-0)
()6)=6)C=0)

[Tulkinta: Valitaan joukon [n] r-osajoukko, ja siitd k-osajoukko. Taméa vastaa va-
lintoja, joissa ensin valitaan joukon [n] k-osajoukko, ja sitten jiljelle jadneen osan

r — k-osajoukko.]
3n n n\ 3

(b) kombinatorisen pédittelyn avulla (kdyttaméatta lauseketta (’Z) = ﬁlf)')

[Ohje kohtaan (b): laske kahdella eri tavalla montako mahdollisuutta on valita n:n
hevosen, n:n koiran ja n:n kissan joukosta hevonen, koira ja kissa.]

Osoita, etta

Johda yhtalo

(a) laskemalla.

Osoita, ettd jokaisella n € N* on voimassa

[Ohje: Lemma IT 2.2]
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29. Olkoon X n—joukko. Nayté, ettd joukon X kaikkien k—osajoukkojen perheesté voidaan
valita (2:%) :n joukon muodostama osaperhe, johon kuuluvien k—joukkojen parittaiset
leikkaukset ovat kaikki epatyhjié.

30. Olkoon X m—joukko, missd n on parillinen. Nayta, ettd on olemassa sellainen perheen
P(X) osaperhe Y, ettd mikddn perheen Y joukko ei sisilly toiseen Y:n joukkoon, ja
jolle

n
Y| = .
31. Jokaisella n € N on voimassa yhtils S r_ (%) = (7). Esité yhtéilélle kombinatori-
nen perustelu.
[Ohje: Kirjoita yhtalo ensin muotoon (277) =Y 1o (Z) (nﬁk)]
32. Laske termin X3Y*Z? kerroin polynomissa
(X +Y +2)°.
33. Osoita, etta jos a + b+ ¢ = n, niin
n . n—1 n n—1 n n—1
a,b,c]  \a—1,b,c a,b—1,c a,b,c—1)"
34, Néytd, ettd S0 (.0 ) =27 ! kaikillan > 0. [Ohje: Lemma II 2.2]
0<2k< 2k
S sn
35. Osoita kombinatorisen piittel lla, ettd luvut 2R Gt o, n°t t kok
- Osoita kombinatorisen pddttelyn avulla, ettd luvut 5=, “gn~ ja ymer ovat koko-
naislukuja.
~ (P
36. Osoita, ettd > (k> Sp.k =p", kun p,n € N.
k=0
37. Nayta, etta
n—1 1
n J—
S = —-1).
(n,k) =) ( . )S(r,kz 1)
r=0
[Ohje: Olkoon H n—joukon X k-ositus. Poistetaan osituksesta H se jésen, joka sisdltaa
annetun alkion z. Tilléin saadaan erdin joukon X osajoukon Y (k — 1)-ositus /', ja
0<|Y] <n.]
38. Osoita, etta
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Laske niiden surjektioiden f : [5] — [4] lukuma&éré, joilla on voimassa f(1) = 1.

Olkoon Y n—joukko ja X n + 2-joukko. Nayta, ettd kaikkien surjektioiden X — Y

lukumé&éara on %(n + 2)L.

Osoita yhtilsn |P(X)| = 2/X| avulla, kiyttimétta Lauseen II 4.1 kaavaa, etté n-joukon
2-ositusten lukuméérd on 271 — 1 jokaisella n > 0.

Maaritellaan ns. Bellin luvut B, asettamalla

n
Bn =Y S(nk).
k=0

Osoita, etta,

Tutki, montako ekvivalenssirelaatiota on nelialkioisessa joukossa.

Joukolla {a,b,c,d, e, f,g} on 877 eri ositusta. Kuinka monessa naista alkiot a ja g ovat
eri joukoissa? Enté kuinka monessa alkiot a, d ja g ovat kaikki eri joukoissa?

Laske niiden kahdeksanalkioisen joukon ositusten lukumaéaara, joissa on parillinen maara
osia.

Laske joukon [12] 10-ositusten lukumé&ara.

[Ohje: voit esimerkiksi tdydentdd Stirlingin kolmion “oikeaa laitaa” kayttadmélla hy-
viiksi yhtélitd S(n,n) =1 ja S(n,n —1) = (3)]

Kuvaus ¢ : X — X on joukon X syklinen permutaatio, mikali X:l114 on sellainen
yksinkertainen esitys X = {x1,...,zn}, etta

(1) = 22, 9(22) = 73, ..., d(Ti,,_,) = @i, P(20,) = T4y
Laske n-joukon X kaikkien syklisten permutaatioiden lukumaara.
Merkitse en:11a n-joukon kaikkien epéjarjestelyjen lukumaéaédraé ja pane merkille, etta
eo = 1, e; = 0 ja e = 1. Néaytd kombinatorisella paattelylla (ja siis kayttaméatta

lauseketta ep, = n! ZZ:O(—l)k%), ettd jokaisella n > 2 on voimassa palautuskaava

€n = (n - 1)(671—1 + en—2) .

[Ohje: kiinnitd ¢ € [n — 1] ja mieti, monellako [n]:n epajarjestelylld ¢ on voimassa

o(n) = i
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49.

50.

51.

52.

53.

54.

5.

56.

o7.

58.

59.

Johda kombinatorisella paattelylla edellisen tehtavan lukuja e; koskeva yhtalo
n
> k!(nek— T
k=0

Olkoon X n-joukko, missd n > 1, ja A = {X \ {z} : © € X}. Monellako eri tavalla
voidaan perheen A joukoille valita erilliset edustajat?

[Vihje: epdjarjestely.]

Montako eri sanaa voidaan muodostaa sanan SALAISUUS kirjaimista jarjestelemalla
ne uudelleen?

Montako eri sanaa voidaan muodostaa jarjestelemélla sanan MATEMATIIKKA kirjai-
met uudelleen, kun vaaditaan, ettei sanaan saa tulla kahta A:ta vierekk&in?

[Ohje: jarjestd ensin muut kirjaimet jonoon ja sijoita sitten A:t paikoilleen]

Montako eri sanaa voidaan muodostaa jarjesteleméllda sanan KOMBINATORIIKKA
kirjaimet uudelleen, kun vaaditaan, ettei sanaan saa tulla kahta samaa kirjainta vie-
rekkain?

(Siis esimerkiksi TORINABIKOMKIKA kelpaa, mutta MOTORIIKANKABIK ei.)

Varastossa on kymmenté eri kirjaa kaksi kappaletta kutakin. Kuinka monella eri tavalla
kirjat voidaan jakaa henkildiden A,B,C ja D kesken kun vaaditaan, ettei kenellekdan
saa tulla kahta kappaletta samaa kirjaa?

Rasiassa on neljd punaista, kolme sinista, kaksi keltaista ja yksi vihrea pallo. Ole-
tamme, ettd samanvériset pallot eivat eroitu toisistaan. Monellako eri tavalla voidaan
rasiasta valita nelja palloa kun

(a) valintajarjestys huomioidaan?

(b) valintajéarjestysta ei oteta huomioon?

Monellako tavalla voidaan 5 punaisen, 5 sinisen ja 5 keltaisen pallon joukosta valita 10
palloa kun vaaditaan, ettd kunkin varisia palloja on valittava ainakin kaksi kappaletta
ja

(a) valintajarjestys huomioidaan;

(b) valintajarjestysta ei huomioida?

Lipastossa on nelja laatikkoa paéllekkdin. Monellako eri tavalla yhdeksan erivarista
nappia voidaan sijoittaa lipastoon niin, ettd ylimmassa laatikossa on pariton maara
nappeja ja kussakin muussa laatikossa parillinen méara? (Huom: Nolla on parillinen.)

Maéarita luvun 20 14-partitioiden lukumé&ara p14(20).
[Ohje: palautuskaava.]

Pelissa heitetdaan yhta aikaa kuutta keskendén identtistd noppaa. Monellako eri tavalla
voidaan heitossa saada pistesummaksi 137

[Huom: kukin kuudesta nopasta antaa heitossa 1-6 pistetta.]



LUKU III

Suhteikot ja verkot

1. JOHDANTO.

ITI 1.1 Maédritelma Suhteikko on pari G = (X, R), missé X on &érellinen joukko
ja R on joukon X relaatio.
Joukon X alkioita kutsutaan suhteikon G pisteiksi ja joukkoa R kutsutaan suh-

teikon G relaatioksi.

Kun G = (X, R) on suhteikko, niin joukon X lisdksi my6s joukko R on &érellinen,
koska R C X x X.

Voimme esittéé darellisen joukon X = {x1,...,x,} relaation R monella eri taval-
la: voimme esimerkiksi luetella kullakin z € X joukon R{x} alkiot tai voimme esittaa
relaation R n x n— matriisina (a;;), missé a;; = 1 kun (z;,z;) € R ja a;; = 0 kun
(z;,z;) ¢ R. Erds hyvin havainnollinen esitysmuoto on geometrinen kaavio, missi
X:n alkiot esitetaan tason pisteina ja piirretaan nuoli alkiota x vastaavasta pisteesta
alkiota z vastaavaan pisteeseen silloin kun xRz. Esimerkiksi joukon [4] jarjestysrelaa-

tion < ja jakorelaation | (z|z kun luku z jakaa luvun z) voimme esittdé seuraavasti:

Maarittelemme nyt tahan geometriseen tulkintaan liittyvia kasitteita ja termeja.
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Olkoon X joukko ja x ja z joukon X alkioita. Merkitsemme 7z = {(z,z)} ja
7z = {(x, 2), (2, x)}; talldin on voimassa Tz = T2z U z& = zz. Joukkoa ZZ kutsumme
nuoleksi x:sté z:aan; lisdksi sanomme z:n olevan nuolen ZZ ldhtd tai sen alkupiste ja
z:n olevan nuolen TZ maali tai sen loppupiste. Joukkoa Tz = Zx kutsumme z:n ja
z:n yhdysviivakst tai x:n ja z:n valiseksi viivakst ja sanomme, etta x ja z ovat viivan
TZ pddtepisteet eli padt. Joukkoa T = TT kutsumme silmukaksi x:ssi.

Olkoon G = (X, R) suhteikko ja olkoot x ja z G:n pisteitd. Sanomme, etti
joukko TZ N R on x:n ja z:n vdlinen yhteys suhteikossa G. Otamme lisdksi kdyttoon

seuraavat sanonnat:
Tz N R = 0: “pisteet x ja z ovat erillaan G:ssa”.
TZ C R: “G:ssd on nuoli x:std z:aan” tai “z on x:n seuraaja G:ssd”.
Tz C R: “G:ssd on x:n ja z:n valinen vitva” tai “z ja z ovat vierekkain G:ssa” .
TT C R: “G:ssd on silmukka pisteessd x”.

Otamme vield kdyttoon seuraavat merkinndt. Kun G = (X, R) on suhteikko,
niin merkitsemme G:n nuolten joukkoa {ZZ : T2 C R} symbolilla Ng ja G:n viivojen

joukkoa {7z : Tz C R} symbolilla V. Huomaamme, ettd on voimassa

TZ2€ Ng <= T2 C R<= (2,7) € R<= xRz <=z € R{z}

(Ekvivalenssin £ Rz <= TZ C R avulla saamme korjattua ekvivalenssin t Rz <= (z,x) €
R siséltdmén “nurinkurisuuden”, josta mainitsimme sivuilla 4 ja 5).

Kun G = (X, R) on suhteikko, niin merkitsemme G:n pisteiden joukkoa X sym-
bolilla P;. Panemme merkille, etta joukot Pg ja Ng maaraavat yksikasitteisesti
suhteikon G, silla G = (Pg,|J Ng)). Seuraavassa emme yleensd annakaan suhteikkoa
G muodossa (X, R) vaan annamme joukot Pg ja Ng.

Esitamme suhteikon tavallisesti kuviona, missa pisteet ovat tason pisteita. Kah-
den pisteen x ja z yhteys suhteikossa esitetaan piirtamalla kuvioon x:sta z:hyn osoit-
tava nuoli silloin kun suhteikossa on nuoli z:sta z:hyn. Jos suhteikossa on pisteita x
ja z yhdistava viiva, niin piirretaan joko nuolet molempiin suuntiin tai “kaksisuun-
tainen nuoli” pisteiden x ja z vélille tai ndiden asemasta viiva (jana tai kdyrd) z:n ja

z:n valille.
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Suhteikon G piste x on G:n eristetty piste, mikali x on erilladn kaikista muista
G:n pisteista.

Jos suhteikon pisteiden joukko on tyhja, niin talloin myos suhteikon nuolten ja
viivojen joukot ja suhteikon relaatio ovat tyhjid; kutsumme suhteikkoa (0, 0) “tyhjéiksi
suhteikoksi” ja muiden suhteikkojen sanomme olevan “epatyhjia suhteikkoja”. Huo-
maamme, etta epatyhjassakin suhteikossa voi nuolten joukko olla tyhja; tallaisessa

suhteikossa kaikki pisteet ovat eristettyja.

IIT 1.2 Maaritelma Suhteikko G on symmetrinen jos kaikki G:n epatyhjat yh-
teydet ovat viivoja.
Suhteikko G on silmukaton jos G:ssa ei ole silmukkaa missdan pisteessa.

Suhteikko G on verkko, jos G on silmukaton ja symmetrinen.

Suhteikko G on symmetrinen jos ja vain jos jokaista G:n nuolta TZ vastaa G:n
nuoli zZ. Téaten suhteikko G = (X, R) on symmetrinen jos ja vain jos relaatio R
on symmetrinen (eli R~' = R). Jos tiedetiin, ettii relaatio R on symmetrinen,
niin R maaraytyy yksikasitteisesti joukon Vi avulla, silla tassa tapauksessa R =
U Ve. Symmetriset suhteikot ja erityisesti verkot annetaankin seuraavassa yleensé
antamalla vastaavat P— ja V—joukot.

Jokaista suhteikkoa G = (X, R) vastaa symmetrinen suhteikko G* = (X, R U
R™1). Havainnollisesti sanoen, suhteikko G* saadaan suhteikosta G “muuttamalla
jokainen G:n nuoli viivaksi”. Selvastikin, G* on verkko jos ja vain jos G on silmukaton.

Jos G on symmetrinen suhteikko, niin G* = G.

Suhteikkoja ja verkkoja esiintyy mitd moninaisimmissa yhteyksissa ja usein kéy-
tetaan eri yhteyksiin havainnollisesti liittyvaa sanastoa ylla esitetyn sanaston ase-
mesta. Esimerkiksi jokaiseen avaruuden R® monitahokkaaseen liittyy verkko, jonka
pisteina ovat tahokkaan kdrjet ja viivoina tahokkaan sarmdt. Pyramidiin, kuutioon
ja séddnnolliseen 12-tahokkaaseen (eli dodekaedriin) liittyvét verkot ovat seuraavan

kaltaisia:




86 1. JOHDANTO.

Muissa yhteyksissa voidaan puhua esimerkiksi suhteikon pisteiden ja nuolten
asemasta tiloista ja sirtymista, verkossa vierekkain olevien pisteiden voidaan sanoa
olevan toistensa naapureita jne.

Annamme nyt esimerkin suhteikkojen kaytosta “kaytannon tilanteessa”.

Esimerkki Kahdella henkilolla on kahdeksan litran vetoinen ruukku taynna viinia.
Lisaksi heilla on kaksi tyhjaa ruukkua, viiden ja kolmen litran vetoiset. Onko heidan
mahdollista jakaa viini keskenaan tasan kun kaytettavissa ei ole muita mittausvali-
neité kuin kyseiset kolme ruukkua (ainoa “sallittu” mittaustoimenpide on siis kaataa
viinid ruukusta A ruukkuun B yli laikyttadmaéatta siten, ettd joko ruukku A tyhjenee

tai ruukku B tulee téyteen)?

Ratkaisu: Merkitsemme lukukolmikolla xyz tilannetta, jossa kahdeksan litran ruu-
kussa on x litraa viinia, viiden litran ruukussa on y litraa ja kolmen litran ruukussa z
litraa. Alkutilanne on siis 800. Alkutilanteesta paésee sallituilla mittaustoimenpiteil-
14 tilanteisiin 350 ja 503. Tilanteesta 350 padsee takaisin alkutilanteeseen 800 ja lisak-
si tilanteisiin 323 ja 053; tilanteesta 503 paasee tilanteisiin 800, 530 ja 053. Voisim-
me kirjata muistiin mahdolliset siirtymat tilanteesta toiseen “seuraajaluetteloiden”
avulla, mutta saamme paljon havainnollisemman kuvan siirtymien kokonaisuudesta
piirtamalla kaavion, jossa kahden eri tilanteen valilla on nuoli, mikali ensimmaisesta
paasee toiseen sallitulla mittaustoimenpiteelld; kaavio yksinkertaistuu huomattavasti
kun piirramme sen vaiheittain alkamalla alkutilanteesta ja jattamalla pois sellaiset
nuolet, jotka vievét “takaisinpdin” (eli viimeisessd vaiheessa saavutetusta tilantees-
ta sellaiseen tilanteeseen, johon oli jo paésty jossain aikaisemmassa vaiheessa). Jos
aloitamme kaavion piirtamisen sivun vasemmasta laidasta ja sijoitamme uudet tilan-
teet vanhojen oikealle puolen, niin voimme jattaa nuolten suunnat merkitsematta ja

paadymme seuraavan nakoiseen kaavioon.

1620 F—1602 F—1152 F—1143 F—1 440
(933 251 — 701 {710 —413
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Voimme siis kuvata ongelmaa verkolla, josta ndkyy suoraan, etta annettu tehtava

on ratkaistavissa ja etta viini voidaan jakaa tasan seitsemalla mittauksella.

Maarittelemme seuraavaksi tilanteen, jossa kaksi suhteikkoa ovat suhteikkojen

teorian kannalta oleellisesti samat eli taman teorian suhteen ekvivalentit.

IIT 1.3 Maaritelma Suhteikot G ja H ovat isomorfiset jos on olemassa sellainen
bijektio ¢ : P — Py, ettd kaikilla z,z € Pg on voimassa TZ € Ng jos ja vain
jos p(x)p(z) € Np; téllaista bijektiota ¢ kutsutaan suhteikkojen G ja H viliseksi

1somorfismiksi.

Huomaamme, etta jos suhteikot G ja H ovat verkkoja, niin bijektio ¢ : P — Ppy
on G:n ja H:n vélinen isomorfismi jos ja vain jos kaikilla z,2z € Pg on voimassa
7z € Vg <= p(2)0(2) € Vy.

Maaritelmésta seuraa suoraan, etté jos suhteikot G ja H ovat keskendén isomor-
fiset, niin talloin joukoissa Pg ja Py on yhta monta alkiota, joukoissa Ng ja Ny on
yvhta monta alkiota ja joukoissa Vg ja Vi on yhta monta alkiota. Taten pisteiden,
nuolien tai viivojen lukumaarien laskeminen saattaa toisinaan riittda osoittamaan
sen, ettd annetut kaksi suhteikkoa eivat ole keskenddn isomorfiset. Usein kahden
suhteikon keskin&isen isomorfisuuden tai ei-isomorfisuuden osoittaminen on kaytan-
nossa vaikeaa, varsinkin jos suhteikkojen nuolien ja viivojen lukuméarat ovat suuria.
Seuraavassa kuvassa esiintyy kaksi erinakoista verkkoa, jotka voimme kuitenkin suh-

teellisen helposti ndhdé keskendin isomorfisiksi.

Harjoitustehtava: Osoita, etta ylla kuvatut kaksi verkkoa ovat isomorfiset.

IIT 1.5 Maaritelma Olkoot G ja H suhteikkoja. Suhteikko H on suhteikon G
alisuhteikko, jos Py C Pg ja N C Ng. Suhteikon G pisteiden joukon Pg osajoukon

A virittdma G:n alisuhteikko on se G:n alisuhteikko H, joka méaéraytyy ehtojen Py =
Aja Ny = {ZZ € Ng : {z,z} C A} nojalla.
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Panemme merkille, ettd kun R on suhteikon G relaatio, niin joukon A C Pg

virittdmén G:n alisuhteikon relaatio on RN (A x A).

Otamme kayttoon seuraavan merkinnan: jos G on Go:n alisuhteikko, niin mer-
kitsemme G < Go.

Jos suhteikon alisuhteikko on verkko, niin sanomme sen olevan suhteikon ali-
verkko. Verkon pisteiden joukon osajoukon virittamé verkon alisuhteikko on verkko,

jota kutsumme osajoukon wirittamdakst verkon aliverkoksi.

IIT 1.6 Esimerkki Seuraavista suhteikoista (G; on G:n alisuhteikko, G5 on G1:n

aliverkko ja G3 on verkon Gy pisteiden osajoukon {j,1,m,n,o,p,q} virittdméa Ga:n

aliverkko.
4 ¥ 1
O O
0.@
;0;0
@ U, 0 g
G G 1 G 2 G 3

Maéérittelemme suhteikoille operaation \/ seuraavasti: jos H on déarellinen ko-
koelma suhteikkoja, niin merkitsemme symbolilla \/ H sitd suhteikkoa G, joka mé&a-
riytyy ehdoista Po = Uyey Pr ja No = Upey Nu. Jokainen H € H on suhteikon
\/ H alisuhteikko. Jos H on &érellinen ja jokainen H € H on verkko, niin suhteik-
ko G = \/'H on verkko ja verkko G mééardytyy talloin ehdoista Pg = |Jy ey Pr ja
Vo =Upen Va.

Jos edelld H = {H; : i € I}, niin voimme korvata merkinnén \/ H merkinn&lla
Vier Hi. Jos Hi, ..., H, ovat suhteikkoja, niin korvaamme merkinnén \/ ien Hi usein

merkinnalla \/}_, H; tai merkinnalla Hy V ---V H,.
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Kuviot ovat kaikkein havainnollisin tapa esittda “pienid” suhteikkoja mutta jos
pisteita ja nuolia on paljon, tulee kuvioista usein sekavia, eika niistd ole enaa hyo-
tya. Tasta syysta suhteikkoja esitetdan myos muilla tavoin, esimerkiksi suhteikon
relaation matriisin, eli suhteikon “yhteysmatriisin”, avulla (katso Luvun I harjoi-
tustehtavét 3 ja 4). Yksinkertaisimman esitystavan tarjoavat nk. seuraajaluettelot,
joissa luetellaan, jokaiselle suhteikon G = (X, R) pisteelle z, kaikki pisteen x seuraa-

jat G:ssi, toisin sanoen, kaikki joukon R{z} alkiot.

IIT 1.7 Esimerkki Edellisen esimerkin verkko G5 esitettyna seuraajaluetteloiden

avulla:

[ p.n n| mlo 1,0,

Mainitsemme lopuksi, etta useissa sovellutuksissa joudutaan suhteikkojen ase-
masta tarkastelemaan niin kutsuttuja “painotettuja suhteikkoja”: painotettu suh-
teikko on pari (X, f), missé X on joukko ja f on joukolla X x X médritelty reaa-
liarvoinen kuvaus. Suhteikko (X, R) voidaan esittdd painotettuna suhteikkona (X, f)
asettamalla f(x, z) = 1 kun (z, 2) € Rja f(x,z) = 0 kun (z, 2) ¢ R. My0s niin kutsu-
tut “monisuhteikot” ja “moniverkot”, joissa kahden pisteen valilla voi olla useampia

nuolia tai viivoja, voidaan esittda painotettuina suhteikkoina.

2. PISTEIDEN ASTEET.

Olkoon G = (X, R) suhteikko ja olkoon x G:n piste. TAlléin on voimassa R{z} =
{z € X :22 C R} ja R"Ya} = {2 € X : 72 C R}. Lukua |R{x}|, eli pisteeseen
x saapuvien G:n nuolten lukumaaraa, merkitaan dé(m):lléi ja sita kutsutaan pisteen

x tuloasteeksi suhteikossa G. Lukua |[R~'{z}

, eli pisteesta = lahtevien G:n nuolten

lukumaééras, merkitédén d(x):114 ja sitd kutsutaan pisteen x ldhtoasteeksi suhteikossa

G.
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Esimerkkeja (a) Olkoon f kuvaus X — Y. Merkitaan F:114 suhteikkoa (X UY, f).
Télloin jokaisella # € X on voimassa dn(x) = 1. Kuvaus f on injektio jos ja vain
jos jokaisella y € Y on voimassa d}.(y) < 1 ja f on surjektio jos ja vain jos jokaisella

y € Y on voimassa dj.(y) > 1.

(b) Seuraavan suhteikon G pisteelle a on voimassa d,(a) = 1 ja d(a) = 2 ja pisteelle
d on voimassa d(d) = 3 ja dg(d) = 0; suhteikon H pisteelle o on voimassa d}; (0) = 1
ja dy (o) = 2:

QAG 5 J

G H

Merkitsemme n¢:11& suhteikon G nuolten lukumdadrdd eli lukua |[Ng| = {ZZ : T2 C R}|.
Koska kaikille z, z € X on voimassa T2 = {(z, z)}, niin ndemme, ettd ng = |R)|.

Luku ng voidaan myos esittaa G:n pisteiden asteiden avulla.

ITI 2.1 Lemma Suhteikolle G = (X, R) on voimassa

ng =Y dix)=">_ dg(x)

rzeX rzeX

Todistus. Edelld totesimme olevan voimassa ng = |R|. Toisaalta pétee, ettd R =
Usex{z} x R{z}) = U,ex (R {z} x {z}) ja tisté seuraa, ettéd on voimassa |R| =
Yoex BRIz} = Yoex [R™Ha} eli Rl = 32, ey d5(2) = X,ex dg' () O

Johdamme nyt yhtalon verkon viivojen lukumaéarélle. Kun G on verkko, niin

merkitsemme vg:1l4 verkon G viivojen lukuméaéraé eli lukua |V .

Miéérittelemme verkon G = (X, R) pisteen z asteen dg(x) seuraavasti:
dg(x) =|{z € X : Tz C R}|.
Luku dg(z) ilmoittaa siis niiden G:n viivojen lukumééréan, joilla on piste = yhtené
paana.
Teemme myos seuraavan sopimuksen: jos z on joku “piste”, joka ei kuulu jouk-

koon Pg, niin asetamme dg(z) = 0.
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IIT 2.2 Lemma Olkoon x verkon G piste. Talloin on voimassa

Todistus. Koska G on verkko, jokaisella z € Pg on voimassa
Tz € Vg <= T2 € Ng <= 7T € Ng.

Lemman vaite seuraa edellisista yhtaloista pisteen x eri asteiden maaritelmien nojalla.

a

Edellisten lemmojen avulla voimme nyt helposti todistaa seuraavan verkon vii-

vojen lukumaaraé koskevan tuloksen.

IIT 2.3 Lause Verkolle G on voimassa

Z dg(.’L’) = 2-’UG

r€ Pg

Todistus. Koska verkossa ei ole silmukoita ja koska kaikilla x,z € X on voimassa
7z = 2= = {(z, 2), (, )}, niin néhdéén ettd v = % - ne.
Toisaalta Lemmojen III 2.1 ja III 2.2 nojalla on voimassa ng = Y.,y d&(z) =

> wex da(x). Niin ollen on voimassa [A| =2 -vg = ) .y da(). a

IIT 2.5 Esimerkki Kuhunkin shakkipelin nappulaan, sotamiesta lukuunottamatta,
liittyy verkko, jonka pisteina ovat shakkilaudan ruudut ja jossa viiva “yhdistda” kahta
ruutua, mikali yhdesta voi siirtya toiseen kyseisella nappulalla. Kuninkaaseen ja

hevoseen liittyvat verkot ovat seuraavan nakoisia:

\ASESISELILE]
X aToaon T oty
90 208 e e's

TRTINTH
X ><X X ><X X ><X X ><X X ><X X ><X
A RS IRAS IRAS RS IR
7 Y% Y% Y% Y% Y% \V,
9 96 96 96 9
eVl e Ve e

[ REIEILEIAILILN
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Kayttamalla edellisen lauseen tulosta voimme helposti laskea edella kuvattujen
verkkojen K ja H viivojen lukumaéarat:

Verkossa K laudan “sisaruudun” aste on 8 kun taas “kulmaruutujen” aste 3 ja
muiden “reunaruutujen” aste on 5. Taten verkon K viivojen lukumaéra on puolet
luvusta 36 -8 +4 -3+ 24 -5 eli vg = 210.

Verkon H pisteen aste on joko 2,3,4,6 tai 8. Neljan kulmaruudun aste on 2.
Kulmaruutujen viereisten kahdeksan reunaruudun aste on 3. Lopuilla kuudellatoista
reunaruudulla on kullakin asteena 4. Jos poistetaan laudan reunaruudut ja tarkas-
tellaan jaljellejaavan 6 x 6 ruudukon reunaruutuja, niin nahdaan, etta neljalla kul-
maruudulla on asteena 4 ja muilla kuudellatoista reunaruudulla on kullakin asteena
6. Pienemman ruudukon kuudellatoista sisaruudulla on kullakin asteena 8. Téaten
verkon H viivojen lukumaara on puolet luvusta 4-2+4+8-3416-4+4-44+16-6+16-8
eli vy = 168. |

Sanomme verkon G pisteen z olevan parillisasteinen, jos luku dg(x) on parillinen
ja paritonasteinen, jos luku dg (z) on pariton. Koska verkon pisteiden asteiden summa

on Lauseen III 2.3 nojalla parillinen, saamme lauseelle seuraavan korollaarin.
IIT 2.4 Korollaari Verkon paritonasteisten pisteiden lukumaara on parillinen.

IIT 2.5 Esimerkki Osoita, etta jos talossa on vain yksi ulko—ovi, niin siind on

ainakin yksi huone, jossa on pariton maara ovia.

Ratkaisu: Merkitsemme talon huoneiden joukkoa H:lla ja merkitsemme wu:lla ta-
lon ulkopuolta; seuraavassa kutsumme myos u:ta “huoneeksi”. Merkitsemme X =
H U {u}. Kaikilla h,j € X, missd h # j, merkitsemme n(h,7):114 huoneita h ja j
yvhdistavien ovien lukumaaraa.

Merkitsemme G:11a sita verkkoa, jolla
Pg=XjaVg={hj:h,j€ X,h+#jjalukun(h,j) on pariton}.

Huomaamme, etta verkon G pisteen u aste on yksi. Korollaarin 2.4 tuloksesta seuraa,
ettd on olemassa sellainen G:n paritonasteinen piste h, ettd h # u. Osoitamme, etté
huoneen h ovien lukumééra on pariton. Merkitsemme J = {j € X : n(h,j) > 0}
jaJ' = {j € J: luku n(h,j) on pariton}. On voimassa dg(h) = |J'|, joten jou-
kossa J' on pariton méérd alkioita; téstd seuraa, ettd luku . ; n(h, j) on pariton.
Koska parillisten lukujen summa jed n(h, j) on parillinen, niin huoneen h ovien

lukumééra » . ;n(h,j) on pariton. O

jed



Luku III. Suhteikot ja verkot 93

Sanomme verkon olevan parillisasteinen, mikéli sen jokainen piste on parillisas-
teinen ja paritonasteinen, mikali sen jokainen piste on paritonasteinen. Korollaarin
I1T 2.4 tuloksesta seuraa, etta paritonasteisessa verkossa on parillinen maara pisteita.

Panemme lopuksi merkille, etta eras luvussa 1.4 esitetty laatikkoperiaatteen so-

vellutus voidaan tulkita verkon pisteiden asteita koskevana tuloksena.

IIT 2.5 Lemma Olkoon G verkko, jossa on ainakin kaksi pistetta. Talloin G:sséd on

kaksi eri pistettd x ja z, joille on voimassa dg(z) = dg(z).

Todistus. Esimerkki IT 1.6(a) O

3. YHTENAISYYS.

Sovellustenkin kannalta on usein tarkeata tietda, “jakautuuko” annettu suhteik-
ko tai verkko useampaan “erilliseen osaan” vai onko se “yhtenainen”. Esimerkiksi,
kun kaupungissa suunnitellaan seuraavan kesan katutoitd, on varmistettava, ettei
missadn vaiheessa synny tilannetta, jossa joku alue jaisi eristyksiin. Tarkastelemme
tassa luvussa suhteikkojen yhtenaisyytta “jakautumattomuuden” kannalta ja seuraa-
vassa luvussa siltd kannalta, miten suhteikon pisteesta “padsee” toiseen “siirtymalla
nuolia pitkin”.

Olkoon G suhteikko, olkoon P joukon Pg osajoukko ja olkoon 72z € Ng G:n
nuoli. Jos x € P ja z € P, niin sanomme, ettd TZ on nuoli joukossa P. Jos x € P
ja z ¢ P, niin sanomme, ettd T2 on nuoli joukosta P. Jos taas x ¢ P ja z € P, niin

sanomme, etta Tz on nuoli joukkoon P.

IIT 3.1 Maaritelma Suhteikko G on yhtendinen, jos jokaisella Pg:n epatyhjalla,
aidolla osajoukolla P, G:ssa on joko nuoli P:hen tai nuoli P:sta.
G on vahvasti yhtendinen, jos jokaisella Pg:n epatyhjalla, aidolla osajoukolla P,

G':ssé on nuoli P:hen ja nuoli P:sta.

ITI 3.2 Esimerkkeja (a) Alla kuvatuista suhteikoista, G; on vahvasti yhtenéinen,

G2 on yhtendinen muttei vahvasti yhtendinen ja Gz ei ole yhten&inen.
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(b) Edelliset suhteikot ovat niin yksinkertaisia, ettd niistd ndkyy ensi silméyksella,
ovatko ne yhtenaisia vai epayhtenaisida. Monimutkaisempien suhteikkojen ja verkko-
jen tapauksessa voi usein olla vaikeaa osoittaa yhtenaisyys tai epayhtenaisyys. Seu-
raavassa vasemmalla kuvatusta verkosta ei aivan heti nae, onko verkko yhtenainen
vai ei; oikealla puolella olevasta saman verkon esityksesta nakyy, ettd verkko ei ole

yhtenainen.

9 |
—1 17
—

Jos suhteikko ei ole yhtenainen, niin sanomme sen olevan epayhtendinen.

Jos G on symmetrinen suhteikko, niin jokaisella TZ € N¢g on voimassa zZ € Ng;
tassa tapauksessa on selvad, ettd G on yhtendinen jos ja vain jos G on vahvasti
yhtendinen; lisdksi, G on yhtendinen jos ja vain jos jokaisella joukon Pg epétyhjal-
14, aidolla osajoukolla P on olemassa G:n viiva, jonka toinen péatepiste on joukon
P ja toinen joukon Pg ~ P alkio (téllaisen viivan sanotaan olevan joukkojen P ja
Pg ~ P vdlinen viiva). Osoitetaan nyt, ettd yleisen suhteikon G tapauksessa, G:n

yhtendisyytta voidaan luonnehtia G:ta vastaavan symmetrisen suhteikon G* avulla.

IIT 3.3 Lause Seuraavat ehdot ovat keskenain yhtapitavia suhteikolle G:
A. G on yhtenéinen.
B. G? on yhtenainen.

C. G° on vahvasti yhtenainen.

Todistus. Koska G*° on symmetrinen suhteikko, niin ehdot B ja C ovat keskenain
yhtapitavat.

A=—B: Koska Pg = Pgs ja Ng C Ngs, niin suhteikon G* yhtenaisyys seuraa suh-
teikon G yhtenaisyydesta.

B=A: Oletetaan, ettd G® on yhtendinen. Osoitetaan, ettd talloin myos G on yhte-
nainen. Olkoon P joukon Pg epatyhja, aito osajoukko. Koska Pgs = Pg ja G° on

yhtenéinen, niin on olemassa G*:n nuoli T2, joka on joko nuoli P:sta tai nuoli P:hen;
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talloin zZ on joko nuoli P:hen tai nuoli P:std. Koska TZ € Ngs, on voimassa joko
TZ € Ng tai zT € Ng; kummassakin tapauksessa G:ssé on joko nuoli P:hen tai nuoli

P:sta. On osoitettu, ettda G on yhtenainen. O

Yhtenaisyydella ja vahvalla yhtendisyydella on merkitysta myos sellaisten suh-
teikkojen tapauksessa, joilla ei ole naita ominaisuuksia. Osoitamme seuraavaksi, etta
jokainen suhteikko voidaan “jakaa” mahdollisimman suuriin (vahvasti) yhtenéisiin

“osiin”.

ITI 3.4 Maaritelmd Suhteikon G alisuhteikko H on G:n (vahvasti) yhtendinen
komponentti, jos H on (vahvasti) yhtenéinen, eikd milladn G:n (vahvasti) yhtenéisella

alisuhteikolla J ole voimassa J # H ja H < J.

Suhteikon G (vahvasti) yhtenéiset komponentit ovat siis maksimaalisia G:n (vah-
vasti) yhtendisid alisuhteikkoja. Naytdmme, ettd jokainen G:n komponentti on pis-

tejoukkonsa virittaméa G:n alisuhteikko.

ITI 3.5 Lemma Olkoon H suhteikon G (vahvasti) yhtendinen komponentti. Téll6in

H on joukon Py virittama G:n alisuhteikko.

Todistus. Merkitaan J:11a joukon Py virittamaa G:n alisuhteikkoa. Talloin on voi-
massa H < J. Koska H on (vahvasti) yhtenéinen ja koska on voimassa P; = Py
ja Ny C Ny, suhteikko J on (vahvasti) yhtendinen. Koska H on komponentti, on

voimassa J = H. O

Naytamme seuraavaksi, etta jokainen suhteikko voidaan “jakaa” komponenttei-

hin. Aluksi todistamme eréita aputuloksia.

ITI 3.6 Lemma Olkoon H &arellinen kokoelma (vahvasti) yhtendisid suhteikkoja.
Oletetaan, etta kokoelmalla H on sellainen jdsen M, etta jokaisella H € H on voi-

massa Py N Py # 0. Tallin suhteikko \/ H on (vahvasti) yhtendinen.

Todistus. Merkitéddan G = \/ H. Olkoon joukolle P voimassa () # P & Pg. Merki-
tiin J ={H € H: Py C P}, K={H € H: Py C Po~P}jaL="H~(JUK).
Osoitetaan, etta on voimassa £ # (). Jos M € L, niin £ # (. Oletetaan, etta M ¢ L.
Talloin M € J UK. Oletetaan, etta vaikkapa M € J eli Py; C P. Olkoon x joukon
Ps ~ P piste. Koska x € Pg, niin on olemassa sellainen H € H, ettd x € Py.

Suhteikolle H on voimassa x € Py N (Pg ~ P) ja ) # Py N Py C Py N P; tasta
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seuraa, ettd H ¢ J ja H ¢ K ja titen H € L. On osoitettu, ettd jos M € 7, niin
L # ) ja aivan samoin nahdaén, etta jos M € K, niin £ # (.

Olkoon H kokoelman L jasen. Talloin Py ¢ P ja Py ¢ Pg ~ P. Merkitaan
Q = Py NP japannaan merkille, ettd ) # Q & Pr. Koska suhteikko H on (vahvasti)
yhtenéinen, niin H:ssa on nuoli joukosta @ tai (ja) nuoli joukkoon @. Koska jokainen
H:n nuoli on my6s suhteikon G nuoli ja koska @@ C P ja Pg ~ @Q C Pg ~ P, niin
suhteikossa G on nuoli joukosta P tai (ja) nuoli joukkoon P. On osoitettu, ettd

suhteikko G on (vahvasti) yhtenéinen. O

ITI 3.7 Lemma Olkoon K suhteikon G (vahvasti) yhtenédinen alisuhteikko. Olete-
taan, ettd Px # (. Talloin on olemassa tdsmélleen yksi G:n (vahvasti) yhtendinen

komponentti H, jolle on voimassa Py NPy # (). Komponentille H on liséiksi voimassa

K < H.

Todistus. Merkitdén C = {L : L on G:n (vahvasti) yhtenéinen alisuhteikko ja P N
Px # 0}. Talloin K € C, joten C # (. Merkitddn H = \/C. Talloin H on G:n
alisuhteikko ja on voimassa K < H ja Py N P # (). Osoitetaan, ettd H on G:n
(vahvasti) yhtendinen komponentti. Koska jokaisella L € C on voimassa Py NPg # (),
niin Lemman III 3.4 tuloksesta seuraa, ettd H on (vahvasti) yhtendinen. Toisaalta,
jos J on G:n (vahvasti) yhtendinen alisuhteikko, jolle on voimassa H < J, niin on
voimassa J € C ja tdten J < \/C = H. Edellisen nojalla H on G:n (vahvasti)
yhtenainen komponentti.

Jos H' on sellainen G:n (vahvasti) yhtendinen komponentti, ettd Py N Pk # 0,
niin talléin H' € C; tésta seuraa, ettd on voimassa H' < \/C = H ja edelleen, ettd

on voimassa H = H'. O

IIT 3.8 Lause Olkoon G suhteikko, olkoon KC G:n kaikkien yhtendisten komponent-
tien joukko ja olkoon IC, kaikkien G:n vahvasti yhtenaisten komponenttien joukko.

Taélloin perheet {Py : H € K} ja {Py : H € K,} ovat joukon Pg osituksia.

Todistus. Jokaisella x € Pg, G:n alisuhteikko K, = ({z}, ) on vahvasti yhtenéinen;
lisaksi jokaiselle G:n alisuhteikolle J on voimassa © € P; <— K, < J. Lauseen
tulos seuraa nain ollen Lemman IIT 3.7 tuloksesta, koska viimeksimainitun tuloksen
nojalla jokaisella © € Pg, relaatio K, < H pétee tdsmiélleen yhdelle G:n (vahvasti)
yhtenaiselle komponentille H. O
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Y1l& olevan lauseen nojalla suhteikon G piste x on tdsmélleen yhden G:n (vahvas-
ti) yhtendisen komponentin piste; kyseistd komponenttia kutsutaan pisteen x (vah-

vasti) yhtendiseksi komponentiksi suhteikossa G.

ITI 3.9 Esimerkkejd (a) Esimerkin III 3.2(a) suhteikko G2 on yhtenédinen, joten
silla on vain yksi yhtendinen komponentti, nimittain G,. Verkolla G5 on kaksi vah-
vasti yhtenaista komponenttia, sisemmén nelion pisteiden virittama alisuhteikko ja
ulomman nelion pisteiden virittdma alisuhteikko.

(b) Esimerkin III 3.2(b) verkon oikeanpuoleisesta esityksestd ndkee helposti, ettd
kyseisella verkolla on kaksi yhtenaistd komponenttia, mustien pisteiden joukon virit-
tama aliverkko ja harmaiden pisteiden joukon virittama aliverkko.

(b)Alla vasemmalla kuvatun verkon pisteiden a ja s yhtendiset komponentit ovat

{@m .0'@ O
<f
—6 @F—O—-(—@——~>

Osoitamme viela, etta suhteikon G yhtenaisten komponenttien nuolten ja viivo-

seuraavat:

jen joukot “jakavat” G:n vastaavat joukot.

IIT 3.10 Lause Olkoon G suhteikko ja olkoon K G:n kaikkien yhtenaisten kom-
ponenttien joukko. Ta&ll6in perhe {Ny : H € K} on joukon N¢ ositus ja perhe
{Vyg : H € K} on joukon Vg ositus.

Todistus. Jokaisella T2 € Ng, G:n alisuhteikko K=, jonka pistejoukkona on {z, z}
ja nuolten joukkona {ZZ}, on yhtendinen. Liséksi jokaiselle G:n alisuhteikolle J pétee,
ettd TZ € Ny jos ja vain jos K4z < J. Lemman III 3.7 tuloksesta seuraa néin ollen,
ettd on olemassa tasmaélleen yksi H € K, jolle on voimassa T2z € Ny.

Viivoja koskeva tulos todistetaan samalla lailla, tarkastelemalla nyt G:n alisuh-

teikkoja Kzz, joilla on pistejoukkona {z, 2z} ja nuolten joukkona {ZZ,zZ}. |

Edellisessa todistuksessa esiintyvat G:n alisuhteikot Kzz ovat vahvasti yhtenaisia

ja tdten Lemman I1T 3.7 tuloksesta seuraa, ettd myos perhe {Vy : H on G:n vahvasti
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yhtendinen komponentti} on joukon Vi ositus. Vastaava tulos ei pade nuolten ta-
pauksessa, kuten naemme tarkastelemalla edellisessa todistuksessa esiintyvaa, muo-
toa K=» olevaa suhteikkoa: taman vahvasti yhtenaiset komponentit ovat alisuhteikot
({z},0) ja ({z},0), eikd nuoli T2 ole kummankaan komponentin nuoli. My&skaan Esi-
merkin III 3.2(a) suhteikossa G2 ulommasta sisempéan neliéén vieva nuoli ei kuulu
kumpaankaan Go:n vahvasti yhtenédiseen komponenttiin.

Voimme panna merkille, ettd jos H ja J ovat suhteikon G yhtenaisia kompo-
nentteja ja H # J, niin Lauseiden III 3.8 ja III 3.10 sek&d Lemman III 3.5 tuloksista
seuraa, etta (G:ssa ei ole nuolta, jonka toinen paatepiste olisi joukossa Pp ja toinen
joukossa Pj.

Jos G on verkko, niin jokainen G:n yhtendinen komponentti on Lemman III
3.5 nojalla verkko ja nain ollen, Lauseen III 3.3 nojalla, vahvasti yhtenainen; tas-
ta seuraa, etta verkon tapauksessa yhtenaiset komponentit ovat vahvasti yhtenaisia
komponentteja ja kaantaen.

Esitamme lopuksi eraan pisteiden ja viivojen lukumaaria koskevan epayhtélon,
joka patee kaikille yhtenaisille verkoille. Epayhtalon todistuksessa kaytamme hyvaksi

seuraavaa aputulosta.

IIT 3.11 Lemma Olkoon H sellainen darellinen kokoelma epétyhjia suhteikkoja,
ettd suhteikko \/ H on yhtendinen. Téllbin voidaan kirjoittaa H = {H; : i € [n]}

siten, ettd jokaisella 1 < i < n on voimassa Py, N Py, # 0 jollain j < i.

Todistus. Merkitddn n = |H| ja G = \/’H. Jos n = 0, niin ei ole mitd4n todis-
tamista. Jos m = 1, niin kirjoittamalla H = {H;} saadaan H:lle vaadittu esitys.
Oletetaan, ettd n > 1. Valitaan Hj:ksi mielivaltainen kokoelman H jésen ja osoi-
tetaan, ettd suhteikot Ho,..., H, voidaan valita rekursiivisesti niin, ettd jokaisella
i=2,...,nonvoimassa 1° H; ¢ {H; : 1 < j <i} ja2° Py, N U;;ll Py, # 0. Olkoon
k € [n] sellainen luku, ettd k > 1 ja suhteikot H;, i € [k — 1] on jo valittu niin, etta
ehdot 1° ja 2° toteutuvat jokaisella 1 < ¢ < k. Osoitetaan, ettd Hj voidaan valita
niin, ettd ehdot 1° ja 2° toteutuvat i:n arvolla k. Merkitdan P = U;:ll Py,. Jos
P = Pg, niin jokaisella H € H on voimassa Py N P # (), joten H}:ksi voidaan téssa
tapauksessa valita mikd tahansa kokoelman H ~\ {H; : j < k} suhteikko. Oletetaan,
ettd P # Pg. Talloin 0 # P & Pg, joten suhteikon G yhtendisyyden nojalla G:ssé

on nuoli Ty joukkoon P tai joukosta P. Pannaan merkille, ettd 7 ei ole milldan
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i € [k — 1] suhteikon P; nuoli; néin ollen jollain H' € H ~ {H; : j < k} on voi-
massa Ty € Ng.. Koska nuolen 7y yksi paitepiste on joukossa P, niin on voimassa

P N P # (; taten voidaan valita Hy = H'. O

Panemme merkille, etta jos edellisessd lemmassa kokoelman ‘H suhteikot ovat
yhtenéisié, niin lemman antama valttamaton ehto suhteikon \/ ‘H yhtenéisyydelle on

myos riittava.

ITI 3.12 Lemma Olkoon H = {H, : i € [n|} sellainen direllinen kokoelma (vahvasti)
yhtenéisid suhteikkoja, ettd jokaisella 1 < i < n on voimassa Py, N Py, # 0 jollain

J < i. T&llbin suhteikko G' = \/ 'H on (vahvasti) yhtenéinen.

Todistus. Lemman III 3.6 tuloksesta seuraa induktiolla luvun k suhteen, etta jokai-

sella k € [n], suhteikko \/f:1 H; = (\/;.1, H;) V Hy, on (vahvasti) yhtendinen. a

i<k
Merkitsemme pg:11& suhteikon G pisteiden lukumééraé |Pg|.

IIT 3.13 Lause Olkoon G yhtenainen verkko. Talloin on voimassa

vg 2 pa — 1

Todistus. Merkitddn vg = n. Jokaisella v € Vg, merkitdan H,:114a sitd G:n aliverk-
koa, jolla on pisteiden joukkona v:n paatepisteiden muodostama 2-joukko ja viivojen
joukkona {v}. Merkitddn H = {H, : v € Vi }. Koska G on yhtendinen, niin G:ssé ei
ole eristettyjd pisteitd ja tésta seuraa, ettd on voimassa \/ H = G. Lemman IIT 3.11
tuloksesta seuraa, ettd voidaan kirjoittaa H = {H; : i € [n]} siten, ettd jokaisella
1 <i < non voimassa Py, NJ._, Pu, # (). Pannaan merkille, ettd jokaisella i > 1,

Py,

j<i
koska Pp, on 2-joukko, joka leikkaa joukkoa |J;_, Pu;, niin joukossa Py, \ U, _,
on korkeintaan yksi alkio. Tasta seuraa, etta on voimassa

n 1—1
pc = |Pc| = UPH]-=PH1U U PHi\UPHj
JE€[n] 1=2 j=1

n 1—1
=Py, |+ > |Pu~ | Pry| <2+ (n—1) - 1=n+1l=vg+1. O
i=2 j=1
Edellisen lauseen antamaa epayhtaloa ei voi parantaa: alla kuvatulla yhtenaisella

verkolla G on voimassa vg = pg — 1.
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Lauseen IIT 3.11 epayhtéalon voimassaolo on valttamaton, mutta ei riittava ehto

verkon yhtenaisyydelle: alla kuvattu verkko H on epayhtenainen vaikka on voimassa

VH > PH-

4. KULKU SUHTEIKOSSA.

Suhteikon vahvan yhtenéisyyden lahempéaa tarkastelua varten maaritelemme ka-

sitteen, joka liittyy siihen, miten suhteikossa “paasee” pisteesta toiseen.

Maaritelma Olkoon G suhteikko. Kulku G:ssé on sellainen jono = = (zg, ..., Zp,)

G:n pisteita, etta n € N ja jokaisella ¢ € [n], Z;—1Z; on G:n nuoli.

Otamme nyt kayttoon kulkuihin liittyvaa sanastoa ja merkintoja. Olkoon & =
(g, ..., x,) kulku suhteikossa G. Sanotaan, ettd kulku z kdy pisteissé xo, ..., z, ja
sanotaan myos, etta & on kulku pisteestd xg pisteeseen x,, pisteiden x, ..., x,,_1 kautta.
Kulku z on yksinkertainen, mikali kaikilla 0 < i < j < n, jos x; = x;, niin ¢ = 0
ja j = n. Toisinsanoen, kulku z on yksinkertainen, jos kaikki pisteet x, ..., x,, ovat
eri pisteita paitsi mahdollisesti xo = x,,. Kulku & on suljettu kulku, mikali xq = x,;

talloin sanotaan myos, ettd T on pisteesta xg ldhtevd kierros G:ssa.

Esimerkki Jono (k,u,l, k,u) on kulku allaolevassa suhteikossa G mutta ei suhtei-
kossa H; jonot (I,u,k,u) ja (I,u,u, k,k,u) ovat kulkuja H:ssa muttei G:ssi. Jonot
(s,a,i,p,p,u,a,s)ja (s, a,i,p,p,u,a,k,a up,p,i,a,s)ovat kierroksia alla esitetyssa

suhteikossa S ja jono (u,p,i,a,u) on yksinkertainen kierros S:ssé.
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Olkoon Z = (zo,...,x,) kulku suhteikossa G. Sanomme kulun Z:n osajonon
(zi—1,x;), missd i € [n], olevan kulun Z i:s askel. Sanomme Z:n olevan n-askeleinen
kulku ja sanomme my0s, ettd m on kulun Z pituus. Jokaisella ¢ € [n], G:ssd on
nuoli Z;_17; ja sanomme Z:n kulkevan pitkin nuolta T;_1Z; i:nnelld askeleellaan;
jos G:ssa on nuolen T;_1Z; lisaksi nuoli Z;Z;_1, niin talloin G:ssa on viiva T;_1Z; ja
sanomme Z:n kulkevan, paitsi pitkin nuolta 7; _1x;, my0s pitkin viivaa T;_1x; i:nnelld
askeleellaan.

Olkoon z = (xo, ..., p) kulku suhteikossa G. T&lloin merkitsemme P(Z):1l4 jou-

kon Pg osajoukkoa {zg,...,x,}, N(Z):1l& joukon Ng osajoukkoa {Zozi, ..., Tn—1Zn}

ja V(z):114 joukon Vg osajoukkoa {ZoZ1, ..., Tn_12n ) N Va.

Huomaamme, ettd kun x on suhteikon G piste, niin ylla annettujen maaritel-
mien nojalla jono (x) on kulku (tdsméllisemmin sanoen, 0-askeleinen kierros) G:ssi.
Kululle (z) patee, etta P((z)) = {z} ja N((z)) = V((z)) = 0. Kulkuja (z), x € Pg,
sekd “tyhjad kulkua” () kutsumme G:n triviaaleiksi kuluiksi, koska ne eivét anna
mitadn tietoa G:n rakenteesta; muita G:n kulkuja kutsumme epdtriviaaleiksi.

Olkoot Z = (xg,...,xn) ja ¥ = (Yo, ..., Ym) kulkuja suhteikossa G. Jos z,, = yo,
niin sanomme, etta x ja 4y ovat perakkdaisia kulkuja ja talloin maarittelemme kulun
T*Y = (20, Zn+m) asettamalla z; = x; jokaisella 0 < i < n ja z; = y;_, jokaisella
n <t < n+m. Panemme merkille, etta kulun z x ¢ askelten lukumaara on kulkujen

Z ja gy askelten lukuméarien summa.

Esimerkki Useissa lautapeleissd, kuten esimerkiksi “Afrikan tdhdessa”, pelaaja
suorittaa perakkaisia kulkuja pelilaudan maaraamassa verkossa tai suhteikossa; pe-
laaja heittaa kunkin pelivuoronsa alussa yhta tai useampaa noppaa ja taman jalkeen
han saa tehda pelinappulallaan peliverkossa tai -suhteikossa jonkun sellaisen kulun,
jonka alkupiste on edelliselld vuorolla suoritetun kulun loppupiste ja jonka askelten

lukumaéara on heitettyjen noppien silmalukujen summa.
Suoraan maaritelmista saamme seuraavat tulokset.

IIT 4.1 Lemma (a) Jos T ja y ovat perakkdisia kulkuja suhteikossa G, niin on
voimassa P(zxy) = P(Z)UP(y), N(Zxy) = N(Z)UN(y) jaV(zxy) = V() UV (7).
(b) Olkoot Z, y ja z kulkuja suhteikossa G. Jos kulut T ja y ovat perikkéisia ja kulut
Y ja z ovat perakkaisia, niin kulut x x y ja Z ovat perakkaisia ja kulut T ja i x Z ovat

perdkkéisid ja on voimassa (Txy) *Z = T * (Jx 2).
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(c) Jos & = (xo,...,xn) on (yksinkertainen) kierros suhteikossa G ja 0 < k < n, niin
g = (Tky .oy Tp) * (20, ..., k) on pisteestd xy, ldhteva (yksinkertainen) kierros G:ssa.
Lisdksi pétee, ettd P(y) = P(z), N(y) = N(z) ja V(y) = V(Z).

Lemman (b)-kohdan nojalla voidaan lausekkeista (Z * ) x Z ja T x (g * Z) jattaa
sulut pois ja merkita kyseisten lausekkeiden maéaarittamaa kulkua yksinkertaisesti
Txy* z:114; tasta seuraa edelleen, etta myos merkinnat Txy*Zxu, TxyxZxuU*v, jne.,
maaraavat yksikasitteisesti kulkuja kunhan vain vaaditut perakkéaisyysehdot patevat
lausekkeissa esiintyville kuluille Z, 7, jne.

Osoitamme seuraavaksi, etta jokainen kulku “sisaltaa” yksinkertaisen kulun al-

kupisteesta loppupisteeseensa. Todistetaan ensin erids aputulos.

IIT 4.2 Lemma Olkoon ¥ kulku suhteikossa G. Jos kulku x ei ole yksinkertainen,
niin se voidaan esittda muodossa Z x § * 4, missa § on epatriviaali yksinkertainen

kierros.

Todistus. Olkoon Z = (g, ..., z,). Oletetaan, ettd Z ei ole yksinkertainen. Pannaan
merkille, ettd télloin joukko K = {(7,j) : 0 < i < j < njax; = z;} on epatyhja.
Adrellisessi epityhjissi lukujoukossa {j — i : (4,5) € K} on pienin luku; merkitfidn
tatd lukua m:lld. Valitaan joukosta K sellainen alkio (k, 1), ettd [ —k = m. Merkitdan
z=(xoy...,2k), ¥ = (T, ..., x;) ja u = (zy, ..., z,). Tall6in on voimassa T = Z * ¥ * .
Kulku 7 on kierros, koska x; = x; ja kierros § on epatriviaali, koska sen askelten
lukuméaara on [ — k = m > 1. Lisaksi kierros ¥ on yksinkertainen, koska muussa
tapauksessa 10ydettéisiin sellainen joukon K alkio (i, j), ettd olisi voimassa k < i <
Jj <lja(i,j) # (k,1); talloin olisi voimassa j — i < [ — k = m, ristiriidassa luvun m

minimaalisuuden kanssa. O
Esimerkki Edella esiintynyt kulku (s, a, i, p, p,u, a, k,a,u,p,p,i,a,s) ei ole yksin-
kertainen ja sille 10ytyy kolme edellisen lemman mukaista esitysta:

(s,a,i,p)* (p,p) * (p,u,a, k,a,u,p,p,i,a,s),

<S7 CL?i?p?p?u?a’)*(a’? k‘,7a‘>*(a’7u7p7p77;7 a? S) Ja
(s,a,%,p,p,u,a,k,a,u,p)* (p,p) * (p,4,a,s).

IIT 4.3 Lemma Olkoot x ja y suhteikon G pisteita. Jos G:ssa on kulku pisteesta x

pisteeseen y, niin G:ssa on yksinkertainen kulku pisteesta x pisteeseen y.



Luku III. Suhteikot ja verkot 103

Todistus. Jos G:ssa on kulku z:std y:hyn, niin G:ssd on sellainen kulku z z:sta
y:hyn, jonka askelten lukumaara on pienin mahdollinen. Osoitamme, etta kulku x
on yksinkertainen. Teemme vastavaitteen: T ei ole yksinkertainen. Edellisen lemman
nojalla voimme esittda Z:n muodossa z x ¢ x ¥, missa g on epatriviaali yksinkertainen
kierros. Koska y on kierros, niin kulut z ja v ovat perakkaisia. Jono z x v on kulku
G'ssé x:sta y:hyn ja sen askelten lukumaara on n—m, missa n on Z:n ja m y:n askelten
lukumaéaara; tasta seuraa ristiriita kulun  minimaalisuusominaisuuden kanssa, silla

y:n epatriviaalisuuden nojalla on voimassa m > 1. O

Vahvan yhtenaisyyden tarkastelua varten tarvitsemme erasta kierrosten olemas-

saoloon liittyvaa aputulosta.

IIT 4.4 Lemma Seuraavat ehdot ovat keskenaan yhtapitavia suhteikon G pisteille
T jay.

A. G:ssa on kulku z:std y:hyn ja kulku y:sta x:dan.

B. G':sséd on kierros, joka kdy pisteissa x ja y.

C. G:ssd on pisteestd x lahteva kierros, joka kay pisteessa y.

Todistus. A—-C: Olkoon = = (xo,...,z,) kulku G:ssd z:std y:hyn ja olkoon y =
(Y0, ---» Ym) kulku y:std z:44n. T&lloin T x y on pisteestd z ldhteva kierros, joka kiy
pisteessa y.

C=—-B: Tama implikaatio on triviaalisti voimassa.

B=-A: Oletetaan, etta ehto B on voimassa. Lemman III 4.1 nojalla G:ssa on talloin
pisteestd x lahteva kierros (2o, ..., 2n), joka kéy pisteessd y. Olkoon luvulle k& € [n]
voimassa z; = y. Talldin jono (2o, ...,2r) on kulku G:ssd pisteestd x pisteeseen y.
Aivan vastaavasti ndemme, ettd G:ssd on kulku pisteesta y pisteeseen x. Olemme

nayttaneet ehdon A olevan voimassa. O

Olkoon Z kulku suhteikossa G. Kulun T mdaarittama suhteikko on se G:n ali-
suhteikko H, joka méa#rdytyy ehdoista Py = P(Z) ja Ny = N(z). Kulut liittyvét

(vahvaan) yhtendisyyteen seuraavan huomion kautta.
ITI 4.5 Lemma Kulun (kierroksen) méérittdméa suhteikko on (vahvasti) yhtenéinen.

Todistus. Olkoon Z = (zy, ..., x,) kulku suhteikossa G. Merkitsemme H:lla kulun
T madrittdmas suhteikkoa. Olkoon ) # P & Py. Merkitsemme @ = Py ~\ P.
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Jos on voimassa xg € P, niin merkitsemme j:114 pieninta lukua i € [n], jolla
x; € Q; talléin 7; "7z, on H:n nuoli joukosta P.

Vastaavasti, jos xg € @, niin merkitsemme j:ll4 pieninta lukua i € [n], jolla
z; € P; talléin T;—7x; on H:n nuoli joukkoon P.

Oletamme, ettd & on kierros ja tarkastelemme jélleen kahta tapausta.

Jos on voimassa xo € P, niin merkitsemme j:114 (k:lla) pieninté (suurinta) lukua
i € [n], jolla z; € Q; talldin T;—17; on H:n nuoli joukosta P; liséksi, koska z,, = xo,
on voimassa k < n ja TpTr+i on H:n nuoli joukkoon P.

Lopuksi, jos zp € @, niin merkitsemme j:114 (k:1la) pienintd (suurinta) lukua
i € [n], jolla x; € P; talldin T;—1z, on H:n nuoli joukkoon P; liséksi, koska x,, = xo,
on voimassa k < n ja TpTr+i on H:n nuoli joukosta P.

Edella esitetysta seuraa, ettd H on yhtendinen ja ettd H on vahvasti yhtenainen,

mikali Z on kierros. O

Luonnehdimme nyt suhteikon vahvaa yhtenaisyytta kulkujen olemassaolon avul-

la.

IIT 4.6 Lause Seuraavat ehdot ovat keskenain yhtapitavia suhteikolle G:

A. G on vahvasti yhtenainen.

B. Kun z ja y ovat G:n pisteita, niin G:ssa on kulku x:std y:hyn ja kulku y:sta x:aan.
C. Kun z ja y ovat G:n pisteita, niin G:ssd on kierros, joka kdy pisteissa x ja y.

D. G:ssa on kierros, joka kay jokaisessa G:n pisteessa.

Todistus. Ehdot B ja C ovat Lemman III 4.4 nojalla keskenaan yhtapitavat. Lauseen
todistamiseksi riittaéd néinollen nayttia, etta A=—B ja C=—=D=—=-A.

A=—B: Oletamme, ettd G on vahvasti yhtendinen. Osoitamme, ettd ehto B on
voimassa. Teemme vastaviitteen: on olemassa sellaiset G:n pisteet = ja y, etta
x # y ja G:ssi el ole kulkua pisteestd x pisteeseen y. Merkitsemme P = {z € Pg :
G':ssé on kulku z:sté z:aan }. Télloin « € P jay ¢ P, joten § # P & Pg. Koska
G on vahvasti yhtenéinen, niin G:ssé on nuoli joukosta P. Olkoon zu sellainen G:n
nuoli, ettd z € P jau ¢ P. Koska z € P, on G:ssd kulku (zo, ..., z,) pisteestd x
pisteeseen z. Mutta nyt (xg, ..., T,,u) on kulku G:ssé, koska x,, = z ja zu € Ng;
tamé on kuitenkin ristiriidassa sen kanssa, ettd u ¢ P. Vastavéite johti ristiriitaan

eiké siis voi pitad paikkaansa. Néiin ollen ehto B on voimassa.
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C=-D: Oletamme, etta ehto C toteutuu. Olkoon a G:n piste. Esitamme G:n pistei-
den joukon muodossa Pg = {p1, ..., pn}- Ehdon C voimassaolosta ja Lemman IIT 4.1
tuloksesta seuraa, etta jokaisella ¢ < n, suhteikossa G on pisteesta a lahteva kierros
Z;, joka kay pisteessa p;. Nyt Ty x To x --- % T, on sellainen kierros G:ssa, joka kay
jokaisessa GG:n pisteessa.

D=-A: Oletamme, etta G:ssé on sellainen kierros , joka kay jokaisessa G':n pisteessa.
Merkitsemme H:lla kierroksen z maarittamaa suhteikkoa. Edellisen lemman nojalla
H on vahvasti yhtenéinen; tasta seuraa, koska H on G:n alisuhteikko ja Py = Pg,

ettd myos G on vahvasti yhtendinen. O

Korollaari Suhteikon G pisteen x vahvasti yhtendinen komponentti on joukon
{y € P : G:ssé on kulku z:sté y:hyn ja kulku y:std z:8&n}

virittama G:n alisuhteikko.

Todistus. Merkitsemme kyseista joukkoa A:lla ja merkitsemme
K = {Z : & on pisteestd = ldhteva kierros G:ssi}.

Lemmojen 4.1(c) ja 4.4 nojalla on voimassa A = (J; ¢ P(Z). Merkitsemme jokaisella
T € K, H(z):1l4 kierroksen  madrittdmaéd G:n alisuhteikkoa; Lemman III 4.5 nojall
H(z) on vahvasti yhtendinen. Merkitsemme H = {H(Z) : © € K}. Koska jokaisella
H € H on voimassa x € Py, Lemman IIT 3.6 tuloksesta seuraa, ettd suhteikko \/ H on
vahvasti yhtenédinen. Koska suhteikko \/ H on G:n vahvasti yhtendinen alisuhteikko,
jolle péitee, etta P\/H = Upen Pu = Uzex P(T) = A, niin my6s A:mn virittdméd G:n
alisuhteikko J on vahvasti yhtenainen.

Olkoon C' pisteen z vahvasti yhtendinen komponentti suhteikossa G. Koska
x € A = Py, niin Lemman III 3.7 nojalla on voimassa J < C; tdten on voimassa
A = Pj C Ppo. Toisaalta, koska C' on vahvasti yhtendinen, niin Lauseesta III 4.6
seuraa, ettd Po C A. Edella esitetyn nojalla pétee, ettd Po = A; téstd seuraa
Lemman IIT 3.5 nojalla, etta C' = J. O

Esimerkki Alla suhteikossa (G; voidaan misté tahansa pisteestd kulkea mihin ta-
hansa muuhun pisteeseen ja (GG; on siis vahvasti yhtendinen. Suhteikot G5 ja Gj

eivat ole vahvasti yhtenaisia: suhteikossa G2 on jokaisesta ulomman nelion pisteesta
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kulku jokaiseen muuhun suhteikon pisteeseen, mutta mistaan sisemman nelion pis-
teesta ei ole kulkua mihink&dan ulomman nelion pisteeseen; (G3:ssa puolestaan ei ole
yhtaan kulkua jommankumman nelion pisteesta toisen nelion pisteeseen. Seka Go:ssa
ettd G3:ssa on samat vahvasti yhtendiset komponentit, jotka ovat G3:n esityksessa

nakyvat kaksi “erillista osaa”.

G G G

Suhteikon yhtenaisyytta ei voida luontevasti karakterisoida suhteikon kulkujen

avulla, mutta niiden avulla voidaan antaa eriita riittavia ehtoja yhtenaisyydelle.

Maaritelma Suhteikon G piste z on G:n juuri, mikali x:std on kulku jokaiseen

muuhun G:n pisteeseen.

Lauseen III 4.6 nojalla suhteikko GG on vahvasti yhtendinen jos ja vain jos jokainen

G:n piste on G:n juuri; G:n yhtenaisyydelle riittaa pelkka yhden juuren olemassaolo.

Lause Jos suhteikolla on juuri, niin suhteikko on yhtendinen.

Todistus. Tama seuraa Lemmojen III 4.5 ja III 3.6 tuloksista. O
Panemme merkille, etta aikaisempien tulosten nojalla saamme seuraavan lauseen.

IIT 4.7 Lause Merkitaan J:1ld suhteikon G juurten joukkoa. Talloin G:ssd ei ole
nuolta joukkoon J. Jos J # (), niin joukon J virittama G:n alisuhteikko on G:n

vahvasti yhtenainen komponentti.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki Edellisen esimerkin suhteikon G5 juurten joukko koostuu “ulomman
nelion” pisteistd ja “ulompi nelio” on toinen Go:n kahdesta vahvasti yhtenaisesta

komponentista.
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Tarkastelemme nyt kulkuja verkoissa. Jos (zg, ..., ) on kulku verkossa G, niin
jokaisella ¢ € [n] G:ssé on nuoli T;_1z; ja téten my6s nuoli T;x;_1; téstd seuraa,
ettd myos jono (x,, ..., o) on kulku verkossa G ja tésté puolestaan seuraa, ettd jono
(20, ey Tp) * (T, ..., o) on kierros verkossa G. Edellisen nojalla verkon G pisteille
ja y patee, etta G:ssa on kulku pisteesta x pisteeseen y jos ja vain jos G:ssa on kulku
pisteesta y pisteeseen .

Edelld tehtyjen huomioiden ja Lauseen III 4.6 avulla voimme johtaa verkon G

yvhtenaisyydelle seuraavat luonnehdinnat.

IIT 4.8 Lause Seuraavat ehdot ovat keskenaan yhtapitavat verkolle G':

A. G on yhtenéinen.

B. Kaikilla x,y € Pg, G:ssa on kulku pisteesta x pisteeseen y.

C. On olemassa sellainen piste a € Pg, etta jokaisella © € Pg, G:ssd on kulku
pisteesta x pisteeseen a.

D. G:ssa on kulku, joka kay jokaisessa G:n pisteessa.

Todistus. Koska verkko GG on yhtenainen jos ja vain jos G on vahvasti yhtenainen,
niin Lauseen III 4.6 tuloksesta seuraa, ettd ehdot A, B ja D ovat keskendan yhta-
pitavat. Implikaatio B=-C on triviaalisti voimassa. Téaten lauseen todistamiseksi
riittad nayttas, ettda C=—B.

C=—=-B: Oletamme, etta ehto C on voimassa. Olkoot z ja y G:n pisteita. Osoitamme,
ettd G:ssa on kulku pisteestd x pisteeseen y. Oletuksen nojalla G:ssa on kulku z =
(zo, ..., T,) pisteestd z pisteeseen a ja kulku y = (yo, ..., ym) pisteestd y pisteeseen
a. Koska G on verkko, jono § = (Ym,...,%0) on kulku G:ssid. Kulut z ja § ovat
perakkaiset, joten jono x x y on kulku G:ssa; selvastikin tdméa on kulku pisteesta x

pisteeseen y. O

Luonnehdimme lopuksi suhteikon kahden pisteen valisen kulun olemassaoloa

suhteikon relaation avulla.

IIT 4.9 Lemma Olkoon G = (X, R) suhteikko, olkoot x ja y G:n pisteitd ja olkoon
n luonnollinen luku. Taélloin G:ssa on n—askeleinen kulku x:stéd y:hyn jos ja vain jos

x € R™"{y}.
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Todistus. Merkitsemme K,, = {z € X : G:ssé on n-askeleinen kulku z:sta y:hyn}
ja osoitamme induktiolla luvun n suhteen, ettd K,, = R"{y}.

Jos n =0, niin K,, = {y} = R"{y}.

Olkoon n sellainen luonnollinen luku, etti n > 0 ja K, = R" '{y}. Tilléin
K,, = R"{y}, silld induktio—oletusta hyviaksikdyttden ndemme jokaisella z € X olevan

voimassa

z € K,, <= 3 sellainen G:n kulku (zg, ..., x,), ettd 2o = z ja x,, = y
<= F sellainen G:n kulku (z1, ..., x,), ettd x, =y ja 221 C R
<= J sellainen z; € R" *{y}, ettd z € R{x}
< z€R(R"{y})

< z € R"{y}. O

ITT 4.10 Korollaari Suhteikossa G = (X, R) on kulku pisteestd x pisteeseen y jos
ja vain jos x € R*{y}.

5. HAMILTONIN KULUT.

Naimme edelld, ettéd jokaisessa vahvasti yhtenéisessd suhteikossa on kulku (itse
asiassa kierros), joka kiy jokaisessa suhteikon pisteessid. Seuraavaksi tarkastelemme
sellaisia suhteikkoja, joissa on kulku tai kierros, joka kay jokaisessa suhteikon pisteessa

tasmalleen yhden kerran.

Maaritelma Olkoon G suhteikko. Hamiltonin kulku G:ssa on yksinkertainen kulku
G'ssé, joka kay jokaisessa G:n pisteessa.

Hamiltonin kierros G:ssa on suljettu Hamiltonin kulku.

“Hamiltonin kulut” ovat saaneet nimensé irlantilaisen matemaatikon W.R. Ha-
miltonin mukaan, joka ensimmaisena eksplisiittisesti tutki naita kulkuja. Hamilton
osoitti, etta jokaisessa avaruuden saannolliseen monitahokkaaseen liittyvéssa verkossa
(kuten Luvussa III 1 mainituissa kuutioon ja sdédnnolliseen 12—-tahokkaaseen liittyvis-
sé verkoissa) on Hamiltonin kulku; v. 1856 hén esitti “pelin”, joka perustui erilaisten

Hamiltonin kierrosten etsimiseen saannolliseen 12—tahokkaaseen liittyvasta verkosta



Luku III. Suhteikot ja verkot 109

ja han onnistui jopa kauppaamaan pelin lelutehtailijalle. Kun esitetadn saannoéllinen
dodekaedri sopivan tasoprojektion avulla, niin siihen liittyva verkko saa seuraavan-

laisen esityksen, josta nakyy helposti, etta verkossa on Hamiltonin kierros.

Harjoitustehtava. Osoita, etta ylla kuvatussa verkossa on Hamiltonin kierros.

“Hamiltonin kulkuja” oli kuitenkin erilaisissa konkreettisissa yhteyksissa tarkas-
teltu jo paljon ennen Hamiltonia. Esimerkiksi eraat ikivanhat shakkipelin eri nappu-
loiden liikkeisiin liityvat ongelmat voidaan palauttaa Hamiltonin kulkujen etsimiseen

nappuloiden siirtojen maaraamista verkoista.

Esimerkki Tarkastelemme jalleen shakkipelin kuninkaaseen ja hevoseen liittyvia
verkkoja (katso Esimerkkid III 2.5):

On triviaalia, ettd verkossa K on Hamiltonin kulku ja lukija voi aivan helpos-
ti myos loytda K:sta Hamiltonin kierroksen. Paljon mielenkiintoisempi ongelma on
se, onko verkossa H Hamiltonin kulkua tai kierrosta. Tamé& ongelma on ikivanha,
mutta se tunnetaan kuitenkin usein “Eulerin ongelman” nimella, koska suuri 1700
luvun matemaatikko Leonard Euler oli ensimmainen, joka tarkasteli ongelmaa mate-
maattiselta kannalta; han julkaisi siita kirjoitelman “Ratkaisu eraaseen kiinnostavaan

ongelmaan, jonka tutkiminen nayttda mahdottomalta”.
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Myos verkossa H on Hamiltonin kierros. Hamiltonin kulkua verkossa H kutsu-
taan “ratsun marssiksi”. Naitd ratsun marsseja on loytynyt tuhansia ja kiinnosta-
vimpia ovat sellaiset, joilla on joitakin saannonmukaisuusominaisuuksia. Lukija voi
helposti itsekin konstruoida ratsun marsseja valitsemalla aloitusruudun mielivaltai-
sesti ja soveltamalla sen jilkeen joka askeleella nk. Warnsdorfin saéntoa: seuraavaksi
siirrytaan sellaiseen ruutuun, josta on pienin mahdollinen méara siirtoja “vapaisiin”
ruutuihin; sddnté voi tosin joskus (harvoin) johtaa umpikujaan, mutta yleensi se
toimii halutulla tavalla.

Seuraavassa kuvassa on vasemmalla esitetty yksi (Warnsdorfin s&é&nnén avulla
konstruoitu) ratsun marssi piirtdmélla kulun askelina olevat viivat nakyviin; kuva ei
maaraa “kulkusuuntaa”, mutta valitsemalla “lahtopiste” saadaan viivoja seuraamalla
maaratyksi ratsun marssi. Keskella on esitetty yksi ratsun marssi numeroimalla shak-
kilaudan ruudut ratsun kulun maaraamassa jarjestyksessi; tdman marssin on 16yta-
nyt viime vuosisadan venaldinen shakinpelaaja Janisch ja silla on se hAmmastyttava
lisaominaisuus, etta ruutujen numerointi antaa “puolittaisen taikanelion”: jokaisen
vaakarivin numeroiden summa on sama luku (260) ja jokaisen pystyrivin numeroiden
summa on sama luku (260); ei ole tunnettua, onko olemassa sellaista ratsun marssia,
joka antaisi “oikean” taikanelion (jolloin my6s kummankin paéahalkaisijan numeroiden
summa on sama “maaginen” luku 260). Alla oikealla on esitetty Janischin keksimén
marssin kulku piirtdmalla sen maardamat viivat ndkyviin; tasta esityksesta nékee,
ettd marssilla on “puolimaagisuuden” lisaksi muitakin sadnnonmukaisuus— ja sym-

metriaominaisuuksia.

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 601 20 41 54 29
594 458 53 32 17 42
6 47 2 57 44 19 30 55
3 585 46 31 56 43 18

Jos & on Hamiltonin kulku suhteikossa G, niin & on myo6s Hamiltonin kulku suh-

teikossa G¥; tasta seuraa, etta suhteikko G* on yhtenainen ja nain muodoin, Lauseen
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IIT 3.3 nojalla, suhteikko G on yhteniinen. Toisaalta, jos & on G:n Hamiltonin kier-
ros, niin Lauseen III 4.6 tuloksesta seuraa, ettd G on vahvasti yhtendinen. Vahva

yhtenaisyyskaan ei ole riittava ehto Hamiltonin kulun olemassaololle.

ITTI 5.2 Esimerkkeja (a) Alla kuvattu verkko on yhtendinen ja téiten vahvasti
yvhtendinen, mutta siind ei ole Hamiltonin kulkua, koska jokainen kulku, joka kay

kaikissa verkon pisteissa, kay ainakin kaksi kertaa verkon “keskipisteessa” d.

O—0—0®
(b) Poistetaan shakkilaudan ruudukosta kaksi vastakkaista kulmaruutua ja tarkas-

tellaan taman typistetyn ruudukon virittamaa hevosen liikkeiden maaraaman verkon
H aliverkkoa H’:

<N
'r \'r \'r \'r \'r \’
u‘»‘»“u

.’

s 4'5 4'5 4'5
..”'..”'..”'..“',
'v.‘"'v"‘v"byt'byt ’
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4'5 v 4'5 4'5 4'
"..”'..”'..”'..“'.
4'5 L% 4'5 4'5 4'
S o258, 55 08 55 )i
'u,t'u,t'u,n'u,n'u,

'u
..’
'u
..’

Osoitetaan, ettei verkossa H' ole Hamiltonin kulkua, toisin sanoen, ettei typis-
tetyssa ruudukossa ole hevosen marssia.
Ratkaisu: Hevosen liikkuessa ruudun vari vaihtuu jokaisella siirrolla. Taten, jos
verkossa H’ olisi Hamiltonin kulku, niin valkoisten ja mustien ruutujen lukuma&arat
voisivat erota toisistaan korkeintaan yhdelld (jos kulku olisi kierros, niin lukuméérien
olisi oltava samat). Koska ylld kuvatussa typistetyssd ruudukossa on 32 mustaa
ruutua ja 30 valkoista ruutua, niin siihen liittyvéasséa verkossa H' ei voi olla Hamiltonin
kulkua.

(c) Edellisessé esimerkissd kaytetty paattely on usein kdyttokelpoinen Hamiltonin
kulkuihin liittyvissa tarkasteluissa. Annetaan sen kéytosté toinenkin esimerkki osoit-

tamalla, ettei alla kuvatussa verkossa ole Hamiltonin kulkua.
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Ratkaisu: Merkitaan kyseista verkkoa G:11a. Verkossa GG on viisi pistetta, joiden aste
on nelja; merkitdan naiden viiden pisteen joukkoa A:lla ja merkitdan joukkoa Pg ~\ A
B:1ld. Pannaan merkille, etteivat mitkaan kaksi joukon A pistettd ole vierekkain
G'ssé eivatka mitkaan kaksi joukon B pistetta ole vierekkéin G:ssé; tasta seuraa, etté
jos & = (xg,...,xn) on kulku G:ssé, niin jokaisella i € [n| on voimassa x; € A <
x;_1 € B ja tista seuraa edelleen, ettd joukkojen {i <n:z; € A} ja{i <n:z; € B}
alkioiden lukumaarat voivat erota toisistaan korkeintaan yhdelld. Koska on voimassa
|A| = 5 ja |B| = 8, niin edellisesté seuraa, ettei mikéén yksinkertainen kulku verkossa

G voi kulkea kaikkien G:n pisteiden kautta.

Yleensa on vaikeaa paatella onko annetussa suhteikossa tai annetussa verkossa
Hamiltonin kulkua. Tunnetaan kylla monia suhteellisen yksinkertaisia riittavia ehtoja
Hamiltonin kulun olemassaololle, mutta yksinkertaisia valttamattomia ja riittavia
ehtoja ei ole 16ytynyt. Ei myoskaan tunneta mitaan “tehokkaita” algoritmeja, joiden
avulla voitaisiin selvittaa onko annetussa suhteikossa Hamiltonin kulkua vai ei.

Annetaan nyt eras riittava ehto Hamiltonin kulun olemassaololle.

Maaritelma Suhteikko G on tdydellinen, mikéli kaikilla z,y € Pg, jos x # y, niin

G:ssé on joko nuoli Ty tai nuoli §Z.

Tdaydellinen verkko eli taydellinen suhteikko, joka on verkko, on hyvin yksinker-
taista muotoa: jos taydellisen verkon G pistejoukko on X, niin G:n viivojen joukko
on {7y : x,y € X,z # y}. Taydellistd verkkoa, jonka pistejoukko on X, merkitaén
symbolilla Kx. Verkolle K|,j, missa n € N, kaytetaan lyhennettyd merkintaa K.
Selvéstikin, jos | X| = n, niin verkko Kx on isomorfinen verkon K,, kanssa.

Seuraavassa kuvassa on vasemmalla kuvattu verkko Kj; ja oikealla eras taydel-

linen suhteikko, jonka pisteiden joukko on [7].
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On triviaalia, etta taydellisessa verkossa on Hamiltonin kulku. Osoitetaan nyt,
etta myo0s jokaisessa taydellisessa suhteikossa on Hamiltonin kulku. Todistetaan ensin

eras aputulos.

ITI 5.3 Lemma Olkoon G tdydellinen suhteikko, olkoon & = (xg, ..., x,) kulku G:ssd
ja olkoon wu sellainen G:n piste, joka ei kuulu joukkoon P(Z). Ta&ll6in on olemassa
sellainen 0 < j < n+ 1, ettd jono z = (zp, ..., 2n41), Missd z; = x; kun i < j, z; = u

ja z; = x;—1 kun i > j, on kulku suhteikossa G.

Todistus. Jos G:ssd on nuoli uxj, niin voimme valita j = 0 ja jos G:ssd on nuoli
TpU, niin voimme valita 7 = n + 1.

Oletamme, ettei G:ssi ole nuolta uzg eika nuolta T,,7. Koska G on taydellinen,
niin G:ssé on talldin nuolet Zot ja uZ,. Merkitseme k:ll4 epatyhjan joukon A = {i €
[n] : ZTii € Ng} suurinta lukua ja panemme merkille, ettd 1 < k < n. Osoitamme,
etta luvulla j = k + 1 on lemmassa vaadittu ominaisuus. Maarittelemme jonon Zz
kuten lemmassa. Koska 1 < j < n + 1 ja koska jono (zg, ..., z,) on kulku G:ssé, niin
ndemme, ettd jono Z on kulku G:ssé, mikali G:ssé on nuolet Z;_14 ja uz;. Koska
j—1=kjakeA, Gssionnuoli 7;_1¢. Luvun k& maksimaalisuudesta seuraa, etti
k+1¢ Aelij¢ A Téten G:ssé ei ole nuolta Z;4; tistd seuraa G taydellisyyden

nojalla, ettd G:ssé on nuoli uz;. O
IIT 5.4 Lause Jokaisessa taydellisessa suhteikossa on Hamiltonin kulku.

Todistus. Olkoon G epatyhja taydellinen suhteikko. Merkitsemme n:lla suurinta

lukua k, jolla on olemassa sellainen kulku z = (2o, ...z ) suhteikossa G, etta |P(z)| =
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k + 1; panemme merkille, ettd 0 < n < |Pg|. Olkoon z = (zo,...,x,) sellainen
kulku G:ssd, ettd |P(Z)| = n. Osoitamme, ettd P(Z) = Pg. Teemme vastaviitteen:
on olemassa u € Pg ~\ P(z). Edellisen lemman nojalla on olemassa sellainen kulku
zZ = (z0y..., 2n+1) G:ssi, ettd P(z) = P(z) U {u}. Koska |P(Z)|=n+1jau ¢ P(),
on voimassa |P(z)| = n+2. Tama4 on ristiriidassa luvun n maksimaalisuuden kanssa.
Téten vastaviite on vaérd ja on voimassa P(Z) = Pg. Koska |P(Z)| = n + 1, kulku

Z on yksinkertainen; nain ollen £ on Hamiltonin kulku. O

Jos (zo, ..., z,) on Hamiltonin kulku suhteikossa G, niin piste zy on selvéstikin

suhteikon G juuri. Téten saamme seuraavan tuloksen.
Korollaari Jokaisella epatyhjalla taydellisella suhteikolla on juuri.

Harjoitustehtava. Etsi Hamiltonin kulku edella kuvatusta seitseméan pisteen tay-

dellisesta suhteikosta. Onko suhteikossa Hamiltonin kierrosta?

Téaydellisessa suhteikossa ei ole valttaméatta Hamiltonin kierrosta, kuten nah-
dién esimerkiksi tarkastelemalla suhteikkoa H: Py = {1,2} ja Ny = {12}. Edelld
totesimme, etta valttamiaton ehto Hamiltonin kierroksen olemassaololle on suhtei-
kon vahva yhtenaisyys; osoitamme nyt, etta tama valttamaton ehto on taydellisen

suhteikon tapauksessa myos riittava.

IIT 5.5 Lause Taydellisessa suhteikossa on Hamiltonin kierros jos ja vain jos suh-

teikko on vahvasti yhtenainen.

Todistus. Olkoon H vahvasti yhtendinen taydellinen suhteikko. Osoitamme, etta
H:ssa on Hamiltonin kierros. Tyhja jono on tyhjan suhteikon Hamiltonin kierros,
joten voimme olettaa, etta H on epatyhja suhteikko. Talloin H:ssa on ainakin nolla—
askelisia yksinkertaisia kierroksia (z). Panemme merkille, etté jos  on yksinkertainen
kierros H:ssa, niin Z:n askelten lukumaéara on korkeintaan sama kuin H:n pisteiden lu-
kumadrd; tastéd seuraa, ettd H:ssa on sellainen yksinkertainen kierros z = (zg, ..., 2mm),
etta jokaisen muun H:n yksinkertaisen kierroksen askelten lukumaara on korkeintaan
m. Osoitamme, ettd z on Hamiltonin kierros eli ettd P(Z) = Ppy.

Teemme vastaviitteen: P(Z) # Pg. Merkitsemme P = Py ~ P(z). Talloin
0 # P & Pp. Tarkastelemme kahta eri tapausta:
Tapaus 1°. Oletamme, ettd on olemassa sellainen joukon P piste p ja sellaiset joukon

P(z) pisteet x ja y, ettd x # y ja H:ssa on nuolet Zp ja py. Lemman IIT 4.1(c)
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nojalla voimme olettaa, ettd on voimassa x = zy. Merkitsemme [:1l& epatyhjan
lukujoukon {j € [m] : pz; € Ny} pienintd lukua. Talloin pétee, ettd zZ_1p € Ny
ja pzj € Ny ja tésté seuraa, ettéd jono z' = (zo, ..., 21-1, D, 21, ---, 2m) on kulku H:ssa.
Koska z on kierros, niin myos z’ on kierros. Koska kierros z on yksinkertainen ja
p ¢ P(Z), niin kierros z’ on yksinkertainen; tdmé on kuitenkin ristiriidassa luvun m
maksimaalisuuden kanssa silli kierroksen z’ askelten lukumaara on m + 1.
Tapaus 2°. Oletamme, ettei millaan joukon P pisteelld p ole olemassa kahta joukon
P(Z) pistettd = ja y, joille olisi voimassa Tp € Ny ja py € Ny. Talloin suhteikon
H téaydellisyydesta seuraa, ettd on voimassa P = QU R, missia Q = {¢ € P : Tq €
Ny jokaisella z € P(Z)} ja R = {r € P : 7y € Ny jokaisellay € P(z)}. Vahvan
yhtenaisyyden nojalla H:ssa on nuoli joukosta P ja tasta seuraa, koska H:ssa ei ole
nuolta joukosta @ joukkoon P(zZ) = Py ~ P, etti on voimassa R # (). Vahvan
yhtenéisyyden nojalla H:ssa on nuoli %, missd a € R ja b € R. Koska H:ssa ei
ole nuolta joukosta P(Z) joukkoon R, on voimassa a € Q. Nyt (zo,a,b, 21, ..., 2m)
on m + 2—askeleinen yksinkertainen kierros H:ssa ja tdmé on ristiriidassa luvun m
maksimaalisuusominaisuuden kanssa.

Koska molemmat tapaukset johtivat ristiriitaan, vastavaite on vaara ja z on

Hamiltonin kierros H:ssa. O

Annamme lopuksi erdén kayttokelpoisen riittavén (muttei valttaméattomén) eh-
don Hamiltonin kierroksen olemassaololle verkossa. Todistuksessa tarvitsemme seu-

raavaa apulausetta.

ITI 5.6 Lemma Olkoon (xy, ..., x,) Hamiltonin kulku verkossa H. Jos H :ssa ei ole

Hamiltonin kierrosta, niin on voimassa dg(xo) + dg(x,) < pg.

Todistus. Oletamme, ettei H:ssa ole Hamiltonin kierrosta; panemme merkille, etta
talldin Tox, ¢ V. Panemme myds merkille, ettd koska (zg, ..., x,) on Hamiltonin
kulku muttei kierros, niin pg = n + 1. Merkitsemme A = {i € [n] : Tox; € Vg } ja
B ={j € [n]:Toz; € Vg } ja panemme merkille, ettd dg(xo) = |A| ja dp(z,) = |B].

Jokaisella i € A on voimassa ¢ — 1 ¢ B, silld muussa tapauksessa jono

(.CE(), €Ty, wi—f—l, ey 1, Ly Lj—1,Lj—24 .eay L1, .360)

olisi Hamiltonin kierros verkossa H. Edellisen nojalla joukossa {0, ...,n} on ainakin
|A| alkiota j, missé j < n, jotka eivit kuulu joukkoon B; koska myodskéén luku n ei
kuulu joukkoon B, saamme epdyhtédlon |B| < n+1— |A| eli dg(xo) + du(xn) < pu.
O
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IIT 5.7 Lause Olkoon G sellainen verkko, jonka pisteiden lukumaara on suurempi
kuin kaksi ja jonka kaikille pisteille a # b patee, ettd jos a ja b eivat ole vierekkéain

G:ssé, niin dg(a) + dg(b) > pe. Téllsin verkossa G on Hamiltonin kierros.

Todistus. Merkitsemme

W:{:U_yx,yEPH,x#yJax_ygéVH}

ja esitimme joukon W muodossa {vi,...,v,,}. Merkitsemme jokaisella 0 < i < m
H;:114 ehtojen Py, = Pg ja Vi, = Vg U{v; : j € [i]} maddrdamaa verkkoa. Panemme
merkille, ettd Hy = G ja H,, on taydellinen verkko.

Téaydellisessa verkossa H,, on enemman kuin kaksi pistettd ja taten H,,:ssa
on Hamiltonin kierros. Osoitamme, ettd myos verkossa Hy = G on téllainen kier-
ros. Teemme vastavaitteen: Hy:ssa ei ole Hamiltonin kierrosta. Merkitsemme k:lla
lukujoukon {i € [m] : H;:ssd on Hamiltonin kierros} pienintd lukua ja merkitsem-
me edelleen H, 1 = H, Hy = J ja vy = v. Talloin verkossa J on Hamiltonin
kierros, mutta verkossa H ei ole. Osoitamme, ettd verkossa H on Hamiltonin kul-
ku. Olkoon z = (xg,..., ;) Hamiltonin kierros verkossa J. Koska Py = Pj ja
Vg = Vy ~{v}, on jollain i € [t] oltava voimassa T;_12; = v: muussa tapaukses-
sa T olisi Hamiltonin kierros my6s verkossa H. Lemman III 3.1(c) nojalla voim-
me olettaa, ettd on voimassa Tgr; = v. Kierroksen z yksinkertaisuudesta seuraa
nyt, ettd jokaisella 1 < ¢ < n on voimassa T, _1x; # v ja tastd seuraa, ettd jono
¥’ = (x1,...,z,) on kulku verkossa H; jono Z’ on Hamiltonin kulku, koska on voi-
massa T, = xo ja titen {x1,..,z,} = {xo,...,z,}. Edellisen lemman nojalla on
voimassa dg (1) + dg(xm) < pg. Koska G on H:n aliverkko ja P = Py, niin
edellisestéd seuraa, ettd dg(x1) + dg(rm) < pg; tédstd epayhtélosta seuraa kuitenkin
ristiriita lauseen oletuksen kanssa, silla pisteet x; ja x,, eivat ole vierekkain G':ssa,

koska T1%,, = Tox1 = v = v}, €i ole G:n viiva. |

ITI 5.8 Korollaari Verkossa G on Hamiltonin kierros, mikali |Pg| > 2 ja jokaisella

x € Pg on voimassa dg(x) > %pg.

Edellisten tulosten nojalla voimme paatella, etta alla olevista verkoista loytyy

Hamiltonin kierrokset:
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10

12

5 3

Harjoitustehtava. Etsi ylla kuvatuista verkoista Hamiltonin kierrokset.

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN III

1. Osoita, etta verkot

Y W

eivat ole keskenaan isomorfiset.

2. Osoita, ettéa verkot

<> A\

eivat ole keskendan isomorfiset.

3. Perustele kohdissa a) ja b) miksi annetut kaksi verkkoa eivét ole keskenéén isomorfiset.
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(b)

. Olkoon S suhteikko, jolla on seuraajaluettelo

a:bcf c:bdf e:def

b:adf d:e f:
Etsi S:n relaation matriisi seké transitiivinen sulkeuma (katso tehtéavia I 3 ja I
10).

. Piirra verkko, jolla on seuraajaluettelo

a:bfgi d:ce g:acj j:ghi
b:ac e:dfhi h:cej
c:bdgh f:ae i:ae]j

[Ohje: a,b,c,d,e,f reunalle, j keskelle.]

. Etsi suhteikon S

a:e c:b e:d g:b
b:cf d:ae f: g
yvhtenaiset komponentit.

Olkoon S suhteikko, jolla on seuraajaluettelo:

a:ae b:c c:bh d:d e:g
fa g:b h:eh i:df

Etsi S:n vahvasti yhtenéiset komponentit.

. Verkko G on kaksijakoinen jos joukolla Pg on sellainen esitys Po = A U B, etteivét

mitkddn kaksi joukon A pistettd ole vierekkdin G:ssd eivatkd mitkaddn kaksi joukon
B pistetté ole vierekkain G:ssd. Pane merkille, ettd jos kaksi verkkoa G ja H ovat
keskendén isomorfiset, niin G on kaksijakoinen jos ja vain jos H on kaksijakoinen ja
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kayta tata huomiota hyviksesi sen osoittamiseen, etta alla kuvatut kaksi verkkoa eivat
ole keskendéan isomorfiset.

9. Olkoon Y &aarellinen perhe tasoon piirrettyja ympyroitd. Merkitdan G:11a verkkoa,
jonka pistejoukon muodostavat ne alueet, joihin perheen )Y ympyrat jakavat tason ja
jossa kahta aluetta yhdistda viiva silloin kun niiden reunojen leikkaukseen sisiltyy
(surkastumaton) ympyrénkaari. Nayté, ettd verkko G on kaksijakoinen.

[Ohje: tarkastele niiden ympyroiden Y € K lukumééaréé, joiden sisdpuolella alue A €
Pg on/]

10. Osoita, ettéd seuraavat kaksi verkkoa ovat keskenéén isomorfiset (vasemmanpuoleinen
verkko méaérdytyy hevosen liikkeistd 4 x 4 shakkilaudalla).

11. Tutki ovatko seuraavat kaksi verkkoa keskendan isomorfiset:

12. Naytéa, ettd alla kuvatut verkot eivit ole keskenddn isomorfiset. (Vasemmanpuolei-
nen verkko tunnetaan nimellé Petersenin verkko ja oikeanpuoleinen nimella Herschelin

verkko).
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13. Osoita, etté kahdessa edellisessé tehtévassd vasemmalla kuvatut verkot ovat isomorfisia
ehtojen Pg = P2[5] ja Vg = {AB : A, B € P3[5] ja AN B = 0} méédradédman verkon G
kanssa.

14. Onko verkko GG isomorfinen verkon H tai verkon I kanssa? Perustele vastauksesi!

!

.
W

G H 1

15. On kaytettivissd kaksi eri varid. Varitetddn kuuden pisteen taydellisen verkon Kg
jokainen viiva jommallakummalla véarilla. Osoita, ettd ndin varitetysta verkosta 10ytyy
yksivérinen kolmio (toisin sanoen, 16ytyy kolme verkon pistettd a, b ja c siten, etta
viivoilla ab, bc ja ¢a on kaikilla sama, viri).

16. Nayta, etta edellisen tehtavan johtopaitos ei pade verkossa K.

Verkon G komplementti on se verkko G, jolla on samat pisteet kuin G:114 ja jossa kahden
eri pisteen x,y € Pg vililla on viiva jos ja vain x:n ja y:n vélilla ei ole viivaa G:ssa.

17. Osoita, ettéd keskenadn isomorfisten verkkojen komplementit ovat keskendén isomorfi-
set.

18. Osoita, ettd on olemassa tasan kaksi keskenadn epaisomorfista verkkoa, joissa on 5
pistetta ja 8 viivaa.

[Ohje: tarkastele komplementteja.]

19. Montako keskendan epaisomorfista 5-pisteista ja 7-viivaista verkkoa on olemassa?

[Ohje: tarkastele komplementteja.]
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Jos L on aarellinen perhe joukkoja, niin merkitadn G114 sitd verkkoa, jonka pisteiden
joukkona on £ ja jonka viivojen joukko koostuu niistd viivoista AB, missd A, B € L,
A # B ja AN B # 0; tallaista verkkoa G, kutsutaan joukkoverkoksi.

Osoita, ettd jokainen verkko on isomorfinen jonkun joukkoverkon kanssa.

[Ohje: Tarkastele joukkoja, jotka koostuvat niistd verkon viivoista, joilla on annettu
verkon piste toisena paétepisteeni.|

Laske seuraavan verkon viivojen lukumaara:

£

2\
SIS NI SIS,
AL IR Al a T A alnia alninln s
PR IAGIATIATSAINL IRA AL IRAN,
ORRIHIH TR TR AR TR IR IH TR AR X
XL ILRLILSLRXL XL KL XL XL KL XL XL KA\

/X%

OARARARARARARAL
>

8%

Ikosaedri on sddnnollinen monitahokas, jonka tahkoina on ¢t = 20 tasasivuista kolmiota.
Miké on ikosaedrin sidrmien lukuméédrda s? (Tarkastele verkkoa, jonka pisteind ovat
tahkot ja viivat vastaavat sarmié.)

Miké on ikosaedrin karkien lukumééra k, kun Eulerin kaavan (katso Luvun V harjoi-
tustehtavad 17) nojalla on k — s + ¢t = 2, ja montako sdrméaé kohtaa toisensa samassa
kérjessa?

Verkko G on sddnnéllinen, mikali kaikilla 2,y € Pg on voimassa dg(x) = dg(y). Jos
G on sadnnollinen verkko, jonka jokaisen pisteen aste on k, niin sanotaan, ettd G on
k—sadnnollinen verkko.

Osoita, etta jos on olemassa epatyhja n—pisteinen k—sdannollinen verkko, niin k£ < n ja
jompikumpi luvuista n tai k on parillinen.

Osoita, ettd jos G on n—pisteinen k-siaannollinen verkko, niin G:n komplementti G on
n — k — 1-sdannollinen.

Olkoon n parillinen. Osoita, etta on olemassa n—pisteinen 1-sd&dnnoéllinen verkko; nayta
lisdksi, ettd verkko on yhtendinen vain tapauksessa n = 2.

Verkko G on rengasverkko, jos G:ssi on sellainen yksinkertaisen kierros (zg, ..., Zn),
etta n > 2 ja Vg = {Zjzi+1 : i = 0,...,n — 1}. Nayti, ettd jokainen rengasverkko on
2-sdannollinen.

Osoita, ettd kun n on parillinen, niin liittAmalla sopivasti yhteen kaksi rengasverkkoa
saadaan yhtendinen n—pisteinen 3—saannollinen verkko.

Seuraavissa tehtdvissé osoitetaan, etté edellisen tehtdvén (a)—kohdan valttaméton ehto
“k < n ja luku nk on parillinen” on myos riittava ehto sille, ettd on olemassa n—
pisteinen k-sdannollinen verkko, missd k > 1 (tapaus k = 1 on késitelty edellisen
tehtavén (c)—kohdassa).

Osoita, etta n-pisteinen 2k—saannoéllinen verkko G, o5, missd 0 < 2k < n, voidaan
konstruoida seuraavasti: maéarittele joukon [n]| pisteille p ja ¢ “etdisyys” p(p,q):lla
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26.

27.

28.

29.

ottamalla p(p, q):ksi pienempi luvuista |p — ¢| ja n — |p — ¢|; pane merkille, etté jos
0<i< %n, niin jokaisella p € [n], joukossa [n] on tdsmaélleen kaksi alkiota, joiden
p—etdisyys p:sta on i; valitse verkon G, o pisteiden joukoksi P ja viivojen joukoksi
{pq:p,q € P,p# qjapp.q) <k}

Pane merkille, ettd jos luku n on parillinen, niin edellisessd tehtaviassa tarkastellulla
joukon [n] etdisyysfunktiolla p on seuraava ominaisuus: jokaisella p € P, joukossa
[n] on tasmalleen yksi alkio, jonka p—etdisyys p:std on %n Olkoon n parillinen, k
pariton ja 1 < k < n. Osoita, ettd n—pisteinen k-sddnnollinen verkko G,, j voidaan
konsruoida lisdédmalla edellisessa tehtavassia konstruoituun verkkoon G, 1 viivat pg,

missé p, g € P ja p(p,q) = 5n.

Osoita kahden edellisen tehtavan avulla, ettd jos luonnollisille luvuille n ja k patee, etta
1 < k < n ja luku nk on parillinen, niin talloin on olemassa yhtendinen n—pisteinen
k—saannollinen verkko.

Seuraavassa on kuvattu muutamia sadnnollisid verkkoja, jotka on konstruoitu edellisissa
tehtavissa kuvatulla menetelmalla:

Verkon G varitysluku eli kromaattinen luku on pienin lukuméara “vareja”, joilla voidaan
“varittad” G:n pisteet siten, ettd mitk&an kaksi samanvérista pistetta ei ole vierekkéin
G:ssi. Tata lukua merkitadan X(G):114.

Osoita, ettd verkko on kaksijakoinen (kts tehtéva 8) jos ja vain jos sen varitysluku on
korkeintaan kaksi.

Maarita seuraavien verkkojen véaritysluvut.
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30. Osoita, ettéd seuraavassa kuvatun verkon (niin kutsutun Grétzschin verkon) véritysluku
on 4.

31. Verkon G pisteiden joukon Py osajoukko A on riippumaton, jos mitkadn kaksi joukon A
pistetté eivét ole vierekkéin G:ssid. Verkon G riippumattomuusluku p(G) on max{|R] :
R C Pg on riippumaton}. Osoita, ettd G:n pisteiden lukuméirille n on voimassa
epayhtélo
n < p(G) X(G) .

32. Maarita tehtavan 12 verkkojen riippumattomuusluvut.

33. Maaritellaan verkkojen G ja H tulo G x H asettamalla Pgy g = Pg X Py ja sopimalla,

ettd (v1,wi)(ve, w2) € Vax g jos ja vain jos joko wy = wa ja v1v2 € Vg tai v1 = v ja
wiwsy € V. Osoita, etta

a) X(G x H) < X(G)X(H);
b) p(G)p(H) < p(G x H).

34. Madritelladn “jonoverkko” Ip asettamalla P; = [n] ja Vi, = {kk+1:1 <k <n}.
Tallaisten verkkojen p-kertaiset tulot I, X I, ... X I, ovat p-kuutioita Iﬁ. Anna verkon
I} viritysluku X(I5).

35. Olkoot A ja B kaksi verkon G riippumatonta pistejoukkoa. Osoita, ettéa jos |B| = p(G),
niin on olemassa sellainen injektio ¢ : A — B, ettd jokaisella a € A on voimassa joko
p(a) = a tai ap(a) € V.

[Ohje: Hallin lause.]

36. Verkon G pisteiden joukon Py osajoukko A on hallitseva eli dominoiva, jos jokainen
joukon Pg \. A piste on vierekkiin jonkun joukon A pisteen kanssa. Verkon G domi-
nointiluku §(G) on min{|D|: D C Pg on dominoiva}.

(a) Osoita, ettd jos R C Pg on maksimaalinen riippumaton joukko (siis R on riippumaton
eikd sisélly mihinkd4n muuhun riippumattomaan joukkoon), niin R on dominoiva.

(b) Todista (a)-kohdan tuloksen avulla epayhtélo 6(G) < p(G).

37. Nayta, ettd n—pisteiselle k—sdanndlliselle (katso tehtavé 23) verkolle G patee epayhtalo
n<(k+1) 6G).
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38.

39.

40.

41.

Verkon G esitys tasossa (esitys avaruudessa) on pari G = ({ap :p € Pg},{Lpg:pq € Vg}),

missi ap on tason piste (avaruuden piste) jokaisella p € Pg ja Lpg on pisteiden ap ja
aq yhdysjana. Jos esityksen janat leikkaavat toisiaan ainoastaan paatepisteissdan, niin
sanotaan, ettd kyseessa on verkon G yksinkertainen esitys tasossa tai avaruudessa. Jos
verkolla G on yksinkertainen esitys tasossa, niin sanotaan, ettd G on tasoverkko.
Huomautus: Esimerkiksi monet tassa kirjassa olevat verkkojen kuvat antavat verkoille
esityksid tasossa. Kuitenkin monissa kuvissa verkon viivoja esitetdan kayrilla eiké ja-
noilla. Voidaan osoittaa, ettd esimerkiksi ylla annettu tasoverkon méaritelméa ei muutu
sisalloltaan, vaikka sallittaisiin viivojen esittdminen tasokayrilla. Téaten verkko on ta-
soverkko jos ja vain jos se voidaan piirtda tasoon (siis paperille) siten, ettd pisteiden
yhdysviivat (joiden ei tarvitse olla suoria) leikkaavat toisiaan korkeintaan péétepisteis-
saan.

Osoita, etté jokaisella verkolla on yksinkertainen esitys avaruudessa (ei tarvitse todistaa
tarkasti, pelkka esityksen kuvailu riittaa).
[Ohje: esitéd verkon pisteet avaruuden pallopinnan pistein.]

Osoita, ettd verkko on tasoverkko jos ja vain jos sillda on yksinkertainen esitys pal-
lon pinnalla (tdssi esityksessd kdytetdan pisteitd yhdistavid ympyrankaaria pisteiden
yhdysjanojen asemasta).

Alla on kuvattu viiden pisteen tdydellinen verkko K5 seka kuusipisteinen “téydellinen
kaksijakoinen verkko” K3 3.

Osoita, ettei kumpikaan verkko ole tasoverkko.

[Tulkinta verkon K3 3 tapauksessa: seuraavalle “kunnallistekniikkaongelmalle” (“utili-
ties problem”) ei 16ydy ratkaisua: voidaanko kolmeen taloon vetdéd putket vesi— kaasu—
ja kaukolampdélaitoksilta maan pinnalla siten, ettd putket eivét mene missdén ristiin?]

Huomautus. K. Kuratowskin v. 1930 ilmestyneen kuuluisan lauseen mukaan verkot
K5 ja K33 ovat “tyyppiesimerkkeja” sellaisista verkoista, joilla ei ole yksinkertaista
esitystad tasossa: verkko G on tasoverkko jos ja vain jos G ei “sisilld” kumpaakaan
verkoista K5 ja K3 3 (“sisdltdmisen” tdsmaéllinen maaritelmé jatetaan tassa antamatta).
Olkoon A #arellinen joukko ja olkoon G ehtojen

Po=P(A) ja Vg={BC:B,CCAja|B\C|=|C~\ B|=1}

maaradma verkko. Maaritd verkon G yhtendiset komponentit.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

(b)

Merkitaan J:11a ilhteikkoa, jonka pisteina ovat luvut 2,3,4,...,50 ja pisteiden n ja k
valilla on nuoli nk jos ja vain jos luku n jakaa luvun k. Maarita pisteiden 2,13 ja 41
yhtenéiset ja vahvasti yhtendiset komponentit suhteikossa J.

(a) Anna esimerkki yhtendisestd nelipisteisestd verkosta, jolla on yhtendinen komple-
mentti.
(b) Nayté, ettd kohdan (a) verkko on isomorfinen komplementtinsa kanssa.

Osoita, etta epayhtendisen verkon komplementti on yhtenéinen.

Osoita, ettd verkko G on yhtendinen, mikali
1
ve > 5(pa = lpe —2) -
[Ohje: kéyté edellisen tehtdvan tulosta.]

Osoita, ettd verkko G ei ole kaksijakoinen, mikali

g > ——
G~y

Osoita, ettd jos G on verkko, jossa on n pistettd, m viivaa ja k komponenttia, niin

m>n—=%k.

Kulkuetdisyys pg suhteikossa G maaritellaan pisteille x,y € Pg seuraavasti: jos G:ssa
ei ole kulkua pisteestd = pisteeseen y, niin asetetaan pg(x,y) = 0o; muussa tapauksessa
valitaan pg(x,y):ksi pienin niistd luvuista n € N, joilla suhteikossa G on n—askeleinen
kulku pisteestd = pisteeseen y.

(a) Osoita, ettd vahvasti yhtendisen suhteikon kulkuetéisyys toteuttaa harjoitustehté-
vassa I 23 maaritellyn metriikan ominaisuuden 1° seka kolmioepéayhtéalon.

(b) Osoita, ettd G:n kulkuetiisyys on metriikka jos ja vain jos G on yhtendinen ja
symmetrinen.

(Yhtenéisen ja symmetrisen suhteikon G
tapauksessa puhutaan G:n kulkumetriikasta).

Viereinen kuva esittaa suhteikkoa G:

Suhteikko G on selvésti yhtendinen.
Onko G vahvasti yhtenéinen?
Maarita pisteiden a, b ja c

valiset kulkuetaisyydet G:ssé.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Olkoon A &arellinen joukko. Maéarittele sellainen yhtenainen verkko G, ettd G:n pistei-
den joukko on P(A) ja kulkumetriikka po joukossa P(A) on sama kuin harjoitusteh-
tavassa I 23 tarkasteltu joukon P(A) metriikka da .

Osoita, ettd edellisessa tehtavassd maaritellyssa verkossa G on Hamiltonin kierros ja
johda Hamiltonin kierroksen olemassaolosta se tulos (Lemma II 2.5), ettd joukolla A
on sama madara parillisalkioisia osajoukkoja kuin paritonalkioisia osajoukkoja.

Olkoon By, n-bittijonojen joukko (eli Bp, = {0,1}"). Maaritelladn verkko B,, valitse-
malla Py, = Bp ja sopimalla, ettd kun z,y € By, niin Ty € Vg jos ja vain jos x ja y
ovat eri jonoja, mutta ne eroavat toisistaan vain yhden bitin kohdalla. Kun y € B,
niin joukko {x € By : pp, (z,y) < k} on verkon B, k-sdteinen pallo. Kuinka monta
1-sateista palloa tarvitaan verkon B,, kaikkien pisteiden peittamiseen?

Gray—koodi on sellainen lukujen 0,1, ...,2" — 1 esitys n-bittijonoina, jossa kahta perak-
kaista lukua vastaavat jonot eroavat toisistaan vain yhdella bitilla.

(a) Tulkitse lukujen 0,1, ...,2" — 1 Gray—koodi Hamiltonin kulkuna edellisen tehtavin
verkossa B, .

(b) Etsi verkosta B3 Hamiltonin kulku ja esitd vastaava Gray—koodi.

Etsi Hamiltonin kulut seuraavista taydellisistd suhteikoista. Loytyyké kummastakaan
suhteikosta Hamiltonin kierrosta? Jos 16ytyy, niin etsi sellainen.

6

Maéaritellaan suhteikko S asettamalla Pg = [10] (={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) ja
Ng=A{zg:z,y € [10], (z—y)(x —y+1) >20, 2 #2-y ja y#2- -z} Nayti, ettd
(a) S on vahvasti yhtenéinen;

(b) S:ssé ei ole Hamiltonin kierrosta.

Edella on osoitettu, etta jokaisella epatyhjalla taydellisella suhteikolla on juuri. Nayta,
ettd vahvempikin tulos péatee: jokaisessa epéatyhjéissa tédydellisessd suhteikossa S on
sellainen piste, josta on korkeintaan kaksi—askeleinen kulku mihin tahansa muuhun
suhteikon pisteeseen.

[Ohje: valitse piste, jolla on maksimaalinen lahtoaste.]
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o7.

58.

59.

60.

61.

62.

64.

Etsi verkoista

Hamiltonin kulut, ja nayté, ettei kummastakaan 16ydy Hamiltonin kierrosta.
Etsi Grotzschin verkosta (kts. tehtava 30) Hamiltonin kierros.
Onko tehtavan 10 verkossa Hamiltonin kulkua tai kierrosta?

Shakkiturnauksen jokainen osanottaja pelaa yhden pelin jokaisen muun osanottajan
kanssa. Osoita, ettd tulosluettelo voidaan jarjestdd niin, ettd jokainen on voittanut
listassa seuraavan tai pelannut tdméan kanssa tasapelin.

Olkoon G taydellinen suhteikko. Osoita, ettd on olemassa sellainen joukon Pg ositus
{P1,..., P}, ettéd

1° Joukkojen P; virittdmét G:n alisuhteikot ovat vahvasti yhtenaisia.

2° Jos i < j, niin G'ssé ei ole nuolta joukosta P; joukkoon P;.

Ohje. Valitse P;:ksi joukon Pg \ | J._. P; virittdméan G:n alisuhteikon juurten joukko.
j<i=J

Maaritellaan jokaisella n € N “ruudukkoverkko” R, ottamalla Ry :n pisteiden joukoksi
[n] x [n] ja viivojen joukoksi {(¢,7)(k,l) : |i — k| + |j — | = 1}. Seuraavassa kuvassa on
esitetty verkot Ry ja Rg:

Pane merkille, ettd R, = I2 (kts tehtivi 33).

Osoita, etta jokaisessa verkossa Ry on Hamiltonin kulku.

Osoita, etté jokaisella n > 1, verkossa R, on Hamiltonin kierros jos ja vain jos n on
parillinen.

. Osoita, etta jos kutsuilla jokaisella vieraalla on muiden joukossa enemmaén tuttuja kuin

tuntemattomia, niin vieraat voidaan sijoittaa istumaan pyoredn poydan aadreen siten,
ettd jokainen tuntee molemmat vierustoverinsa.

Onko millaan alla kuvatuista verkoista Hamiltonin kierrosta? Entd Hamiltonin kulkua?
Etsi kunkin verkon tapauksessa Hamiltonin kierros tai kulku jos sellainen on olemassa.
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LUKU IV

Verkon renkaat

1. RENKAIDEN OLEMASSAOLO.

Olemme jo kayttaneet kulkuja ja kierroksia verkkojen yhtenaisyyden ja eraiden
muiden ominaisuuksien tutkimisessa. Nyt maarittelemme kierrosten avulla renkaan
kasitteen ja tarkastelemme renkaiden olemassaoloa. Téssa jaksossa kasitellaan niita
verkkoja, joilla on paljon renkaita ja seuraavassa jaksossa niita verkkoja, nk. puita,

joilla ei ole laisinkaan renkaita.

Maaritelma Olkoon G verkko ja olkoon W joukko G:n viivoja. Joukko W on G:n
rengas, jos on olemassa sellainen yksinkertainen kierros & = (zg, ..., x,) G:ssé, etta
n>2jaW=V(z).

Toisinaan kutsumme 3-renkaita kolmioiksi, 4-renkaita nelioiks: ja n-renkaita n-
kulmioiksz.
Esimerkkeja (a) “Renkaan” késitteessé on pohjalla geometrisluontoisia ideoita: tar-
kastellaan verkon sisaltamia kolmioita, nelioita, viisi- ja kuusikulmioita jne. Esimer-

kiksi verkosta Kg 16ytyy seuraavannikoisia viivajoukkoja:

(b) “Neliot”, “viisikulmiot” jne. eivét kuitenkaan aina muistuta geometrisié vakio-

mallejansa ja toisinaan niiden tunnistaminen verkosta voi olla vaikeaa:
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(c) Jos pg > 2 ja jos & on Hamiltonin kierros verkossa G, niin joukko V(Z) on G:n
rengas. Taten esimerkiksi edellisessa luvussa kuvattu “ratsun puolimaaginen marssi”
maarittaa eraan renkaan shakkipelin hevosen liikkeiden maaraaamassa verkossa H.

Seuraavassa on kuvattu kolme yksinkertaisempaa rengasta verkossa H.

Yksinkertainen kierros (xg, ..., z,), missd n < 2, on joko muotoa (x) (tapaus
n = 0) tai muotoa (z,y,x) (tapaus n = 2); titen edellisessd madritelméassi asetettu
ehto “n > 2”7 sulkee pois tyhjan viivajoukon sekd muotoa {v}, missd v € Vi, olevat
joukot verkon G renkaiden joukosta.

Myohemmin tarvitsemme seuraavaa yksinkertaista huomiota: jos joukko W on
verkon G aliverkon H rengas, niin talléin W on my6s G:n rengas.

Yhtenaisen verkon tapauksessa voimme antaa yksinkertainen luonnehdinnan niil-
le verkon viivoille, jotka kuuluvat johonkin verkon renkaaseen.

Otamme kayttoon seuraavan merkinnan: kun G on verkko ja v € Vi, niin
merkitsemme G — v:1la sitd G:n aliverkkoa, joka maaraytyy ehdoista Po_, = Pg ja

Va—v = Vo ~ {v} eli sitd verkkoa, jonka saamme poistamalla G:sta viivan v.

IV 1.1 Lause Yhtenaisen verkon G viiva v kuuluu johonkin G:n renkaaseen jos ja

vain jos verkko G — v on yhtenainen.

Todistus. Olkoot a ja b viivan v paatepisteet.

Valttamattomyys. Oletamme, ettd v kuuluu johonkin G:n renkaaseen. Télloin on
olemassa sellainen yksinkertainen kierros (xg,...,z,) G:ssé, ettd n > 2, o = a ja
x1 = b. Merkitsemme T = (21, ..., x,) ja Z = (2, ..., 1) ja panemme merkille, ettd =
on kulku verkossa G — v b:sté a:han ja z on kulku G — v:ssd a:sta b:hen. Osoitamme
nyt verkon G — v yhtendisyyden Lauseen III 4.8 avulla nayttamalla, ettd kaikilla
verkon GG — v pisteilla p ja ¢, verkossa G — v on kulku p:sta ¢:hun. Olkoot siis p ja ¢
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verkon G — v pisteita. Talloin p ja q ovat verkon G pisteitd ja G:n yhtenaisyydesta
seuraa Lauseen III 4.8 ja Lemman III 4.3 nojalla, ettd G:ssa on yksinkertainen kulku
g = (yo,...,yr) p:std g:hun. Jos kulku g ei kulje pitkin viivaa v, niin y on kulku
verkossa G — v p:std ¢:hun. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen luku i € [k], ettd
Yi_1y; = v. Pannaan merkille, etta kulun 4 yksinkertaisuudesta seuraa, etta jokaiselle
J € [k] pétee, ettd jos j # 4, niin 7;_1y; # v. Nyt ndhdéén, ettd jos y,—1 = a ja
y; = b, niin jono (Yo, ..., Yi—1) * Z * (Yi, .--, yx) on kulku G — v:ssé p:stéd ¢:hun ja jos
yi—1 = b ja y; = a, niin jono (yo, ..., Yi—1) * T * (Y, ..., yx) on kulku G — v:ssé p:sté
¢:hun. Olemme osoittaneet, etta verkko G — v on yhtenéainen.

Riittdvyys. Oletamme, ettd verkko G' — v on yhtendinen. Koska on voimassa a,b €
Ps = Pg_,, niin verkossa G — v on Lauseen III 4.8 ja Lemman III 4.3 nojalla
yksinkertainen kulku (zo, ..., zx) pisteestd a pisteeseen b. Koska verkossa G — v ei
ole viivaa ab, niin on voimassa k > 1. Merkitsemme n = k + 1 ja méérittelemme
jonon = = (zo,...,x,) asettamalla z, = a ja x; = z; jokaisella j < n; télléin  on
yksinkertainen kierros verkossa G. Liséksi v kuuluu joukkoon V(Z) ja tdméa joukko

on rengas, koska n > 2. O

Huomaamme, etté jos v = ab on yhteniisen verkon G viiva, niin verkossa G — v
on korkeintaan kaksi komponenttia, nimittain pisteiden a ja b komponentit: jos H
olisi kolmas komponentti, niin yhtenaisesta verkosta G 1oytyisi viiva w joukkojen Pp
ja Pg ~ Py vilille; koska a ¢ Py ja b ¢ Py, niin olisi voimassa w # v ja w olisi

verkon G — v viiva; tdmé on mahdotonta, koska H:n piti olla G — v:n komponentti.

Esimerkki Seuraavassa vasemmalla kuvatussa verkossa G kaikki muut G:n viivat
kuuluvat johonkin G:n renkaaseen paitsi paksulla piirretty viiva v; oikeanpuolisessa

kuvassa nakyvét verkon G — v yhtenaiset komponentit.

9 |
v | 117
—

G G-v
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Jos v on epayhtenaisen verkon G viiva, niin voimme soveltaa edellisen lauseen tu-
losta sithen G:n yhtenaiseen komponenttiin, jonka viiva v on; taten saamme lauseelle

seuraavan yleistyksen.

IV 1.2 Korollaari Verkon G viiva v kuuluu johonkin G:n renkaaseen jos ja vain jos

verkoilla G ja G — v on sama maara yhtendisia komponentteja.

Néaemme helposti, ettéd verkossa G —v on korkeintaan yksi komponentti enemmén
kuin verkossa G. Jos nimittain K on G:n kaikkien komponenttien kokoelma ja H €
on se komponentti, jolla v € Vp, niin G — v:n yhtenéiset komponentit ovat verkot
J € K~ {H} seké verkon H — v komponentit; edelld totesimme, ettéd verkolla H — v
on korkeintaan kaksi komponenttia.

Edellisen tuloksen nojalla verkolla on rengas jos ja vain jos silla on viiva, jonka
poistaminen ei lisda yhtenaisten komponenttien lukumaaraa. Lauseessa IV 2.7 an-
namme toisen luonnehdinnan renkaan olemassaololle. Seuraavassa lauseessa annam-
me eraan kayttokelpoisen riittavan, muttei valttamattoman ehdon sille, etta verkossa

on rengas.

IV 1.3 Lause Olkoon G epatyhja verkko, jolle patee epayhtalo vg > pg. Talloin

G':lla on rengas.

Todistus. Todistamme lauseen vaitteen induktiolla luvun ps suhteen. Tapauksessa
pa = 1 vaite patee sisallottomana, koska tassa tapauksessa on voimassa vg = 0 < pa.
Oletamme, ettd on voimassa pg > 1 ja ettd olemme jo todistaneet vaitteen sellaisille
verkoille H, joilla pg < pg. On voimassa vg > pg > 1, joten Vg # (0. Olkoon v
G:n viiva. Jos v kuuluu johonkin G:n renkaaseen, niin G:11a on rengas. Oletamme,
ettei v kuulu mihinkdan G:n renkaaseen. Olkoot Hy, ..., H, verkon G — v yhtenéiset
komponentit, missa H; # H; kun ¢ # j. Korollaarin IV 1.2 nojalla on voimassa

n > 1. Lauseiden III 3.10 ja III 3.8 nojalla on voimassa

n n
VG—v = Y U, JA& Pa—v = Y DH, -
=1 =1

Téstd seuraa, ettd jollain i € [n] on voimassa vy, > py,: muussa tapauksessa olisi

voimassa

n n
UG_]-:'UG—v:ZvHi SZ(pHi_:l):pG—v_n:pG_n
1 =1

1=
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ja tastd seuraisi ristiriita oletuksen vg > pg kanssa. Olkoon i € [n] sellainen, etté
vg, > pH,. Talloin on voimassa vy, > pm, ja pu; < Pa—v = PG, joten induktio—
oletuksen nojalla verkolla H; on rengas R. Selvastikin R on myos verkon G rengas.

a

IV 1.4 Korollaari Olkoon G epétyhjia verkko, jonka jokaisen pisteen aste on suu-

rempi kuin yksi. Talloin G:1la on rengas.

Todistus. Koska jokaiselle x € Py pétee, ettd dg(x) > 2, niin Lauseen 2.2.3 nojalla

on voimassa

2-vg= Y do(z)> > 2=2-|Pg|=2-pg.

€ Pg € Pg

Nain ollen on voimassa vg > pg ja Lauseen IV 1.9 nojalla G:lla on rengas. O
Naytamme viela, etta edellista tulosta on mahdollista hieman vahvistaa.

IV 1.5 Korollaari Olkoon G verkko, jossa on ainakin kaksi pistettd. Oletetaan,
ettd on olemassa sellainen a € Pg, ettd jokaisen muun G:n pisteen aste on suurempi

kuin yksi. Télloin G:lla on rengas.

Todistus. Tarkastelemme kahta eri tapausta.

Oletamme aluksi, ettd a on G:n eristetty piste. Merkitsemme G’:lla joukon
Pg \ {a} virittdmééd G:n aliverkkoa. Koska a on G:n eristetty piste, niin jokaisella
b € Pg ~ {a} on voimassa dg/(b) = dg(b). Néin ollen epityhjan verkon G’ jokaisen
pisteen aste on suurempi kuin yksi. Korollaarin IV 1.4 nojalla verkossa G’ on rengas
W. Joukko W on my6s verkon G rengas.

Oletamme seuraavaksi, ettd a ei ole G:n eristetty piste. Talloin on voimassa
dg(a) > 1. Koska jokaiselle z € Pg \ {a} pétee, ettd dg(z) > 2, niin Lauseen III 2.3

nojalla on voimassa

2vg= 3 do() =1+ 3 2=1+2:[Po~{a}f=2pg -1
z€Pg z€Pg~{a}

Nain ollen on voimassa vg > pg — %; tasta seuraa, koska vg on kokonaisluku, etta

on voimassa vg > pg. Lauseen IV 1.3 nojalla G:11a on rengas. O
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2. RENKAISTOT.

IV 2.1 Maaritelma Olkoon G verkko. Joukon Vi osajoukko W on G:n renkaisto,
jos on olemassa sellainen erillinen perhe R G:n renkaita, ettd W = | JR.

Merkitsemme verkon G kaikkien renkaistojen muodostamaa perhetta symbolilla

R(G).

Huomaamme, ettd annetun méaaritelméan nojalla seka tyhja viivajoukko etta jo-
kainen G:n rengas on G:n renkaisto.
Seuraavat kuvat esittavat erditd renkaistoja shakkipelin hevosen liikkeisiin liit-

tyvassa verkossa H:

Olkoon G verkko ja olkoon W joukon Vi osajoukko. Merkitsemme Py :1la jouk-
koa {x € Pg : Ty € W jollain y € Pg}. Talléin on olemassa verkon G aliverkko H,
joka maaraytyy ehdoista Py = Py ja Vg = W; kutsumme verkkoa H joukon W
virittamakst G:n aliverkoksi.

Voimme panna merkille, etta viivajoukon virittamaéassa verkossa ei koskaan ole
eristettyja pisteita.

Seuraavassa luonnehdimme renkaistoja pisteiden asteiden avulla. Todistamme

ensin eraan aputuloksen.

IV 2.2 Lemma Olkoon H verkon renkaan virittama aliverkko. Tallbin jokaisella

x € Py on voimassa dg(z) = 2.
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Todistus. Olkoon H verkon GG renkaan R virittdma G:n aliverkko. Verkossa G on

olemassa sellainen yksinkertainen kierros = (zo, ..., z,), ettd n > 2 ja R = V(Z).

Verkko H méaardytyy ehdoista Py = {z1, ..., x,} ja Vg = {ZToZ1, ..., Tn_1%n }- Olkoon
nyt z verkon H piste. Merkitdén I = {i € {0,...,n} : ; = x}. Olkoon i joukon [
alkio. Jos ¢ ¢ {0,n}, niin kierroksen Z yksinkertaisuudesta seuraa, ettd I = {i}.
Tésséd tapauksessa on voimassa {y € Py : 7y € Vy} = {x;—1, z;+1}; lisdksi kulun z
yvksinkertaisuudesta seuraa yhdessa epayhtalon n > 2 kanssa, ettd on voimassa x; 1 #
Z;+1; ndin ollen on voimassa dy(z) = [{x;—1,z;41}| = 2. Jos taas i € {0,n}, niin
I ={0,n}ja{y € Py :7y € Vg} = {z1,rn—1}; kulun Z yksinkertaisuudesta yhdessa

epayhtdlon n > 2 kanssa seuraa, ettd z7 # x,_1, joten dy(z) = [{x1,xn—1}| =2. O

IV 2.3 Lause Olkoon G verkko. Joukon Vg osajoukko W on G:n renkaisto jos ja

vain jos joukon W virittaméa G:n aliverkko on parillisasteinen.

Todistus. Valttamdattomyys. Oletamme, ettd W on renkaisto. T&lloin on olemassa
sellaiset G:n erilliset renkaat Ry,...,R,, ettda W = U?:l R;. Merkitsemme H:lla
joukon W virittdmaa G:n aliverkkoa ja merkitsemme jokaisella i € [n], H;:114 joukon
R; virittamaa G:n aliverkkoa. Lemman IV 2.2 tuloksen nojalla kaikilla z € Py
ja i € [n] on voimassa joko dp,(xz) = 2 tai dy,(x) = 0. Koska joukot Ry,..., Ry
ovat erillisia ja koska patee, ettd W = J._, R;, jokaisella z € Py on voimassa
di(z) =Y i, dm,(z); tasta seuraa, ettd luku dg(z) on parillinen.

Ruittdvyys. Todistamme induktiolla joukon Vi osajoukon alkioiden lukumaéran
suhteen, etta jos osajoukon virittaméa G:n aliverkko on parillisasteinen, niin osajoukko
on renkaisto. Jos alkioiden lukumé&ara on nolla, niin osajoukko on tyhja ja téaten
renkaisto. Olkoon nyt n > 0 sellainen luku, ettd olemme jo todistaneet vaitteen
niille joukoille V' C Vg, joilla |[V| < n. Olkoon W C Vg sellainen joukko, ettd
|[W| =mn ja W:n virittdmé G:n aliverkko H on parillisasteinen. Jokaisella x € Py on
voimassa dp(x) > 2, joten Korollaarin IV 1.4 nojalla H:ssa on rengas T'. Merkitdan
J:11a viivajoukon T virittdmad G:n aliverkkoa. Lemman IV 2.2 nojalla verkko J
on parillisasteinen. Merkitdan K:lla viivajoukon W ~\ T virittaméaa G:n aliverkkoa.
Jokaisella © € Pk on voimassa dx (z) = dg(x) — dj(z); tésté seuraa, ettd verkko K
on parillisasteinen. Koska on voimassa |W \ T'| < |W| = n, niin induktio—oletuksesta
seuraa, ettd joukko W ~ T on G:n renkaisto. Taten on olemassa sellainen erillinen
perhe R G:n renkaita, ettd [ JR = W \T. Koska |JW NT = (), niin perhe R’ =
R UA{T} on erillinen. Liséksi on voimassa | JR' = (UR)UT = (W \T)UT =W.

Olemme osoittaneet, etta joukko W on renkaisto. O



136 2. RENKAISTOT.

IV 2.4 Korollaari Verkko G on parillisasteinen jos ja vain jos joukko Vg on ren-

kaisto.

Edellisen lauseen tulos on erittdin kayttokelpoinen kun yritamme paatella, on-
ko annettu viivajoukko renkaisto vai ei. Esimerkiksi edellisella sivulla kuvattujen
viivajoukkojen tapauksissa on helpompaa tarkistaa niiden virittdmien verkkojen pa-
rillisasteisuus kuin esittdaa joukot erillisten renkaiden yhdisteina.

Olkoon G verkko. Korollaarin I 5.9 nojalla pari (P(V),A) on ryhmé. Osoi-
tamme nyt Lauseen IV 2.3 avulla, ettd joukon P(Vg) osajoukko Rg on ryhmén
(P(Pg),A) aliryhma.

IV 2.5 Lause Olkoot W7 ja Wy verkon G renkaistoja. Talloin joukko W1 AWs on

G':n renkaisto.

Todistus. Merkitddn Wy = W1 AW,. Jokaisella ¢ € {0,1,2} merkitddn H;:ll4 jou-
kon W, virittamaa G:n aliverkkoa. Lauseen IV 2.3 nojalla patee, etta verkot H;
ja Hy ovat parillisasteisia seka etta joukko Wy on G:n renkaisto, mikali verkko Hy
on parillisasteinen. Olkoon x verkon Hj piste. Merkitaan V:1la niiden G:n viivojen
muodostamaa joukkoa, joilla on x yhtena paatepisteena ja pannaan merkille, etta
dy, (x) = |W; N V|; téten joukoissa W1 NV ja Wo NV on verkkojen Hy ja Ho parilli-
sasteisuuden nojalla parilliset maarat alkioita. Koska Wy = W7 AWs, niin Lemman

I 5.9 nojalla on voimassa
WonV=WiNV)AW.nNV).

Edellisesta seuraa Korollaarin I 5.16 nojalla, etta joukossa WyNV on parillinen maara
alkioita; taten luku dp,(x) = |WoNV| on parillinen. On néytetty, ettd verkko Hy

on parillisasteinen. O

Esimerkki Seuraava kuva esittaa “kirjekuoriverkon” kahta renkaistoa U ja W seké

niiden symmetrista erotusta UAW.

U W uaw
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Koska ryhmén (P(Vg), A) neutraalialkio () on G:n renkaisto ja koska jokainen
ryhmén alkio on itsensa kaanteisalkio, niin Lauseen IV 2.5 tuloksesta seuraa, etta
pari (R(G),A) on ryhmé (ryhmén (P(Vg),A) “aliryhmé”). Ryhméad (R(G),A)
kutsutaan verkon G renkaistoryhmdksi.

Lauseen IV 2.5 avulla voimme todistaa viela eraédn luonnehdinnan renkaan ole-

massaololle verkossa. Todistamme ensin seuraavan apulauseen.

IV 2.6 Lemma Olkoot a ja b verkon G pisteita, a # b ja olkoot T ja  yksinkertaisia
kulkuja G:ssé pisteestd a pisteeseen b. Télloin joukko V (z)AV (y) on G:n renkaisto.

Todistus. Olkoon = = (zg,...,Z,) ja ¥ = (yo,...,yr). Tarkastellaan neljad eri ta-
pausta.

Tapaus 1 On voimassa ab € V(z) ja ab € V(). Talléin kulkujen Z ja § yksinkertai-
suudesta seuraa, etté on voimassa T = (a,b) = 7 ja taten V(Z)AV (y) = 0.

Tapaus 2: On voimassa ab € V(Z) ja ab ¢ V(y) . Talléin = (a,b) ja kulku
Z = (Y0, ..., Yk, Yo) on yksinkertainen kierros G:ssi. Koska ab ¢ V(7), on voimassa
k > 1 ja tasta seuraa, etta kulun z askelten lukumaéra on suurempi kuin kaksi. Nain
ollen V(Z) on G:n rengas. Liséksi on voimassa V (2) = V() UV (y) = V(2)AV (y).
Tapaus 3: On voimassa ab € V(7) ja ab ¢ V(z) . Tami tapaus kiisitellifin aivan
samoin kuin Tapaus 2.

Tapaus 4: On voimassa ab ¢ V() ja ab ¢ V(y). Télléin n > 1 ja k > 1. Merkitiin
G":lla ehtojen Pgr = Pg ja Vg = Vg U {ab} miirdamis verkkoa. Kulut 7/ =
(20, ooy Tn, o) ja ¥ = (Yo,---, Yk, Yo) ovat yksinkertaisia kierroksia verkossa G’ ja
kummankin askelten lukuméérd on suurempi kuin kaksi; tdten U = V(z') ja W =
V(y') ovat G':n renkaita. Lauseen IV 2.5 nojalla joukko UAW on G’:n renkaisto.
Koska U = V(z)U{ab} ja W = V() U{ab}, on voimassa UAW = V (Z)AV (); niin
ollen joukko V(Z)AV (y) on renkaisto. O

Luonnehdimme nyt renkaan olemassaoloa kulkujen avulla.

IV 2.7 Lause Verkossa G on rengas jos ja vain jos on olemassa sellaiset GG:n pisteet
a ja b, ettd a # b ja G:ssa on ainakin kaksi eri yksinkertaista kulkua pisteesta a

pisteeseen b.
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Todistus. Valttamattomyys. Renkaan olemassaolosta seuraa lauseessa mainitun eh-
don voimassaolo: jos nimittidin G:ssad on rengas, niin talldin G:ssa on yksinkertainen
kierros (zo, ..., Tp), missd n > 2; tissa tapauksessa voidaan valita a = x1 ja b = z,
jolloin (z1, ..., z,) ja (z1, xg) ovat kaksi eri yksinkertaista kulkua pisteesté a pisteeseen
b.

Ruittavyys. Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset G:n pisteet a ja b ja sellaiset G:n
yksinkertaiset kulut Z ja y pisteestad a pisteeseen b, ettd a # b ja ¥ # y. Lemman
IV 2.6 nojalla joukko V' (Z)AV(y) on G:n renkaisto. Lisdksi ndhddén, koska Z ja g
ovat yksinkertaisia kulkuja a:sta b:hen ja T # g, ettd V(Z) # V(y): jos vaikkapa Z =
(20, .-y xn) ja ¥ = (Yo, ..., Yk) ja jos merkitdan j = max{i : (g, ..., ;) = (Yo, -, ¥i) }
niin talldin on voimassa j < n ja T;,Z,41 € V(Z) N V(y). Edellisesta seuraa, etté

G:n renkaisto V(Z)AV (y) on epétyhjé; tdten verkossa G on rengas. O

3. EULERIN KULUT.

Kuten edella mainitsimme, ainakaan toistaiseksi ei ole 10ytynyt mitaan valtta-
mattomia ja riittavia ehtoja, joiden avulla voisi helposti paatella onko annetussa
verkossa Hamiltonin kulkua vai ei. Tarkastelemme nyt kulkuja, jotka verkon pis-
teiden asemesta luettelevat yksinkertaisesti verkon viivat; tallaisia kulkuja kutsutaan
Eulerin kuluiksi. Osoitamme seuraavassa, ettd Eulerin kulkujen olemassaololle 16ytyy
luonnehdinta yksinkertaisella ehdolla, jonka voimassaolo on usein helposti tarkastet-

tavissa annetun verkon tapauksessa.

IV 3.1 Maaritelma Olkoon G verkko. Eulerin kulku verkossa G on sellainen kulku

(zo,...,zn) G:ssi, ettd jokainen G:n viiva esiintyy tédsmaélleen yhden kerran jonossa

(X1, s T1Tmy )

Jos Eulerin kulku (o, ..., x,,) on kierros, niin sanomme sen olevan Fulerin kierros.

Kulku z = (g, ..., z,) verkossa G on téten Eulerin kulku G:ssé jos ja vain jos
seuraavat kaksi ehtoa toteutuvat:(1) kaikilla 0 < i < j < m on voimassa T;—1%; #
T;1T5; (2) V() = Ve

Koko verkkoteorian voi katsoa alkaneen v. 1736 ilmestyneesta artikkelista, jossa

L. Euler ratkaisi seuraavan nk. Konigsbergin siltojen ongelman.
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IV 3.2 Esimerkki Konigsbergin kaupungin (nyk. Kaliningrad) ldpi virtaavan
Pregel—joen ja sen sivuhaaran rantoja sekd Kneiphofin saarta yhdistdméan oli ra-

kennettu alla olevan kaavakuvan mukaiset seitseman siltaa:

Kaupunkilaiset olivat pohtineet seuraavaa ongelmaa: Olisiko mahdollista kul-
kea jotakin reittia pitkin kaikkien seitseman sillan yli kulkematta minkaan sillan yli
kahteen kertaan? Ongelman ratkaisemiseksi yritetdan kuvata sitd verkkojen avulla.
Annetaan aluksi jokien erottamille maa—alueille ja maa—alueita yhdistéville silloille
nimet ja muodostetaan tadman jalkeen alla oikeanpuolisen kuvion mukainen “verk-
ko”, jonka pisteinad ovat maa—alueet m, n, k, [ ja viivoina maa—alueita yhdistavat sillat

aubacad7eafag'

a b f
— [
m
k
— e
I
|c |d
n g

Valitettavasti kuvion “verkko” ei ole verkko annetun maéaritelméan mielessé, koska

verkon maaritelmésta seuraa, ettd verkon kahden pisteen valilla voi olla vain yksi
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viiva. Saamme maéaritelman mukaisen verkon ottamalla pisteiksi seka kaikki maa—
alueet etti kaikki sillat ja ottamalla viivoiksi kaikki ne viivat pi, joilla sillan 7 toinen

paa sijaitsee alueella p; tama verkko on kuvattu alla olevassa kuvassa.

Naemme helposti, etta Konigsbergin siltojen ongelma palautuu Eulerin kulun

etsimiseen ylla kuvatusta verkosta.

Seuraavassa annamme luonnehdinnan Eulerin kulun olemassaololle verkon pa-
rillisasteisuuden ja yhtenaisyyden avulla. Kyseisen luonnehdinnan todistamisessa

voimme kayttaa hyvaksi aikaisempia renkaistoja koskevia tuloksia.

IV 3.3 Lemma Jos verkossa on FEulerin kierros, niin verkon viivat muodostavat

renkaiston.

Todistus. Todistamme vaitteen induktiolla verkon viivojen lukuméaaran suhteen.
Jos viivojen lukumaara on nolla, niin viivojen joukko on tyhja ja taten renkaisto.
Olkoon nyt n > 0 sellainen luonnollinen luku, etta viite patee niille verkoille, joissa
on vihemman kuin n viivaa. Naytamme, etta vaite patee talloin myos n—viivaisille
verkoille. Olkoon G n—viivainen verkko, jossa on Eulerin kierros. Jos Vi on rengas,
niin vaite pétee verkolle G. Oletamme, ettei Vi ole rengas. Olkoon Z = (xg, ..., Tp,)
Eulerin kierros verkossa GG. Koska Vg ei ole rengas, niin kulku Z ei ole yksinkertainen.
Taten on olemassa sellaiset luvut 0 < ¢ < j < n, ettd ; = z;. Merkitsemme y =
(s ...rxj) ja 2 = (x1, ...7;) % (x5, ..., T); panemme merkille, ettd ¢ ja Z ovat kierroksia
verkossa G. Koska T on Eulerin kulku G:ssé, niin on voimassa V() NV (z) = 0 ja

V(g)UV(z) = V. Merkitsemme H:lla joukon V(y) ja K:lla joukon V(2) virittamaa
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G:n aliverkkoa; télloin Vi = V (y) ja Vk = V(2). Koska Z on Eulerin kierros verkossa
GG, niin y on Eulerin kierros verkossa H ja z on Eulerin kierros verkossa K. Koska
pétee, ettd |Vy| = |[V(9)] < n = vg ja |Vk| = |[V(2)] < n = vg, niin induktio—
oletuksesta seuraa, etta joukot Vi ja Vi ovat renkaistoja. Tasta seuraa, koska Vi N

Vi = 0, etta joukko Vi U Vg = Vg on renkaisto. O
Yhtenaisen verkon tapauksessa patee myos edellisen tuloksen kaanteistulos.

IV 3.4 Lemma Jos yhtendisen verkon viivat muodostavat renkaiston, niin verkossa

on Fulerin kierros.

Todistus. Todistamme induktiolla luvun n suhteen, etta jos yhtenaisen verkon vii-
vojen joukko on n:n erillisen renkaan yhdiste, niin verkossa on Eulerin kierros. Vaite
patee triviaalisti tapauksissa n = 0 ja n = 1. Oletamme nyt, ettd n > 0 ja etta
olemme jo todistaneet vaitteen niille yhtenaisille verkoille, joiden viivojen joukko on
n—1:n erillisen renkaan yhdiste. Olkoon G sellainen yhtenéinen verkko, etté sen kaik-
kien viivojen joukolla on esitys Vi = |J W, missd W on erillinen perhe G:n renkaita ja
[W| = n. Todistamme viitteen verkolle G. Merkitsemme jokaisella W € W G(W):114
renkaan W virittdmad G:n aliverkkoa; panemme merkille, ettd verkko G(W') on yh-
tendinen. On voimassa G = \/y;, ¢\, G(W) ja téstd seuraa Lemman III 3.11 nojalla,
koska G on yhtendinen, ettd joukolla W on sellainen esitys W = {W; :i =1, ...,n},
ettd jokaisella 1 < ¢ < n on voimassa Pgw,) N Paw,) # () jollain j < 4. Mer-
kitsemme G’ = \/:-L:_l1 G(W;). Verkko G’ on lemman III 3.12 nojalla yhten&inen.
Induktio—oletuksen nojalla verkossa G’ on Eulerin kierros £ = (zg, ...., xx). Olkoon
luvulle j < n—1 ja G:n pisteelle p voimassa p € Pgw, )N Paw,). Olkoon z sellainen
yksinkertainen kierros verkossa G, ettd W, = V(Z); voimme olettaa, ettd Z on pis-
teestéd p ldhtevé kierros. Koska p € P(G(W;)) C Pg: = P(Z), on olemassa sellainen
luku [ < k,ettd 2; = p. Nyt ndemme helposti, ettd jono (z, ..., x;) x 2 x (2, ..., x) on

FEulerin kierros verkosssa G. |

Seuraavassa lauseessa luonnehdimme sellaisia verkkoja, joissa ei ole eristettyja
pisteita ja joissa on Eulerin kulku. Eristettyjen pisteiden puuttumista koskeva rajoi-
tus ei ole kovin oleellinen, silla eristetyilla pisteilla ei ole merkitysta Eulerin kulun
olemassaololle: jos nimittain G ja H ovat verkkoja, joille patee, etta Vo = Vy, niin

verkossa G on Eulerin kulku jos ja vain jos verkossa H on Eulerin kulku.
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IV 3.5 Lause Olkoon G verkko, jossa ei ole eristettyja pisteita. Talloin verkossa G

on Fulerin kierros jos ja vain jos G on yhtendinen ja parillisasteinen.

Todistus. Valttamattomyys. Jos G:ssa on Eulerin kierros, niin G on Lemman IV 3.3
ja Korollaarin IV 2.4 nojalla parillisasteinen; koska G:ssa ei ole eristettyja pisteita,
niin Eulerin kierros kay jokaisessa G:n pisteessa ja GG on taten Lauseen III 4.8 nojalla
yhtenainen.

Ruittavyys. Lemma IV 3.4 ja Korollaari IV 2.4. O

Luonnehdimme seuraavaksi niita eristettyja pisteita vailla olevia verkkoja, joissa

on sellainen Eulerin kulku, joka ei ole kierros.

IV 3.6 Lause Olkoon G verkko, jolla ei ole eristettyja pisteita ja olkoot a ja b G:n
pisteitd, a # b. Téalléin G:ssa on Eulerin kulku pisteestd a pisteeseen b jos ja vain jos
G on yhtendinen, pisteet a ja b ovat paritonasteisia ja kaikki muut G:n pisteet ovat

parillisasteisia.

Todistus. Kaytamme todistuksessa hyvaksi seuraavaa konstruktiota: valitsemme
jonkun “pisteen” g, joka ei kuulu joukkoon Pg ja maarittelemme uuden verkon G’
asettamalla Pg: = Pg U {q} ja Vg = Vg U {agq, ¢b}. Panemme merkille, etti koska
G:ssi el ole eristettyja pisteita, niin myoskaan verkolla G’ ei ole eristettyja pisteita.
Valttamdttomyys. Oletamme, ettd verkossa G on sellainen Eulerin kulku z =
(20, ..., Ty), ettd g = a ja x, = b. Ndemme helposti, ettd jono (q,xoq, ..., Tpn,q)
on Eulerin kierros verkossa G’. Néiin ollen G’ Korollaarin IV 1.9 nojalla parillisastei-
nen. Jokaisella © € Pg ~\ {xg,x,} on voimassa dg(x) = dg/(x), joten verkko G on
parillisasteinen pisteessi x. Toisaalta, jos y = x¢ tai y = x,, niin dg(y) = dg/(y) — 1
ja tasta seuraa, ettd verkko G on paritonasteinen pisteessd y. Nain ollen verkossa
G on tasmalleen kaksi paritonasteista pistettd, nimittédin pisteet o = a ja x, = b.
Toisaalta, koska G:ssa ei ole eristettyja pisteitéd, niin Eulerin kulku = kay jokaisessa
G':n pisteessa. Lauseen III 4.8 nojalla verkko G on yhtenainen.

Ruittavyys. Oletamme, ettd G on yhteniinen ja etta a ja b ovat ainoat G:n paritonas-
teiset pisteet. Verkon G’ pisteen y aste maardytyy seuraavasti. Jos y € Pg \ {a, b},
niin dg/(y) = dg(y). Jos y € {a,b}, niin de/(y) = da(y) + 1. Jos y = ¢, niin
dg: (y) = 2. Edellisen nojalla verkko G’ on parillisasteinen. Verkon G yhtenaisyydes-

td seuraa, ettd myos verkko G’ on yhtendinen. Korollaarin IV 1.9 nojalla verkossa
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G’ on Eulerin kierros z = (x, ..., z,); voidaan olettaa, ettd & on G’:n pisteestd ¢

lahteva kierros eli etta xg = x,, = q. Koska  on Eulerin kierros, niin on voimassa

ToT1 # Tp_1Zn; téstd seuraa, koska @q ja qb ovat ainoat verkon G’ viivat, joilla on
piste ¢ toisena paatepisteend, etti on voimassa {x1,z,_1} = {a, b} ja x; # q jokaisella

0 <7 < n. Edellisen nojalla patee, etta

{Zi@2, ... Th 2T} = Vo {q_a,@} =Vg.

Edellé esitetysta seuraa, ettd jono y = (z1,...,2,—1) on Eulerin kulku verkossa G.
Koska {z1,2,-1} = {a, b}, niin on voimassa joko x; = a ja z,—1 = b tai X; = b ja
Tn—1 = a; ensimmaisessa tapauksessa y on Eulerin kulku G:ssé pisteesta a pisteeseen
b ja jalkimmaéisessd tapauksessa (z,—_1,...,21) on Eulerin kulku G:ssd pisteestd a

pisteeseen b. O

Korollaarin IV 2.4 nojalla verkon paritonasteisten pisteiden lukumaara on pa-
rillinen; erityisesti, jos paritonasteisia pisteita on korkeintaan kaksi kappaletta, niin
joko niitd on tasmalleen kaksi kappaletta tai sitten verkko on parillisasteinen. Nain

ollen Lauseiden IV 3.5 ja IV 3.6 tulokset voidaan yhdistaa seuraavalla tavalla.

IV 3.7 Korollaari Eristettyja pisteita vailla olevassa verkossa on Eulerin kulku jos

Jja vain jos verkko on yhtenainen ja siina on korkeintaan kaksi paritonasteista pistetta.

IV 3.8 Esimerkkeja. (a) Korollaarin IV 3.9 tuloksesta seuraa, ettei kaikkia Ko-
nigsbergin siltoja voi ylittaa kulkematta jonkun sillan yli useampaan kertaan, silla

Esimerkissa IV 3.2 mainitussa verkossa on nelja paritonasteista pistetta.

(b) Ongelma: Onko mahdollista suorittaa shakkipelin ratsulla perdkkéain kaikki
sallitut siirrot yhteen suuntaan toistamatta mitdan siirtoa edes toiseen suuntaan?
Ratkaisu: Ongelma palautuu Eulerin kulun etsimiseen shakkipelin hevoseen
liittyvasta verkosta H, jota olemme tarkastelleet edella mm. Esimerkissa III 2.5.
Kyseisessa esimerkissa totesimme, etta kullakin verkon H kahdeksalla “nurkkaruudun
viereisella reunaruudulla” on asteena kolme. Téten verkossa H ei ole Eulerin kulkua

ja ongelmassa mainittua tehtavaa ei ole mahdollista suorittaa.

(c) Tehtéavit, joissa pyydetdan piirtaméaén joku kuvio “yhteen kertaan kynai nosta-
matta”, palautuvat Eulerin kulkujen etsimiseen kuvioita vastaavista verkoista. Seu-

raavassa eraita tallaisia kuvioita:
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4. VERKON YKSISUUNTAISTUKSET.

Suhteikon sanotaan olevan yksisuuntainen, mikali siina ei ole kahta “vastakkais-
ta” nuolta ab ja ba. Verkko on yksisuuntainen vain siina triviaalissa tapauksessa,
etta silla ei ole yhtdan viivaa; kuitenkin myos epatriviaaleihin verkkoihin liittyy yk-

sisuuntaisia suhteikkoja, joiden tarkastelu saattaa selvittaa verkon rakennetta.

Mééritelmd Olkoon G verkko. Suhteikko G on verkon G yksisuuntaistus, jos G

on yksisuuntainen ja G =G.

Médritelméin mukaisesti G on siis Gin yksisuuntaistus, mikali G on saatu G:sti
valitsemalla jokaisella Ty € V, jompikumpi, mutta ei molempia, nuolista Ty ja y
joukkoon Ng.

Jos G on yhtendinen verkko, niin jokainen G:n yksisuuntaistus on Lauseen III
3.3 nojalla yhtenainen. Tarkastelemme nyt eraita yhtenaisyytta voimakkaampia omi-
naisuuksia verkkojen yksisuuntaistusten yhteydessa.

Téaydellisen verkon jokainen yksisuuntaistus on taydellinen suhteikko, joten Lauseen
III 5.4 korollaari osoittaa, etta taydellisen verkon jokaisella yksisuuntaistuksella on

juuri. Mielivaltaisen yhtenaisen verkon tapauksessa patee seuraava heikompi tulos.

IV 4.1 Lause Olkoon G yhtenainen verkko ja olkoon a G:n piste. Talloin G:1ld on

sellainen yksisuuntaistus é, ettid a on G:n juuri.
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Todistus. Koska G on yhtendinen, niin jokaisella y € Pg on olemassa kulku (zq, ..., x,,)
pisteestéd a pisteeseen y. Merkitdén jokaisella y € Pg, f(y):11a pienintéd lukua n € N,

jolla G:ssa on n—askeleinen kulku a:sta y:hyn.

Jokaisella v € Vi valitaan nuoli ay b, siten, etti ayb, = v ja f(ay) < f(by).
Talloin suhteikko é, joka madrédytyy ehdoista Ps = Pg ja Nz = {m :v € Vi), on
verkon G yksisuuntaistus.

Osoitetaan, etta a on suhteikon G juuri. Olkoon y G piste. Talloin y € Pg,
joten G:ssé on kulku (xg,...,x,) a:sta y:hyn, missi n = f(y). Osoitetaan, ettd
(20, ..., ) on myds kulku suhteikossa G. Tehdiian vastaviite: on olemassa sellainen
i € [n], ettd T;—1x; ei ole suhteikon G nuoli. Koska T;17; € Vi ja TiiT, ¢ Ngx,
niin Z;7;,—{ € Ng ja tdstd seuraa joukon Ng alkioiden valinnan nojalla, ettd on
voimassa f(x;) < f(x;—1). Koska (zg,...,z;—1) on i —1 — askeleinen kulku G:ssi
pisteesté a pisteeseen z;_1, niin on voimassa f(z;—1) <1 — 1. Néin ollen pétee, etté
fx;) < f(zi—1) <i—1. Olkoon (yo, ..., yx) sellainen kulku G:ssé a:sta z;:hin, ettd
k = f(z;). Talléin on voimassa k = f(z;) < i — 1. Mutta nyt (Yo, ..., Yk, Tit1s .-, Tn)
on kulku G:ssé a:sta y:hyn ja tdmén kulun askelten lukuméérd on k+ (n—i) < n—1;
tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd n = f(y). Edellisen nojalla vastavéite on véara

ja suhteikossa G on titen kulku (xo, ..., Tn) pisteestid a pisteeseen y. O

Yleensa annetulla yhtenaisella verkolla on useita eri yksisuuntaistuksia, joilla on

annettu verkon piste juurena.

IV 4.2 Esimerkki Alla molemmat oikealla puolella olevat suhteikot ovat vasem-

malla kuvatun verkon G yksisuuntaistuksia ja kummallakin on G:n piste ¢ juurena.
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Tietyissa kaytdnnon tilanteissa haluaisimme 16ytaé annetulle (yhtenéiselle) ver-
kolle G sellaisen yksisuuntaistuksen é, ettd suhteikossa G voidaan kulkea misti ta-
hansa pisteesta mihin tahansa muuhun pisteeseen.

Naemme helposti ylla olevassa esimerkissa, etta jos G on sellainen G:n yksisuun-
taistus, jolla on piste a juurena, niin G:ssi on oltava nuoli ¢é; vastaavasti, jos G on
sellainen G:n yksisuuntaus, jolla on piste g juurena, niin G:ssi on oltava nuoli e¢.
Emme siis voi yksisuuntaistaa verkkoa G siten, ettd sekd a ettd g olisivat juuria.
Néin ollen mikaan G:n yksisuuntaistus ei ole vahvasti yhtendinen. Luonnehdimme

nyt niita verkkoja, joilla on vahvasti yhtenéinen yksisuuntaistus.

IV 4.3 Maaritelma Verkko G on kahdesti yhtendainen, mikali jokaisella v € Vi,

verkko G — v on yhtenéinen.
Lemman IV 1.2 nojalla saamme seuraavan tuloksen.

IV 4.4 Lause Verkko on kahdesti yhtenainen jos ja vain jos verkko on yhtendinen

Jja sen jokainen viiva kuuluu johonkin renkaaseen.
Seuraava tulos antaa perustelun ylla kayttoonottamallemme nimitykselle.

IV 4.5 Lemma Verkko G on kahdesti yhtenainen jos ja vain jos jokaisella joukon
P aidolla, epéatyhjélld osajoukolla P, verkossa G on ainakin kaksi viivaa joukkojen

P ja Pg ~ P valilla.
Todistus. Harjoitustehtava. O

IV 4.6 Lause Verkolla on vahvasti yhtenainen yksisuuntaistus jos ja vain jos verkko

on kahdesti yhtendainen.

Todistus. Valttamattomyys. Oletamme, ettd verkolla G on vahvasti yhten&inen
yksisuuntaistus G. Osoitamme edellisen lemman avulla, etta verkko G on kahdesti
yhtendinen. Olkoon P joukon Pg; epatyhja aito osajoukko. Koska G on vahvasti
yhtenainen, G:ssd on nuoli ab joukkoon P ja nuoli cd joukosta P. On voimassa
ab #* cd ja téstd seuraa, koska G on yksisuuntainen, ettd ab # cd. Koska G on Gin
yksisuuntaistus, niin ab ja cd ovat G:n viivoja; lisiksi kumpikin niisté viivoista on
joukkojen P ja Pg ~ P vilinen viiva. Olemme osoittaneet, ettd edellisen lemman

ehto toteutuu.
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Ruittdvyys. Oletamme, etta verkko G on kahdesti yhtendinen. Osoitamme, etta
G114 on vahvasti yhtenéinen yksisuuntaistus. Viite pétee triviaalisti jos |Pg| = 1,
joten voimme olettaa, ettid |Pg| # 1. Lauseen IV 4.4 nojalla voimme kirjoittaa
Ve = Ui, Ri, missé kukin R; on rengas. Jokaisella i € [n] on olemassa sellainen
yksinkertainen kierros z' = (xf), ..., #!, ) verkossa G, ettd R; = V(z'). Panemme mer-
kille, etta G:ssi el ole eristettyja pisteitd ja ettd titen on voimassa Pg = [J;—, P(z").

Maarittelemme G:n yksisuuntaistuksen G seuraavasti. Olkoon v verkon G viiva.
Merkitsemme k:114 epétyhjan lukujoukon {i € [n] : v € R;} pienintd lukua. Olkoon

k k

j € [nk] se luku, jolle pitee, ettd v = 7 z7. Suunnistamme viivan v valitsemalla

k k-
nuolen z;_;x; joukkoon Ng.

Osoitamme, etta G on vahvasti yhtenainen. Olkoon P joukon Ps = Pg epétyhja
aito osajoukko. Koska G on yhtendinen, viivajoukko V = {pg € Vg : p € Pjaq €
Pg ~ P} on epityhja. Merkitsemme k:lla joukon {i € [n] : V N R; # 0} pieninta

lukua. Lemman III 4.1(c) nojalla voimme olettaa, etti zfz¥ on joukkojen P ja

Pg ~ P vilinen viiva. Oletamme, etti vaikkapa zf € P ja 2% ¢ P; tapauksen

zk ¢ P ja 2} € P voimme kiisitelld aivan vastaavasti. Merkitsemme j:114 suurinta

niistd luvuista i € [ng], joilla z¥ ¢ P. Panemme merkille, ettd on voimassa j < ng,
k_k ko k

koska mﬁk =k € P. Nyt 2z} on nuoli joukosta P ja xjxj;q on nuoli joukkoon P.

Lisdksi ndmé nuolet kuuluvat joukkoon N, silla luvun k& minimaalisuudesta seuraa,

ettei kumpikaan joukkojen P ja Pg ~\ P vilisisté viivoista zfz} ja z¥z% | voi kuulua

mihinkdén joukkoon R;, missd ¢ < k. Olemme osoittaneet, ettd suhteikko G on

vahvasti yhtenainen. O

Edellisen lauseen tulos antaa esimerkiksi riittdvén ja vélttdmattomén (joskin
teoreettisen) ehdon sille, etté jossakin kaupungissa kaikki kadut voitaisiin tehd4 yksi-
suuntaisiksi ilman, etta estettaisiin paasya mistaan paikasta mihinkaan toiseen paik-

kaan.
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HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN IV
1. Nayta, etta tetraedriin liittyvéssa verkossa (eli verkossa K4) ei ole kahta erillistd ren-

10.

11.

gasta.

. Nayta, etta tetraedriin liittyvén verkon renkaiden lukumé&ara on seitseman.

. Osoita, ettd viiden pisteen taydellisessa verkossa K5 ei ole kahta kesken&dan erillista

neliota (eli 4-rengasta).

. Nayta, ettd jos verkon K5 jokainen viiva varitetdan joko siniseksi tai punaiseksi, niin

varitetystad verkosta 16ytyy yksivarinen rengas. Péteeko vastaava tulos verkolle K47

. Olkoon A joukon [n] k-osajoukko, missd k > 2. Néyté, ettd tdydellisessd verkossa

(k—1)!

Ky :ssé on tasmalleen -~ sellaista k-rengasta, joiden viivojen paatepisteet ovat jou-
kossa A.

[Ohje: jokaiseen sellaiseen renkaaseen liittyy kaksi joukon A syklistd permutaatiota
(katso Luvun II harjoitustehtava 47).]

. Johda edellisen tehtavan avulla lauseke verkon K, renkaiden lukumaéaaralle. Vertaa

lausekkeesi antamaa tulosta tapauksessa n = 4 ylla tehtavéssa 2 annettuun lukuun.

Alla olevassa Petersenin verkon P esityksessd nakyy selvésti uloimpien viivojen muo-
dostama 5-rengas. Nahdaan myo6s helposti etta sisimpien viivojen muodostama tahti-
kuvio on P:n 5-rengas, joka on erillinen ulommasta 5-renkaasta. Nayta, ettd vastaava
tilanne patee verkon P jokaisen 5-renkaan kohdalla (eli ettd jos R on mielivaltainen
P:n 5-rengas, niin P:ssd on R:sté erillinen 5-rengas).

. Osoita edellisen tehtdvan avulla, ettd Petersenin verkon kaikkien 5-renkaiden joukko

voidaan esittda kuuden eri 10-viivaisen renkaiston yhdisteena.

. Osoita, ettei Petersenin verkossa ole yhtdan kolmiota tai neliGta.

Osoita, ettd verkko on kaksijakoinen (katso Luvun IIT harjoitustehtéva 7) jos ja vain
jos verkon jokaisessa renkaassa on parillinen maara viivoja.

Osoita, etta verkko G on rengasverkko jos ja vain jos G on yhtenainen ja 2—sdénnollinen
(katso Luvun IIT harjoitustehtéava 24).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Osoita, ettd taydellisen verkon Kaj,41 kaikkien viivojen joukolle V' 16ytyy sellainen
esitys renkaistona: V = U?:l V(z;), ettd kulut z; ovat Ko, 1:n Hamiltonin kierroksia.

Oletetaan, ettd tasoverkko G on esitetty yksinkertaisesti tasossa (katso Harjoitusteh-
tava 111 38). Voidaan osoittaa, ettd esityksen janat jakavat tason aérellisen moneen
osaan, joista kullakin on janojen muodostama murtoviiva “reunana”; naista osista yk-
si on rajoittamaton ja muut rajoitettuja. Kyseisid tason osia kutsutaan tasoverkon
alueiksi. Esimerkiksi alla kuvattu verkko jakaa tason rajoittamattomaan alueeseen A
seka rajoitettuihin alueisiin B,C,D,E,F ja G.

A

Osoita, ettd tasoverkon jokaista rajoitettua aluetta reunustavan murtoviivan sisalta-
mien janojen joukko (tarkemmin: naitd janoja vastaavien verkon viivojen joukko)
on verkon rengas. Osoita, ettd kaikki ndmé& renkaat yhdessd virittavat verkon ren-
kaistoryhmén (toisinsanoen, ettd jokainen verkon renkaisto voidaan esittdd muodossa
R1A--- ARy, missé R;’t ovat alueiden reunoihin liittyvid renkaita). Osoita my0s, etté
nama “reunarenkaat” ovat toisistaan riippumattomat siind mielessé, ettei mitaan niista
voida esittad muiden reunarenkaiden symmetrisend erotuksena.

Dominopalikan kummassakin paéssa on 0 — 6 pistettd. Todista, ettd kaikki domino-
palikat (yksi kutakin tyyppid) voidaan sovittaa yhteen umpinaiseksi renkaaksi, jossa
palikoiden toisiaan koskettavissa péaissid on sama pisteluku. Onko tdmé mahdollista,
jos pisteitd on 0 — 57

Luonnehdimme edelld Eulerin kulun olemassaoloa vain verkkojen tapauksessa, mut-
ta tuloksilla on my6s vastineet yleisille suhteikoille. Olkoon S suhteikko ja olkoon
Z = (zg,...,Tn) kulku suhteikossa S. Sanomme, ettd T on Fulerin kulku pitkin suh-
teikon S nuolia, mikéli jokainen S:n nuoli esiintyy tdsmélleen yhden kerran jonossa
(Toxd, ..., Tn—1Zn); jos T on lisdksi kierros, niin sanomme, etta se on Fulerin kierros
pitkin suhteikon S nuolia.

Nayta, ettd eristettyja pisteita vailla olevassa suhteikossa S on nuolia pitkin kulkeva
Eulerin kierros jos ja vain jos S on yhtenéinen ja d"S' () = dg(z) jokaisella x € Pg.

[Ohje: muunna Lauseen IV 3.5 todistusta.]

Osoita edellisen tehtévéan avulla, ettd jokaisessa yhtenaisessd verkossa on nuolia pitkin
kulkeva Eulerin kierros.

Osoita, ettd jos S on eristettyja pisteita vailla oleva suhteikko, niin S:ssd on nuolia
pitkin kulkeva Eulerin kulku S:n pisteestd a S:n pisteeseen b, missd a # b, jos ja vain



150

HARJOITUSTEHTAVIA

18.

19.

20.

21.

22.

23.

jos S on yhteniinen, dg (a) = d'g(a) +1, dg?(b) = dg(b) +1 ja jokaisella z € Pg\ {a,b}
on voimassa dg () = dg(z).
[Ohje: Tehtévéan 15 tulos ja Lauseen IV 3.7 todistus.]

Aseta 8 mnollaa ja 8 ykkostd renkaaksi niin, ettd jokainen yhdistelméa
0000, 0001, ...,1111 esiintyy siind kerran. (Vihje: Nuolia pitkin kulkeva Eulerin kulku
suhteikossa, jonka pisteet ovat 000,001, ...,111.)

Olkoon S suhteikko, jolla on pistejoukkona [4] ja yhteysmatriisina

_ =0 O
O = O =
_— o O =
oo O

Etsi S:lle a) nuolia pitkin kulkeva Eulerin kulku ja b) Hamiltonin kulku, mikéli sellainen
kulku on olemassa.

Etsi seuraavassa kuvatuille verkoille vahvasti yhtenaiset yksisuuntaistukset.

AR

Olkoon G verkko. Osoita Korollaarin III 2.4 avulla, ettd jos G ei jo valmiiksi ole
parillisasteinen, niin G voidaan tehda parillisasteiseksi “lisadmalla yksi piste”, toisin
sanoen, on olemassa sellainen parillisasteinen verkko H, ettd P C Py, |Pg ~\ Pg| =1
ja G on joukon Pg virittama H:n aliverkko.

Osoita Eulerin Lauseen (IV 3. 5) ja edellisen tehtavin avulla, etté jokaisella verkolla G
on sellainen yksisuuntaistus G, etti jokaisella z € Pg on voimassa |d+( )—d ( )| < 1.

Etsi edellisen tehtavan mukainen yksisuuntaistus seuraaville verkoille:

]

. .




LUKU V

Puut

1. PUIDEN PERUSOMINAISUUDET.

V 1.1 Maaritelma Olkoon G verkko.
G on renkaaton, jos G:11a ei ole yhtaan rengasta.

G on puu, jos G on renkaaton ja yhtenainen.

V 1.2 Esimerkki Seuraava kuva esittda puita, joilla on korkeintaan viisi pistettas:

R S G & S G D G V.

On helppo nahda, etta kuvassa on esitetty siind mielessa kaikk: korkeintaan vii-
sipisteiset puut, etta jokainen téallainen puu on isomorfinen jonkun kuvassa nékyvan
puun kanssa. Seuraavassa kuvassa on puolestaan esitetty isomorfiaa vaille kaikki

erilaiset kuusipisteiset puut.

el Ul olle A2 NA

Aikaisempien tulosten avulla voidaan johtaa tarkea yhtalo, joka vallitsee puun

pisteiden ja viivojen lukumaéarien valilla.
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V 1.3 Lause Jokaiselle epatyhjalle puulle T' on voimassa yhtalo

vr =pr —1

Todistus. Olkoon 7" puu. Koska 7" on yhtendinen, niin Lauseen III 3.11 nojalla on
voimassa epayhtalo vy > pp — 1. Toisaalta, koska T' on renkaaton, niin Lauseen IV
1.9 nojalla patee epayhtalo vy < pr. Yhdistamalla edelliset kaksi epayhtaloa saadaan
haluttu yhtalo vy = ppr — 1. O

Edellisen lauseen yhtalo ei luonnehdi puita verkkojen joukossa, kuten naemme
vaikkapa tarkastelemalla verkkoa K3V ({4}, (), joka koostuu yhdesta kolmiosta seké
yvhdesta eristetysta pisteesta.

V 1.4 Maéaritelma Puun T piste z on T:n lehti, mikali dp(z) = 1.

V 1.5 Lause A. Jos puulla on ainakin kaksi pistetta, niin silld on ainakin kaksi
lehtea.
B. Jos epatyhjan puun kaikki pisteet ovat lehtid, niin puussa on tasmalleen kaksi

pistetta.

Todistus. A. Olkoon T puu, |Pr| > 2. Korollaarin IV 1.5 nojalla T":114 on sellaiset
pisteet x ja y, ettd x # y, dr(x) < 1 ja dr(y) < 1. Koska T on yhtenéinen, T:ssi ei
ole eristettyja pisteitd; tasta seuraa, ettd dp(x) = dp(y) = 1.

B. Olkoon T sellainen epédtyhjé puu, ettd jokaisella z € Pr on voimassa dr(x) =
1. Téalldin on voimassa ) .p dr(z) = pr. Lauseen III 2.3 nojalla pitee, etti
erPT dp(z) = 2 - vp. Edellisestd seuraa, ettd pr = 2 - vp. Koska Lauseen V 1.3
nojalla pétee, ettd vy = pr — 1, niin saadaan yhtalé pr = 2- (pr — 1) ja tésta seuraa

vaadittu yhtalo pr = 2. O

Esitetaan nyt eraita valttamattomia ja riittavia ehtoja sille, etta verkko on puu.

Luonnehditaan aluksi puita kulkujen avulla.

V 1.6 Lause Verkko G on puu jos ja vain jos kaikilla x,y € Pg, missia x # y, on

olemassa tasmalleen yksi yksinkertainen kulku G:ssa pisteesta x pisteeseen y.
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Todistus. Koska G:ssa on jokaisella z € Pg kulku pisteesta z pisteeseen z, Lauseen
IIT 4.8 ja Lemman IIT 4.3 tuloksista seuraa, ettd GG on yhtendinen jos ja vain jos
kaikilla x,y € Pg, missa x # y, G:ssé on ainakin yksi yksinkertainen kulku pisteesta
x pisteeseen y. Toisaalta, Lauseen IV 2.7 nojalla, G on renkaaton jos ja vain jos
kaikilla x,y € Pg, missd x # y, G:ssd on korkeintaan yksi yksinkertainen kulku
pisteestd x pisteeseen y. Néin ollen G on yhtendinen ja renkaaton jos ja vain jos

lauseen ehto on voimassa. O

Annamme seuraavaksi luonnehdinnat puille “minimaalisina yhten&isind verk-
koina” ja “maksimaalisina renkaattomina verkkoina”. Otamme kayttoon seuraavat
nimitykset. Olkoot G ja H verkkoja. Jos on voimassa Pg = Py ja Vg & Vi, niin
sanomme, ettd H on saatu lisadmalla G:hen viivoja tai ettd G on saatu poistamalla

H:sta viivoja.

V 1.7 Lause Seuraavat ehdot ovat keskendan yhtapitavét epatyhjalle verkolle G:
A. G on puu.

B. GG on yhtendinen, mutta jokainen verkko, joka on saatu poistamalla G:sta viivoja,
on epayhtenainen.

C. G on renkaaton, mutta jokaisella verkolla, joka on saatu lisdamélld G:hen viivoja,

on rengas.

Todistus. A=—B ja A=—C: Oletetaan, ettd G on puu. Talléin G on yhtenidinen
ja renkaaton ja Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa yhtalo vg = pg — 1. Olkoon nyt
H verkko, joka on saatu poistamalla G:sta viivoja. Talloin on voimassa py = pa ja
vg < vg, joten vy < vg = pg —1 = pg — 1. Lauseen III 3.11 nojalla verkko H
on epayhtenainen. On osoitettu, ettd ehto B on voimassa. Olkoon H' verkko, joka
on saatu lisédmalld G:hen viivoja. Téalldin on voimassa py = pg ja vl > vg, joten
vy > v = pg — 1 = pfy — 1. Lauseen IV 1.9 nojalla verkolla H' on rengas. On
osoitettu, ettd ehto C on voimassa.

B=-A: Oletetaan, ettd ehto B patee. Talloin G on yhtenainen, joten G on puu,
mikali G on renkaaton. Verkon G renkaattomuus seuraa Lemman IV 1.8 tuloksesta,
silla jokainen muotoa G — v, missa v € Vi, oleva verkko on saatu poistamalla G:sta
viivoja.

C==-A: Oletetaan, etta ehto C patee. Talloin G on renkaaton, joten G on puu, mikali

G on yhtendinen. Jos G on taydellinen verkko, niin G on yhtenainen. Oletetaan,
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ettei G ole taydellinen. Talloin on olemassa sellaiset G:n pisteet x ja y, ettd x # y
ja Ty ¢ V. Merkitddn v = Ty ja méiritellddn verkko H asettamalla Py = Pg
ja Vg = Vg U {v}. Télloin verkko H on saatu verkosta G viivoja lisddmalla, joten
verkossa H on rengas W. Koska verkko GG on renkaaton, ndhdaan ettd v € W.
Lemman IV 1.8 nojalla verkko H — v on yhtenainen. Koska H —v = G, on osoitettu,

ettd verkko G on yhtendinen. O

V 1.8 Korollaari Seuraavat ehdot ovat keskendan yhtéapitavat epétyhjalle verkolle
G:

A. G on puu.

B. G on yhtendinen ja vg < pg — 1.

C. G on renkaaton ja vg > pa — 1.

Todistus. Puun maéritelméan ja Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa A=—B ja
A=C.

B=-A: Oletetaan, etta ehto B on voimassa. Osoitetaan, etta talloin edellisen lauseen
ehto B on voimassa. Olkoon H verkko, joka on saatu poistamalla G:sta viivoja.
Talloin on voimassa vy < vg ja pg = pg, joten vg < vg < pg —1 = pg — 1.
Edellisesta seuraa Lauseen III 3.11 nojalla, etta verkko H on epayhtendinen. On
néytetty, etta edellisen lauseen ehto B on voimassa; lauseen nojalla verkko G' on puu.
C=-A: Oletetaan, etta ehto C on voimassa. Osoitetaan, ettd tdlloin edellisen lauseen
ehto C patee. Olkoon H verkko, joka on saatu lisaamalla G:hen viivoja. Talloin
vy > Vg ja pg = pg, joten vy > vg > pg — 1 = py — 1. Edellisesta seuraa Lauseen
IV 1.9 nojalla, ettd verkossa H on rengas. On naytetty, ettd G toteuttaa edellisen

lauseen ehdon C; kyseisen lauseen nojalla G on puu. O

2 VIRITTAVAT PUUT.
Puita voidaan kayttaa hyvaksi myos sellaisten verkkojen tapauksessa, jotka eivat
ole puita. Otetaan kayttoon seuraava kasite.

V 2.1 Maaritelma Olkoon G verkko. Verkon G aliverkko H on G:n virittavd puu,
mikali H on puu ja Py = Pg.

V 2.2 Esimerkki Alla on esitetty taydellisen neljan pisteen verkon virittavia puita:
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LANTUHARNNK
NASWNAXKX

V 2.3 Lause Verkolla G on virittava puu jos ja vain jos G on yhtenainen.

Todistus. Valttamattomyys. Oletamme, ettd G:lla on virittava puu H. Koska H
on G:n yhtendinen aliverkko, jolle pétee, ettd Py = Pg, ndemme verkon G olevan
yhtenainen.

Riittdvyys. Oletamme, ettd G on yhtenainen. Merkitsemme
H ={H < G : H on yhteniinen ja Py = Pg}.

Panemme merkille, ettd on voimassa H # () koska G € H. Merkitsemme n:lla
lukujoukon {vy : H € H} pieninta lukua. Olkoon T sellainen joukon H alkio, etta
vy = n. Osoitamme, ettd T on G:n virittava puu. Koska T' € ‘H, on voimassa yhtalo
Pr = Pg; nainollen T' on G:n virittava puu, mikali 7' on puu. Kaytamme taman
osoittamiseen Lauseen V 1.7 ehdon B antamaa puiden luonnehdintaa. Koska T" € 'H,
verkko 7' on yhtenainen. Olkoon nyt L verkko, joka on saatu poistamalla T:sta
viivoja. Talloin on voimassa vy < vy = n, joten luvun n maéaritelmasta seuraa,
ettd L ¢ H; téstd puolestaan seuraa, koska P;, = Pr = Pg, ettd verkko L ei ole
yhtendinen. Olemme osoittaneet, ettd Lauseen V 1.7 ehto B on voimassa. Verkko T’

on kyseisen lauseen nojalla puu. O

Y1la esitetty todistus antaa seuraavan menetelmén yhtenaisen verkon G viritta-
van puun loytamiseksi: poistetaan G:stéd viivoja niin pitkdan kuin td&ma on mahdol-
lista tekematta saatavaa verkkoa epayhtenaiseksi; viimeiseksi saatu verkko on G:n
virittava puu. Toinen menetelma, joka perustuu Lauseen V 1.7 ehtoon C, on seuraa-
va: aloitetaan verkosta (Pg, () ja lisitaan viivoja joukosta Vg niin kauan kuin tdmé
on mahdollista ilman, etta saatavassa verkossa on yhtaan rengasta.

Jokaisella puulla on vain yksi virittava puu, mutta yleensa yhtenaisella verkol-
la on useampia eri virittavia puita. Lasketaan nyt montako virittavaa puuta n—
pisteiselld yhtenaisella verkolla voi olla, toisin sanoen, lasketaan taydellisen verkon

K,, virittavien puiden lukumééara. Todistetaan ensin eraitd aputuloksia.
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V 2.4 Lemma Olkoon T puu, jossa on vahintadn kolme pistetté ja olkoon A C Pr
joukko T':n lehtid. Tallbin joukon Pp ~. A virittdma T':n aliverkko T’ on puu. Liséksi

on olemassa sellainen kuvaus f : A — Pr ~ A, ettd Vp = Vp U{af(a) :a € A}.

Todistus. Osoitamme aluksi kuvauksen f olemassaolon. Olkoon a joukon A alkio.
Talloin @ on T:n lehti, joten on olemassa tasmalleen yksi sellainen z € Pr, etta ax €
Vr; merkitsemme téatéd alkiota z f(a):lla. Osoitamme, ettd f(a) ¢ A. Yhtendisesséa

verkossa T' on viiva v epatyhjien joukkojen {a, f(a)} ja Pr ~{a, f(a)} vélilla. Koska

af(a) € Vp, T'n lehti a ei voi olla viivan v péétepisteend ja téstd seuraa, ettd f(a)
on v:n paitepiste. Edellisen nojalla pétee, ettd f(a) ei ole T:n lehti; téten f(a) ¢ A.
Olemme osoittaneet, ettd f on kuvaus A — Pp ~ A. Joukossa {af(a): a € A} ovat
kaikki ne T:n viivat, joilla on paatepiste joukossa A; koska kaikki muut 7:n viivat
ovat joukon Pp~ A virittdman T:n aliverkon viivoja, on voimassa Vp = Vi U{W :
a€c A}

Renkaattoman verkon T aliverkko 7’ on renkaaton, joten 7’ on puu, mikali
T’ on yhtendinen. Olkoon P joukon Pr/ epétyhja, aito osajoukko. Merkitsemme
P'=PU{a € A: f(a) € P} ja panemme merkille, ettd P’ on joukon Pr epétyhji
ja aito osajoukko. Yhtenéaisessd verkossa T on sellainen viiva Ty, ettd x € P’ ja
y € Pr~ P’. Jokaisella a € AN P’ on voimassa f(a) € P’ ja tastd seuraa, etti x ¢ A;
vastaavasti, jokaisella a € A \. P’ on voimassa f(a) ¢ P’ ja tistd seuraa, ettd y ¢ A.
Edellisen nojalla patee, etta x € P ja y € Pp, . P; koska tasta seuraa myos, etta

Ty € Vs, olemme nayttaneet T”:n olevan yhtenéinen. O

V 2.5 Lemma Olkoon S epatyhja puu, olkoon A sellainen joukko, etta ANPs = () ja

olkoon f kuvaus A — Pg. Ta&ll6in ehtojen P = PsUA ja Vg = VgU{af(a):a € A}

maaradma verkko G on puu ja jokainen A:n alkio on puun G lehti.

Todistus. Panemme merkille, ettd on voimassa pg = ps + |4| ja vg = vs + |A]
ja nainollen pg — vg = ps — vs. Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa pg — vg = 1.
Edellisen nojalla patee, ettda pa — vg = 1 ja tasta seuraa Korollaarin V 1.8 nojalla,
ettd G on puu, mikali G on yhtendinen. Olkoon p joku puun S piste. Osoitamme,
etta jokaisella x € Pg, G:ssa on kulku pisteesta x pisteeseen p. Jos z € Pg, niin
talloin S:ssa on kulku Z pisteestd x pisteeseen p ja & on myo6s kulku verkossa G.
Jos taas © € A, niin talléin S:ssé on kulku (zo, ..., x,,) pisteestd f(x) pisteeseen p ja

téssd tapauksessa (x, xg, ..., T, ) on kulku G:ssé x:std p:hen. Olemme nédytténeet, ettéa
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jokaisella © € Pg, G:ssa on kulku z:sta p:hen; tasta seuraa Lauseen III 4.8 nojalla,
ettd G on yhtenainen.

Edelléd esitetyn nojalla G on puu. Jokaisella a € A, piste a on G:n lehti, silla

af(a) on ainoa G:n viiva, jolla on a péaatepisteena. O

Kayttamalla hyvaksi edellisia lemmoja seka summa- ja erotusperiaatetta voimme

nyt maarittaa taydellisen verkon virittavien puiden lukumaaran.

V 2.6 Lause Jokaisella n € N*, verkon K,, virittivien puiden lukumaéra on n™ 2.

Todistus. Merkitsemme jokaisella n € N*, m,,:11a verkon K, virittavien puiden luku-
maaraa ja panemme merkille, etta jokaisessa n—pisteisessa taydellisessa verkossa on
sama maara virittavia puita. Osoitamme induktiolla luvun n suhteen, etta jokaisella
n € N* on voimassa m, = n" 2.

Verkot K; ja Ky ovat puita, joten on voimassa m; = w9 = 1; nainollen yhtalo
7, = kF~2 pitee, kun k =1, 2.

Olkoon nyt n > 2 sellainen luku, etti jokaisella k < n on voimassa 7, = kF~2.
Osoitamme summa— ja erotusperiaatteen (Lause II 2.3) avulla, ettd on voimassa
T = n" 2. Merkitsemme 7 :113 verkon K, kaikkien virittivien puiden muodostamaa
kokoelmaa ja merkitsemme 7, = {T" € 7 : a on puun T lehti} jokaisella a € [n].
Merkitsemme edelleen 74 = () . 4 7o jokaisella ) # A C [n]. Lauseen V 1.5 nojalla

7T,. Summa- ja erotusperiaatteen nojalla on voimassa

acA

on voimassa 7 = {J,¢(n

T=TI= 3 (-1)'-4'“]7,4]. (+)
0#AC[n]

Osoitamme, etti jokaisella ) # A C [n] on voimassa |74| = (n — |A[)"~2. Yhtilo
pétee, jos A = [n], silld téssd tapauksessa Ty, = () Lauseen V 1.5 ja epéayhtdlon
n > 2 nojalla. Olkoon nyt A joukon [n] epétyhjé aito osajoukko. Puu T' € 7 kuuluu
joukkoon 74 jos ja vain jos jokainen A:n alkio on T:n lehti. Edellisen ja Lemman V 2.4
nojalla on jokaisella T' € T4 olemassa sellainen kuvaus fr : A — [n] \ A ja sellainen
puu S(T), etti Psiry = [n] \ A ja Vr = Vgry U {afr(a) : a € A}. Merkitsemme
S:lla taydellisen verkon K, . 4 virittdvien puiden muodostamaa joukkoa ja panemme
merkille, etté jokaisella T € T4 on voimassa S(T') € S. Maéérittelemme kuvauksen

Y Ta — ([n] ~ A)A x S asettamalla ¥(T) = (fr, S(T) jokaisella T' € T4. Kuvaus v
on injektio, koska jokainen T' € 74 madraytyy kuva—alkiostaan ¥ (T") ehtojen Pp =
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[n] ja Vr = VgiryU{afr(a) : a € A} kautta. Kuvaus ¢ on myés surjektio, silld
jokaisella (f,S) € ([n] ~ A)4 x S, jos méirittelemme verkon G kuten Lemmassa V
2.5, niin talloin kyseisen lemman nojalla patee, ettd G € 74 ja toisaalta ndemme
helposti, ettd on voimassa ¥(G) = (f,5). Edellisen nojalla kuvaus 1 on bijektio.
Téten on voimassa |T4| = |([n] \ A)* x S| ja néinollen, Luvun II 3 tulosten nojalla,
T4 = (n— |A])IAI - |S|. Lisiksi pétee, ettd |S| = m,_ja. Koska 0 < n —[A] < n,
induktio—oletuksesta seuraa, etta m,_j4 = (n — |A|)"~141=2, Edelli esitetyn nojalla

on voimassa
T4l = (n— |ADIA- (n— A" TIAI72 = (n — A" 2.

Koska jokaiselle ()} # A C [n] on voimassa |Ta| = (n — |A])" 2 ja koska jokaisella
k € [n], joukon [n] k-alkioisten osajoukkojen lukuméira on (}), saamme yhtélon
(*) nojalla yhtalén m, = >_p_; (—1)*™(})(n — k)"~2. Voimme kirjoittaa viimeisen
yht&lon oikean puolen muotoon n™ =2 —3")'_ (=1)¥(})(n—k)"~2. Koska Korollaarin

IT 3.14 nojalla pitee, ettd >, _,(—=1)¥(})(n — k)"~2 = 0, saamme halutun yht&lén

T = n" 2. O

Voimme kayttaa verkon virittavia puita hyvaksi tutkiessamme verkon renkaita

ja renkaistoja.

V 2.7 Lemma Olkoon T verkon G virittava puu ja olkoon v joukon Vg ~\ Vp alkio.

Télléin on olemassa sellainen G:n rengas R, ettd R~ Vp = {v}.

Todistus. Olkoon v = 7y. Talloin x # y ja x,y € P = Pr. Lauseen V 1.6 nojalla
verkossa T' on yksinkertainen kulku & = (xq, ..., x,,) pisteestd x pisteeseen y. Koska
T on G:n aliverkko, niin & on kulku myo6s verkossa G. Koska x, 79 = v € Vg, niin
jono &’ = (xg, ..., n, Tg) on kierros verkossa G. Kulun Z yksinkertaisuudesta seuraa,
ettd my0s kierros ' on yksinkertainen. Koska Toz1 € Vr ja Toz, = v ¢ Vp, niin
on voimassa x, # xp ja tdten n > 1. Edellisen nojalla kierros &’ on véhintdan
kolmiaskeleinen; néin ollen joukko R = V(Z’') on G:n rengas. Lisdksi on voimassa

RV =V(Z)\V(z) ={Znz0} = {v}. O

Osoitamme nyt, ettd edellisessd lemmassa mainittu rengas on yksikéasitteisesti

maaratty.



Luku V. Puut 159

V 2.8 Lemma Olkoon T verkon G virittdva puu ja olkoot Q ja @' sellaisia G:n
renkaistoja, ettd Q ~ Vpr = Q' ~ V. Talléin Q = Q'.

Todistus. Lauseen IV 2.5 nojalla joukko QAQ’ on G:n renkaisto. Koska Q ~\ Vp =
Q' ~Vp, niin QAQ’ C Vp. Taten QAQ’ on puun T renkaisto. Koska T' on renkaaton,
niin renkaisto QAQ’ on tyhja; tasta seuraa Korollaarin I 5.13 nojalla, ettd Q = Q’.
O

Olkoon T verkon G virittavd puu. Merkitsemme jokaisella v € Vg ~ Vp,
R(v,T):114 Lemmojen V 2.7 ja V 2.8 yksikésitteiseksi osoittamaa G:n rengasta. Kut-
summe naita renkaita R(v,T"), v € Vg \ Vi, verkon G perusrenkaiksi virittavan puun

T suhteen.

V 2.9 Lause Olkoon T verkon G virittava puu ja olkoon V' joukon Vg \ Vp osajouk-

ko. Ta&lloin on olemassa tdsmalleen yksi sellainen G:n renkaisto Q, etta Q ~Vp = V.

Todistus. Renkaiston ) yksikéasitteisyys seuraa Lemman V 2.8 tuloksesta, joten
riittdd todistaa @Q:n olemassaolo. Esitdmme joukon V muodossa, {v1,...,v,}, missd
v; # vj kun ¢ # j. Merkitsemme @) = R(v1,T)A --- AR(v,,T) ja panemme merkille,
ettd koska joukot R(v;,T'), ¢ € [n], ovat G:n renkaita, niin joukko @ on Lauseen IV 2.5
nojalla G:n renkaisto. Osoitamme, ettd @~V = V. Olkoon w joukon Vg ~\ Vp alkio.
Té&ll6in jokaiselle i € [n] patee Lemman V 2.7 nojalla, ettd w € R(v;, T') <= v; = w;

tasta seuraa Lemma I 5.14 nojalla, ettd on voimassa
we Q< |{i€n]:we R(v;, T)} pariton
= H{ien:v=w}=1
<= J sellainen i € [n], ettd v; = w

—wel.
Edella esitetyn nojalla on voimassa QQ ~ Vp = V. O

Ylla oleva todistus osoittaa, ettd yhtenaisen verkon virittavaan puuhun liittyvat

perusrenkaat “virittdvat” G:n renkaistoryhmin (R(G), A):

V 2.10 Korollaari Olkoon T yhtendisen verkon G virittava puu ja olkoon @
verkon G renkaisto. Talloin joukossa Vo ~\ Vp on sellaiset viivat vy, ...,v, , etta
Q = R(v, T)A---AR(vy,, T).
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Lauseen V 2.9 avulla voimme maéarata yhtenaisen verkon renkaistojen lukumaa-
ran. Olkoon T yhtendisen verkon G virittava puu. Lauseen V 2.9 nojalla on ole-
massa sellainen kuvaus ¢ : P(Ve N\ Vp) — R(G), ettd jokaisella V. € P(Vg \ V)
on voimassa {Q € R(G) : Q ~Vpr =V} = {p(V)}. Kuvaus ¢ on selvistikin injek-
tio, mutta se on my0s surjektio, silld Lauseen V 2.9 nojalla jokaiselle Q@ € R(G)
patee, ettd @ = ¢(Q ~ Vr). Nainollen kuvaus ¢ on bijektio ja on voimassa
IR(G)| = |P(Vg ~Vr)| = 2Ve~Vrl Koska Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa
Ve~Vr| = vg —vr = vg — (pr — 1) = vg — pg + 1, niin saamme seuraavan

tuloksen.

V 2.11 Korollaari Yhtenaiselle verkolle G on voimassa

[R(G)] = 2 ve!

3. SUUNNATUT PUUT.

Puita esiintyy mité erilaisimmissa yhteyksissa (sukupuut, etsintédpuut,...). Usein
puun kaikki pisteet eivat ole tarkastelun kannalta samanarvoisia, vaan joku niista
on valittu “alkupisteeksi” (yhteinen esi—isé tai —diti, etsinndn alkutilanne,...). “Al-
kupisteen” valinnan lisaksi on kaytannossa esiintyvissa puissa usein myos maaratty
puun viivoille suunnistus ja talléin puu tulisi itse asiassa esittaa suhteikkona, jolla on
“alkupiste” juurena ja jossa nuolet osoittavat “alkupisteestd poispain”. Seuraavas-
sa lauseessa osoitamme, ettd kyseisenlainen suunnistus maaraytyy yksikasitteisesti
puun rakenteen ja “alkupisteen” valinnan nojalla.

Olkoon a puun T piste. Koska T on yhtendinen verkko, niin Lause IV 4.1
osoittaa, etta 7:11a on sellainen yksisuuntaistus f, etta piste a on suhteikon T juuri.

Osoitamme nyt, etta téllaisia yksisuuntaistuksia on ainoastaan yksi.

V 3.2 Lause Olkoon a puun T piste. Télloin T:1la on tdsmaélleen yksi sellainen

yksisuuntaistus T, ettd a on T:n juuri.
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Todistus. Ylla jo totesimme, ettd mainitun kaltaisia yksisuuntaistuksia on ainakin
yksi, joten riittad nayttda, ettei niitd ole useampia. Teemme vastavaitteen: T:lla
on kaksi eri yksisuuntaistusta R ja S, joilla kummallakin on piste a juurena. Koska
R # S, niin on olemassa sellainen T:n viiva v = Ty, ettda 7 € Ny ja yT € Ng.
Lauseen V 1.7 nojalla verkko 7" — v on epayhtenainen. Merkitsemme C:l1a pisteen
a yhtenaista komponenttia verkossa 7' — v. Panemme merkille, etta on voimassa
a € C & Pr_y, jaettd verkossa T — v ei ole joukkojen C' ja Pr_, \ C vilisté viivaa.
Koska T on yhtendinen ja Ppr = Pr_,, verkossa T" on joukkojen C' ja Ppr ~\ C vélinen
viiva w. Koska w ei ole verkon T"— v viiva, on voimassa w = v. Nainollen on voimassa
jokox € Cjay ¢ C taix ¢ C jay € C. Oletetaan, ettd vaikkapa z € C jay ¢ C.
Koska a on suhteikon S juuri, suhteikossa S on Lemman III 4.3 nojalla yksinkertainen
kulku z = (2o, ..., 2,,) pisteesté a pisteeseen y. Koska 2o € C ja z, ¢ P, on olemassa
sellainen j € [n], ettd z,_1 € P ja z; ¢ P. Niytetddn, ettd z,_1z; # v. Koska
suhteikossa S ei ole nuolta Ty, niin on voimassa z,_1 # x ja titen z,_1z, # v;
toisaalta, jos j < n, niin kulun z yksinkertaisuudesta seuraa, ettd on voimassa z; # y
ja taten zZ;-1z; # v. Edellisen nojalla patee, ettd z;—1z; # v. Nain ollen z;-1z; on
verkon 1" — v viiva. Tama on kuitenkin ristiriidassa sen kanssa, etta verkossa T — v ei
ole joukkojen C ja Pp_, ~ C valista viivaa. Tama ristiriita osoittaa, ettd vastavéite

on vaara; nainollen T:11a on vain yksi yksisuuntaistus, jolla on piste a juurena. O

Lauseen IV 4.1 todistus antaa menetelméan edellisen lauseen yksikasitteiseksi
osoittaman yksisuuntaistuksen loytamiseksi: viiva v € Vp korvataan silla nuolella
Ty, jolle patee, ettd Ty = v ja piste x on verkossa T “ldhempéand” pistettd a kuin
piste y. Havainnollisempi tapa kyseisen yksisuuntaistuksen 16ytamiseksi on seuraava:
otamme puusta kiinni pisteen a kohdalta ja ravistelemme, kunnes kaikki puun viivat
roikkuvat pystysuorassa; taman jalkeen suuntaamme viivat siten, ettd saamamme
nuolet osoittavat alaspain.

Seuraavassa kiytamme merkintaa f(a) sille puun 7" yksisuuntaistukselle, jolla on

piste a juurena. Kutsumme muotoa f(a) olevia suhteikkoja suunnatuiksi puiksi.

V 3.3 Maaritelma Suunnattu puu on sellainen yksisuuntainen juurellinen suh-

teikko J, ettd J:n maaradma symmetrinen suhteikko J® on puu.
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Suunnatusta puusta kaytdmme yleensa muotoa T olevaa merkintaa, jolloin T
tarkoittaa jotain puuta ja T jotain sen juurellista yksisuuntaistusta. Panemme mer-
kille, ettda suunnatulla puulla on vain yksi juuri: tama seuraa yksisuuntaisuudesta
seka siitd tuloksesta (Lause V 1.6), ettd puun pisteesté toiseen on olemassa vain yksi
yksinkertainen kulku.

Termi “juuri” on verraten vakiintunut. Huolimatta tdhan terminologiaan liitty-
vista mielikuvista, suunnatut puut kuvataan usein siten, ettd “juuri” tulee piirretta-
van kuvion ylimmaéiseksi pisteeksi.

Otamme nyt kayttoon lisda suunnattuihin puihin liittyvaéa havainnollista sanas-

toa.

V 3.3 Maaritelma Suunnatun puun T piste b on T lehti, mikali on voimassa
d_f(b) =0.

Olkoon a suunnatun puun T juuri. Naemme helposti, ettd a on T:n lehti jos ja
vain jos a on T'n ainoa piste. Lukija voi harjoitustehtavana osoittaa, etta jos T:14
on a:n lisaksi muitakin pisteité, niin sen piste b on lehti jos ja vain b # a ja b on T:n

lehti. Naiden tulosten ja Lauseen V 1.5 nojalla saamme seuraavan tuloksen.
V 3.4 Lause Jokaisella suunnatulla puulla on ainakin yksi lehti.

Usein on tarpeellista arvioida suunnatun puun lehtien lukumaaraa puun mui-
den ominaisuuksien avulla tai, kddntden, arvioida muita puuhun liittyvia suureita
lehtien lukumaaran avulla. Maarittelemme nyt eraita suunnattuihin puihin liittyvia
tunnuslukuja.

Panemme merkille, etta jokaisella suunnatun puun f(a) pisteella ¢, suhteikossa
f(a) on yksinkertainen kulku & = (g, ..., ) juuresta a pisteeseen ¢ ja koska Z on
kulku myos puussa 7', niin Lauseen V 1.6 tuloksesta seuraa, ettd  on ainoa kulku
suhteikossa f(a), jolla on vaadittu ominaisuus; tama osoittaa, ettd voimme yksikasit-

teisesti maaritella pisteen ¢ korkeuden T{,):ssa.

V 3.5 Miéritelmd Olkoon 7' suunnattu puu ja olkoon a sen juuri.

A. T piste ¢ on korkeudella k f:ssa, mikili suhteikossa T on yksinkertainen kulku
z = (zg, ..., Tx) juuresta a pisteeseen c.

B. T:n n:s taso on joukko {c € Pr : ¢ on korkeudella n f:ssa}.

C. T'n korkeus on suurin luvuista k, joilla T:n k:s taso on epatyhja.

D. T:n haaraisuus on suurin luvuista d%(c), missa ¢ on T:n piste.
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Esitamme nyt epayhtalon, joka vallitsee suunnatun puun lehtien lukumaaran ja

edella maariteltyjen tunnuslukujen valilla.

V 3.6 Lause Olkoon suunnatun puun T pisteiden lukumaara p, korkeus k, haarai-

suus h ja lehtien lukumaara . Téll6in on voimassa

Ih <p(h—1)+1<hnF!

Todistus. Olkoon a T:n juuri. Epayhtalot toteutuvat triviaalisti, jos T:ssa ei ole
muita pisteitd kuin a. Merkitsemme Pz = P ja oletamme, ettd P # {a}.

Merkitsemme jokaisella n € N, L, :11a T'n n:ttd tasoa. Osoitamme induktiolla
n:n suhteen, ettd jokaisella n € N on voimassa |L,| < h". Koska Ly = {a}, niin
epayhtalo toteutuu n:n arvolla 0. Oletamme, etta n > 0 ja epayhtalot on jo todistettu
arvolle n — 1. Jokainen joukon L, alkio on jonkun joukon L,_; alkion seuraaja
suhteikossa T: jos s € L, ja jos T = (zg, ..., Tn) on yksinkertainen kulku a:sta s:dén,
niin x,,_1 € L,_1 ja x,, = s on T,_1:n seuraaja T:ssa. Jokaisella ¢ € L,,_1, pisteen
t seuraajien lukuméaara d_f(r) on pienempi tai yhtésuuri kuin luku h. Néinollen on
voimassa |L,| < |L,_1| - h; koska induktio—oletuksen nojalla pétee, ettd |L,_1| <
h"~1, niin saadaan vaadittu epiyhtild |L,| < k™.

Koska k& = max{n € N : L,, # ()}, niin on voimassa P = Uﬁ:o L, ja téten

edelleen
1— hk+1

p=|P| =35 _o|La| < 5 _oh" = 5
Tisti saadaan lauseen oikeanpuolinen epiyhtild p(h — 1) + 1 < hF+L,

Suhteikon 7' nuolien lukumaara, eli puun 7' viivojen lukuméaara vy, voidaan
Lemman III 2.1 nojalla esittdd muodossa vy = Emepd%<l’). Merkitiin L:1i T
lehtien muodostamaa joukkoa. Koska jokaisella x € L on voimassa d%(az) = 0, niin
edellinen yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon vy = X cp- Ld_f(:c). Koska jokaisella
x € P on voimassa d%(:c) < h, niin viimeisesta yhtalosta seuraa epayhtalo vy <
|P~ L|-h. Pannaan merkille, ettd |L| =1 ja |P\L| = |P|—|L| = p—1; tésta seuraa,
ettd vp < (p — [)h. Lauseen V 1.3 nojalla on voimassa vy = pr — 1 eli vp = p — 1.

Edelldesitetystd seuraa epéayhtdlo p — 1 < (p — [)h eli lauseen vasemmanpuolinen

epayhtalo. O
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V 3.7 Korollaari Olkoon suunnatun puun T korkeus k, haaraisuus h ja lehtien

lukumaara l. Tall6in on voimassa

[ < hF

Edellisia epayhtaloita voidaan kayttaa hyvaksi mm. etsintadpuiden yhteydessa:

V 3.8 Esimerkki Niin kutsutussa vdardn kolikon ongelmassa pitaa etsia anne-
tusta kolikkojoukosta mahdollinen vaara raha kun tiedetdan, etta vaara kolikko on
eripainoinen kuin oikeat, keskendin samanpainoiset, kolikot. Apuvélineend on ta-
savarsivaaka, joka nidyttaa joko punnittavien samanpainoisuuden tai eripainoisten
punnittavien painojarjestyksen.

Ongelmasta on monta versiota, mutta tarkastellaan sitd tassd yksinkertaisim-
millaan: tiedetaan, etta joukossa on yksi vaara raha, joka on painavampi kuin muut.
Jos rahoja on kymmenen kappaletta, niin kolmella punnituksella voidaan selvittaa
mika rahoista on vaara: seuraavassa kuvattu puu osoittaa, miten voidaan menetella.
Tutkittavat kolikot on numeroitu 0---9. Puun mustalla merkityt pisteet vastaavat
punnituksia ja niiden viereen on merkitty vaakakuppien sisalto; punnituksen jalkeen
haaraudutaan alaoikealle, jos oikeanpuoleisen vaakakupin sisalto osoittautuu paina-
vammaksi kuin vasemmanpuoleisen; alavasemmalle, jos vasemmanpuoleisen kupin si-
salto osoittautuu painavammaksi kuin oikeanpuoleisen; suoraan alaspain, jos kuppien
sisallot osoittautuvat samanpainoisiksi. Puun lehdet vastaavat “etsinnan” lopputu-

losta: niihin on merkitty vaaraksi osoittautuneen kolikon numero.

01234 56789
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Korollaarin V 3.7 tuloksesta seuraa, ettd kaksi punnitusta ei aina riitd vaaran

kolikon loytamiseen kymmenen kolikon joukosta: kuhunkin etsintamenetelméaan liit-

tyvéan suunnatun puun haaraisuus on korkeintaan kolme ja jos jossakin menetelmassa

selvittaisiin kahdella punnituksella, niin vastaavan suunnatun puun korkeus olisi kak-

si, joten sen lehtien lukumaara olisi korkeintaan yhdeksan.

10.

11.

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN V

. Esita kaikki (isomorfiaa vaille) erilaiset n—pisteiset puut kun n =7 ja kun n = 8.
. Osoita, etté jokainen puu on kaksijakoinen verkko.

. Olkoon k luonnollinen luku ja olkoon T sellainen puu, ettd jokaisen T:n pisteen aste on

joko 1 tai k. Merkitaan p:11a T':n pisteiden lukuméaaraa ja l:114 T:n lehtien lukumé&araa.
(a) Osoita, etté jos k = 3, niin luku p on parillinen ja on voimassa [ = £ + 1.
(b) Osoita, ettd jos k > 3, niin I > .

. Olkoon T puu, jonka pisteet ovat korkeintaan 4 asteisia. Laske 3—asteisten pisteiden

lukuméara, kun tiedetadn, ettd 1—-asteisia pisteitd on 6, 2—asteisia 1 ja 4—asteisia 1.

(a) Nayta, etta 10-pisteisessi paritonasteisessa puussa on ainakin kuusi lehtea.
(b) Anna esimerkki 10-pisteisestd paritonasteisesta puusta, jonka lehtien lukumé&ara
on kuusi.

. Olkoon G taydellinen neljan pisteen verkko ja olkoon W C Vi 3-joukko. Osoita, etta

joko W on G:n rengas tai W on G:n virittdvan puun viivojen joukko.

. Korollaarin V 2.11 tuloksesta seuraa, ettd yhtendisen verkon G renkaiden lukumé&ara

on yksi jos ja vain jos G:lla on yhtd monta pistettd kuin viivaa; luonnehdi téllaisia
verkkoja G renkaiden ja puiden avulla.

. Luonnehdi renkaiden avulla niitd kahdesti yhtenaisia verkkoja G, joilla

(a) vag = pG.
(b) vg = pg + 1.

. Olkoon G yhtenainen verkko. Verkon G leikkausjoukko on sellainen osajoukko @ C Vi,

jolla verkko G — (@ on epayhtendinen. Olkoon T G:n virittava puu. Osoita, etta jokainen
G:n leikkausjoukko sisdltad ainakin yhden 7:n viivan.

Olkoon T puu, jossa on ainakin kaksi pistettd, joiden aste on suurempi kuin kaksi.
Mika on T:n lehtien pienin mahdollinen lukumaé&ra?

Olkoot T ja T’ puita, joilla ei ole yhteisié viivoja. Nayti, ettd verkko 7'V T' on puu
jos ja vain jos puilla T ja T on tdsmaélleen yksi yhteinen piste.
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12. Olkoon T n—pisteinen puu. Mika on T:n lehtien pienin ja suurin mahdollinen luku-
maara?

13. Nayta, etta jos puussa T on k—asteinen piste, niin 7T:ssd on ainakin k lehtea.

14. Nayta, etta jokaiselle verkolle G patee, ettd v > pa —Fk, missé k on G:n komponenttien
lukuméara, ja ettd yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos GG on renkaaton.
[Ohje jalkimmaéiseen kohtaan: Tarkastele G:n komponentteja.]

15. Maarita alla kuvatun verkon virittavien puiden lukumaara.

16. Etsi verkon G:
a:bcd b:ad c:ad d:abc
virittavat puut.

17. Alla vasemmalla on kuvattu Herschelin verkko ja oikealla Grétzschin verkko. Selvi-
ta kummankin verkon tapauksessa, onko verkolla kahta virittavaa puuta, joilla ei ole
yhteisiad viivoja.

18. Luvun IV harjoitustehtavan 13 tuloksesta seuraa Korollaarin V 2.11 nojalla, etta taso-
verkon G renkaistoryhmén alkioiden lukuméara on 2a_1, missad a on G:n madrddmien
tasoalueiden lukumaéara. Johda tasta Korollaarin V 2.11 avulla seuraava tulos: Olkoon
G yhtenainen tasoverkko, jolla on p pistettd, v viivaa ja a aluetta. Tall6in on voimassa

p—v+a=2 (Eulerin kaava)

19. Johda Eulerin kaavan avulla yhtalo avaruuden monitahokkaan kérkien, sdrmien ja tah-
kojen lukumaéaarien valille.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Laske Petersenin verkon renkaiden lukumaéra.

[Ohje: Korollaari V 2.11 ja Luvun IV harjoitustehtavat 8 ja 9.]

Olkoon S yksisuuntainen suhteikko, jolla on juuri a. Osoita, ettd S on suunnattu puu
jos ja vain jos dg(a) =0 ja dg(b) = 1 jokaisella b € Pg \ {a}.

Nayta edellisen tehtdvan tuloksen avulla, ettd jos suunnatulla puulla T:114 on juuren a
lisdksi muitakin pisteité, niin piste b on T':n lehti jos ja vain b # a ja b on puun T lehti.

Olkoon suunnatun puun T haaraisuus h ja lehtien lukumaéara ¢ ja olkoon r T'n haa-
rautumispisteiden lukumé&éra (eli niiden pisteiden lukumaéra, jotka eivit ole lehtid).

Osoita, ettd on voimassa r > %

Olkoon T suunnattu puu, jonka jokaisella haarautumispisteelld on d seuraajaa. Nayta,
ettd T:n haarautumispisteiden lukuméara r ja lehtien lukumé&ara ¢ toteuttavat ehdon

(d=—1)r=¢-1.

Olkoon n luonnollinen luku. Osoita, ettd on olemassa n—pisteinen suunnattu puu,
jonka jokaisella haarautumispisteelld on tdsmaélleen kaksi seuraajaa, jos ja vain jos n
on pariton.

Yksi kahdestatoista kolikosta on vairé ja eroaa muista painoltaan (kevyempi tai pai-
navampi). Montako punnitusta tasavarsivaa’alla tarvitaan vadran kolikon 10ytamiseksi
ja sen laadun selvittamiseksi?

Olkoon n € {1,2,...,40}. Tehtdvana on madrittad n kysymyksilld, jotka ovat tyyppid
"onko n < a?” jollakin a € N. Montako kysymysta tarvitaan?

Suunnatun puun T Matula—luku M(T) mééritelliin rekursiivisesti puun korkeuden
k(T) suhteen seuraavalla tavalla. Olkoon a T:n juuri. Jos k(T) = 0 eli jos T:1l4 ei ole
a:n liséksi mitdéin muita pisteitd, niin asetetaan M (T') = 1. Oletetaan, etté k(T) > 0
ja ettd M(S) on jo médritelty kaikille niille suunnatuille puille Y, joilla k(Y) < k(T).
Merkitdan Ng:lla pisteen a seuraajien muodostamaa joukkoa ja pannaan merkille, etta
joukon Pz {a} virittima aliverkko on esitettdvissd muodossa V, en, b, Missd Sp on

kyseisen aliverkon pisteen b yhtendinen komponentti. Jokaisella b € N,, suhteikon T
alisuhteikko S}, on suunnattu puu, jolle on voimassa k(Sy) < k(T); titen luku M(S,) on
médritelty. Nyt médritellisn luku M (T) tulona, jonka tekijéind ovat luvut p(M(Sp)),
b € Ng; tassd merkintd p(i) tarkoittaa ¢:nnettd alkulukua, siis i:nnettd lukua jonossa

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, ...
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28. Laske seuraavien suunnattujen puiden Matula—luvut.

29. Konstruoi sellaiset suunnatut puut T ja Y, ettd M(T) = 7 ja M(Y) = 12.



