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Kéytéan termia ’aikalogiikka’ viittaamaan sellaisiin modaalilogiikkaan rinnastu-
viin logiikoihin, joista kéytetty nimitys ei ole englanniksikaan téysin vakiintu-
nut. Uusiseelantilainen Arthur Prior (1914-1969), joka on 1900-luvulla muoton-
sa saaneen aikalogiikan alullepanija, kaytti tutkimusaiheestaan termia ’tense-
logic’. Taméa termi johtaa huomion luonnollisten kielten aikamuotorakenteisiin,
mink4 toisinaan voi havaita herdttdvian hdmmennysté ainakin matemaatikkojen
keskuudessa. Toisaalta termi 'tense-logic’ on ymmaérrettiva varsinkin jos tutki-
muksen ldhtékohtana nimenomaan on pyrkimys ymmaértad luonnollisen kielen
aikailmaisujen (erityisesti aikamuotojen) formaaleja ominaisuuksia. Englannin
kielessa 'temporal logic’ on ehké suositeltavin termi, vaikka ei kyse tietenkaén
ole logiikan, vaan sen asian, misté tilli logiikalla puhutaan, ajallisuudesta.’
Myo6s termié 'logic of time’ kiytetdan toisinaan, vaikka se tutkiikin aikaa koske-
van kielen logiikkaa. (Mitdén asiaa tuskin voisi kutsua logiikaksi, jota aika nou-
dattaa — ei ainakaan sanan ’logiikka’ siind merkityksessa, joka sille filosofiassa
ja matematiikassa annetaan.)

1 Mita aikalogiikka voisi olla
ja minkalaisia luonnollisen kielen
lauseita sen kaavat vastaavat?

Puhuminen samalla kertaa logiikasta ja ajasta saattaa jo itsessddn kuulostaa
oudolta. Jos paradigmaattisena esimerkkiné logiikasta pidetdédn ensimméisen
kertaluvun predikaattilogiikkaa, ja kun siind mink& hyvénsa lauseen totuusar-
vo on joko kertakaikkisesti tosi tai kertakaikkisesti epétosi, ei ajalle nayttéisi
16ytyvén roolia logiikassa. On epailemétta historiallisestikin niin, ettd sen osan
todellisuutta, josta logiikka voi puhua, on ajateltu olevan staattinen.

ITosin tietojenkisittelytieteesséd termilld *temporal logic’ on erityinen merkityksensi. Tyy-
pillinen tuollainen temporaalilogiikka on CTL (computation tree logic). Tuossa logiikassa
on kéytossé paitsi sellaisia tavanomaisia modaalioperaattoreita kuin ’seuraavaksi’ ja ’kunnes’
(joiden semantiikka edellyttdéd tarkasteltavan Kripke-strukturin tilojen yli kvantifioimista),
myos ns. polkukvanttorit "kaikille saavutetusta tilasta alkaville poluille patee, ettd’ ja ’jollekin
saavutetusta tilasta alkavalle polulle pétee, ettd’ (joiden semantiikka siis edellyttaé tiloista
koostuvien transitioiden — polkujen — yli kvantifioimista).



Toisaalta ajan mukaantuominen logiikkaan voi tapahtua hyvin ilmeisella ta-
valla — tavalla, joka on johdettavissa suoraan siitd, miten ymméarramme ajan
ja useiden kielen lauseiden suhteen: lauseen totuus voi vaihdella ajan muka-
na. Loogisesti tata vastaa se, ettd suhteutamme puheemme emme ainoastaan
johonkin malliin, vaan johonkin tdmé&n mallin ’tilaan’: siihen, millainen tdma
malli on jonakin ajankohtana. Intuitiivisesti katsoen saamme siis yhden mallin
M sijasta ajankohtien joukon 7' suhteen indeksoidun joukon malleja, eli malli-
perheen, (M;)er. Aikalogiikalla on muitakin analogioita modaalilogiikkaan —
oikeastaan se on erds modaalilogiikka, kuten tulemme nikemé&in — mutta yksi
niisté on se, etté aikalogiikan ajankohdat ja modaalilogiikan mahdolliset maail-
mat suoraviivaisesti vastaavat toisiaan. Kummassakin tapauksessa on kyse siité,
ettd lauseiden totuus on suhteellistettu jonkin indeksijoukon indekseihin. Muo-
dollisesti katsoen on téysin yhdentekevdd ymmarretdankd ne jonkin systeemin
abstrakteiksi tiloiksi, aktuaalisen maailmanhistorian ajankohdiksi tai kuvitelta-
vissa oleviksi reaalimaailman vaihtoehdoiksi.

Voitaisiin omaksua matemaattinen nikokulma ja luetella joitakin logiikoita,
joiden kaikkien kerrottaisiin kuuluvan luokkaan L. Sitten voitaisiin koettaa eris-
ta4 naistéd yhteisia piirteita ja ilmoittaa, ettd luokkaan £ kuuluvat ne ja vain ne
logiikat, jotka toteuttavat ndin l6ydetyt ehdot. Lopulta sanottaisiin, ettd £ on
kaikkien ’aikalogiikoiden’ luokka. Néin voitaisiin tehda ilman mitédén varsinai-
sesti filosofisiksi katsottavia tarkasteluja. Yhtaalta juuri tdllainen mahdollisuus
taytyy ollakin olemassa, koska olemme tekemisissd logiikan kanssa, jonka tar-
kastelut ovat muodollisia. Toisaalta, jos maarittelisimme aikalogiikan tallaisella
menettelylld, jaisi oleellisesti epéselvéiksi miksi pdatimme kutsua ko. logiikkaa
aikalogiikaksi eika joksikin muuksi.

Katsotaan nyt siis filosofisemmasta nakokulmasta, millaiset tarkastelut ovat
motivoineet aikalogiikan kehittdmiseen. Tarkastellaan kahdentyyppisia lauseita:

L p (nyt);
2. p hetkelld tg.

Esimerkeiksi néitéa lausetyyppeja edustavista lauseista voimme ottaa vastaavasti
vaikkapa lauseet

Sokrates nukkuu (nyt);
Sokrates nukkuu 1. joulukuuta 400 eKr.

Lauseet tyyppid 2 ovat kronologiaan (objektiiviseen aikaskaalaan) sidottuja.
Ajankohta (tg), johon téllainen lause viittaa, on spesifioitu lauseen lausumista-
pahtumasta riippumatta, jollakin julkisella, objektiivisella kriteerilla. Téllainen
ajankohta vastaa jotakin nimenomaista asemaa julkisessa aikaskaalassa. (Jal-
jempéané tulemme huomaamaan luontevan yhteyden téllaisen aikaskaalan ja ai-
kalogiikan vaihtoehtorelaation vélilla.)

Lauseista typpid 1 kéytettéisiin englanniksi termié 'token-reflexive’. Téllai-
nen esiintymdsidonnainen lause viittaa esiintyméénsa — yksittéiseen kéyttoyh-
teyteensa — sikéli, ettd se mitd se sanoo (viittda todellisuudesta) riippuu siité,



missé yhteydessa se lausutaan. Téssd suhteessa lauseet tyyppia 1 rinnastuvat
sellaisiin indeksikaalisia (deiktisid) ilmauksia siséltéviin lauseisiin kuin 'ming
kirjoitan’ tai tdalld sataa’ Tyyppid 1 olevassa lauseessa viittauksen lausumisa-
jankohtaan (sanalla 'nyt’) ei tarvitse olla eksplisiittinen. (Tésté syystd merkit-
sin sen sulkeisiin ilmaistessani lausetyypin 1.) Huomattakoon, etté lauseen aika-
muoto ei sindnsa paljasta lauseen ominaisuutta esiintymdsidonnaisuus (*token-
reflexivity’), koska olipa aikamuoto mikd hyvénsé, esiintymésidonnainen viit-
taus on viittaus lauseen lausumishetkeen. Oikeastaan tdmé esiintymésidonnai-
suus ei ole lainkaan lauseen itsensé ominaisuus, vaan sindnsé kieliopillisesti "val-
miin’ lauseen lausumistapahtumassa saama semanttinen méére (joka kertoo etté
lauseella viitetaan jotakin lausumishetkesté). Yhteenvedonomaisesti voisi sanoa,
ettd lauseet tyyppia 1 ovat perspektiivisidonnaisia, kun taas lauseilla tyyppia 2
on ’julkinen’; kontekstista riippumaton merkitys.

Esimerkiksi lauseen ’Sokrates nukkuu (nyt)’ totuusarvo vaihtelee sen lausu-
misajankohdan mukaan: se on tosi hetkella ¢, jos ja vain jos hetkella ¢ asiat ovat
niin kuin lause lausuttuna tuona hetkené vaittaisi niiden olevan, eli: jos ja vain
jos Sokrates nukkuu hetkella .

Lauseilla tyyppid 2 on ominaisuus, jonka perusteella Quine kutsuisi niité
ikuisiksi lauseiksi, nimittain se, ettd mikéli téllainen lause on kerran tosi (epé-
tosi), on se aina tosi (ep#tosi).?

Lause ’Sokrates nukkuu 1. joulukuuta 400 eKr. on tyyppid 2. Mikali on
yvksikin mennyt, tuleva tai nykyinen ajankohta, jona tdmé lause on totta, on
tadma lause totta aina. Se, ettéd jotakin tapahtui tai ei tapahtunut miné hyvén-
sé annettuna ajankohtana, on itse omnitemporaalisesti totta (eli totta kaikkina
aikoina). Misté hyvénsé lauseesta voi tehdé ikuisen lauseen, kun sen merkityk-
seen vaikuttavat ei-objektiivisesti maaraytyneet tekijat spesifioidaan niin, ettéd
niisté tulee ’julkisesti evaluoitavia’, eli sellaisia, ettd niiden merkitys méaaraytyy
julkisin eika perspektiivisidonnaisin kriteerein.

Aikalogiikka sellaisena kuin Arthur Prior sen muotoili syntyi hédnen pyrki-
myksestdédn muotoilla formaali logiikka lauseille tyyppid 1, joiden hén katsoi
paremmin edustavan aikaa koskevaa kielenkayttod kuin tyypin 2 lauseiden.® Ai-
kalogiikan kaavat vastaavatkin luonnollisen kielen lauseita tyyppid 1. Nama ovat
siis lauseita, joiden totuusarvo voi vaihdella ajan mukana. Ne eivét itse mainitse
eksplisiittisesti mitdén ajankohtaa, vaan ne méaraytyvat ajallisilta ominaisuuk-
siltaan ikd&n kuin ulkoa késin, nimittdin sen mukaan milloin ne lausutaan. Kun
aikalogiikan kaavoille — niin kuin luonnollisen kielen lauseille tyyppid 1 — an-
netaan semantiikka, tdmd tehdéan suhteessa julkiseen kronologiaan. Néin siis
aikalogiikan kaavojen totuutta koskevat arvostelmat metakielessa ovat lauseita
tyyppia 2!

Erdét lingvistit, esimerkiksi Hans Kamp ja Uwe Reyle [14], ovat kritisoineet

2Ks. [17], ss. 193-5, 208; ja [18], pp. 13-4. Tarkkaan ottaen ikuisen lauseen statuksen an-
saitsemiseksi kaikki lauseen merkitykseen vaikuttavat ei-objektiivisesti méaaratyt komponentit
on spesifioitava objektiivisesti: paitsi ajankohdat, my6s persoonat ja paikat; lisiksi lauseessa
esiintyvien verbien aikamuodot on korvattava preesensin kaltaisella verbimuodolla, joka on
merkitykseltdén ei-ajallinen.

3Priorin motiiveista tarkemmin, ks. Prior (1967) ss. 15-17.



priorilaista aikalogiikkaa (sellaista aikalogiikkaa, jota Arthur Prior tutki ja jota
tassikin kirjoituksessa tarkastelemme) muun muassa siité, ettd tamé logiikka ei
pysty késitteleméan luonnollisen kielen lauseita, jotka eksplisiittisesti viittaavat
ajankohtiin. Kritiikin aihe on todellinen, mutta se, missd méaéarin fataalina té-
ta kritiikki&d voi pitadé priorilaiselle aikalogiikalle riippuu siitéd, kuinka vakavasti
otamme tyypin 1 ja tyypin 2 lauseiden vélisen eron. Jos néiden lauseiden katso-
taan esittdvan aivan eritasoisia, kategorisesti erilaisia vaitteité, ei ole ainakaan
automaattisesti selvad, ettd niilld taytyisi ylipdatddn olla yhtendistd loogista
analyysia.

Priorilainen aikalogiikka kohtaa — kieliteorian vélineena — muitakin ongelmia.
Erityisesti Norbert Hornstein [11, 12] on kiinnittanyt huomiota siihen, ettd luon-
nollisen kielen analysoimiseen sovelletun priorilaisen aikalogiikan peruslahto-
kohta — luonnollisen kielen aikamuotojen esittdminen aikamuoto-operaattorien
avulla — on kieliteorian kannalta sikéli epdonnistunut, ettei sen avulla itse asias-
sa voi luonnehtia eroa kieliopillisten ja ei-kieliopillisten aikamuotoja siséltavien
lauseiden valilla. Paitsi ettd aikalogiikan puitteissa voidaan esittda monien kie-
liopillisten lauseiden looginen muoto, on hyvinmuodostettuja aikalogiikan kaa-
voja, jotka vastaavat ei-kieliopillisia luonnollisen kielen lauseita.* Aikalogiikan
sisalld rajanveto kieliopillisen ja ei-kieliopillisen vélille ei onnistu tavalla joka
tekisi oikeutta luonnolliselle kielelle. Téllaisen kritiikin arvioimiseksi on aika-
muotojen semantiikkaa tarkasteltava lahemmin; ndin tehtédessd on mahdollista
argumentoida, ettéd priorilainen aikalogiikka kyllé tarjoaa oikean tyyppisen vé-
lineen aikamuotojen vilisten loogisten riippuvuuksien analyysille, vaikka se —
Hornsteinin mainitsemista syistd — epdonnistuukin aikamuotojen vilisten tu-
kinnallisten tai ajallisten riippuvuuksien analyysissa. (Hornsteinin argumentin
arvioimisesta, ks. [19].)

2 Modaalilogiikan ja aikalogiikan suhde

Miten aikalogiikka sitten muotoillaan modaaliloogisesta ndkékulmasta? Itse asi-
assa aikalogiikka on sellaista modaalilogiikkaa, jossa vaihtoehtorelaatiolta (saa-
vutettavuusrelaatiolta) R vaaditaan erditd nimenomaisia ominaisuuksia. Aja-
tuksena nimittéin on, ettd vaihtoehtorelaation intuitiiviseksi tulkinnaksi asete-
taan ajallinen aikaisempi kuin -suhde ajankohtien joukossa. Tésta johtuen aika-
logiikan vaihtoehtorelaatiolta vaaditaan yleenséd ainakin ominaisuudet irreflek-
stivisyys ja transititvisuus. (Asian voi yhtépitavésti ilmaista sanomalla, ettéd ko.
relaation vaaditaan tyypillisesti olevan irrefleksiivinen osittainjirjestys.) Ajatel-
laan siis, ettd ainakaan mikadén ajankohta ei ole itsedén aiempi; ja ettd mieli-
valtaista ajankohtaa (¢y) myohempéé ajankohtaa (¢1) myohempi ajankohta (t3)

4Esimerkiksi englannin lause *John said that Harry believes that Fred would be here ei ole
kieliopillinen. Seuraava priorilaista aikalogiikkaa yleistdmalla saadun logiikan hyvinmuodos-
tettu kaava kuitenkin esittda sen loogisen muodon:

P saysj,p, NOW believesyyrry F(Fred is here),

missd ’ P’ merkitsee ’joskus menneisyydessa’, ’F’ merkitsee ’joskus tulevaisuudessa’, ja ’NOW’
on operaattori, joka pakottaa evaluaation jatkumaan kaavan alkuperésesta evaluaatiohetkesta.



on alkuperiistd ajankohtaa (o) mydhempi, eli jos tg < t1 < ta, niin ¢y < to.

Kun siis tarkastellaan aikalogiikkaa modaalilogiikan erikoistapauksena, mo-
daalilogiikka ymmaérretdén abstraktilla tavalla — tavalla jolla se matemaattises-
ti formuloidaan. T&ll6in ei kasitteellisesti sitouduta siihen, ettd modaalilogiikan
kaavat aina puhuisivat valttamattomyydestd tai mahdollisuudesta. Jos ehdot-
tomasti tahdotaan sdastda termi 'modaalilogiikka’ sellaiselle semantiikassaan
Kripke-kehyksia kéyttéville logiikoille, joiden kaavojen intuitiivinen tulkinta liit-
tyy valttdméattémyyden ja mahdollisuuden kasitteisiin, voidaan puhua vaikkapa
‘intensionaalisesta logiikasta’ kun tahdotaan viitata yleisesti logiikoihin, jotka
ovat (sekd syntaksiltaan ettd semantiikaltaan) ’strukturaalisesti’ modaalilogii-
kan kaltaisia. Modaalilogiikan tutkijat kuitenkin ymmértévat modaalilogiikan
nimenomaan abstraktisti.®

Tassa kirjoituksessa késittelemme sellaista aikalogiikkaa, joka muodollises-
ti muistuttaa modaalilogiikkaa ja jonka (yhtend) erona vélttdméittomyyden ja
mahdollisuuden késitteistd puhuvaan modaalilogiikkaan on se, minkélaisia omi-
naisuuksia kaytetylts vaihtoehtorelaatiolta oletetaan.® Taysin yleiselld kisitteel-
liselld tasolla ei tietenkadn ole syyta (eika liioin oikeutusta) lydd4 etukéteen luk-
koon, etté kaiken aikalogiikan tarvitsisi olla juuri téllaista. On téysin mahdollis-
ta muotoilla logiikoita, jotka eiviat muistuta modaalilogiikkaa ja joita olisi aivan
luontevaa kutsua aikalogiikoiksi. Yksinkertainen esimerkki téllaisesta logiikasta
olisi ensimmaisen kertaluvun predikaattilogiikka, jossa kvanttorien vaihteluala
(engl. range) on kaikkien ajankohtien joukko — eli jossa ’kvantifioidaan ajan-
kohtien yli’ — ja jossa yksilomuuttujat saavat arvonsa ajankohtien joukosta. Ky-
seessé olisi siis aivan tavallinen predikaattilogiikka, jonka kaavojen totuusarvo
madritetaén suhteessa malliin, jonka yksiloalue (engl. domain) ymmérretain
ajankohtien joukoksi.

Y14 mainittujen ominaisuuksien irrefleksiivisyys ja transititvisuus lisdksi
temporaaliselta vaihtoehtorelaatiolta voidaan olettaa monenlaisia muita omi-
naisuuksia. Eri kombinaatiot téllaisia oletettuja ominaisuuksia vastaavat erilai-
sia mahdollisia ominaisuuksia, joita aikajarjestykselld voi olla. Voidaan tutkia
erityyppisid aikajarjestyksié; tarkasteltava jarjestys voi talldin riippua esimer-
kiksi siitéd ajatellaanko koettua aikaa vai fysikaalista aikaa, vai mallinnetaan-
ko ajallista toimintaa ottaen huomioon mita vaihtoehtoisia tapahtumakulkuja
eri teoista voisi seurata. Toisaalta téllaisia erilaisia mahdollisia aikajarjestyksié
voidaan tarkastella taysin riippumatta oletuksista, joita meilld on tai voi olla
koskien esimerkiksi todellista fysikaalista aikaa. T&lloin aikalogiikan puitteissa
voidaan tutkia millaiset paattelyt ovat korrekteja, jos kaytetty aikastruktuu-
ri toteuttaa tarkastellut aikajérjestyksen ominaisuudet. Ennen kuin siirrymme
puhumaan lahemmin erilaisista téllaisista ominaisuuksista, maaritellaan priori-
laisen aikalogiikan kieli; my6s erdén toisen aikalogiikan syntaksi mainitaan.

5 Abstraktista nikokulmasta modaalilogiikkaan, ks. esim. [4]. Huomattakoon, ettd abstrakti
modaalilogiikka ei valttdméatta ole intensionaalista logiikkaa, vaikka se usein sitd onkin. Ns.
deskriptiologiikka (engl. description logic) on ekstensionaalista logiikkaa, mutta toisaalta se
on muodollisesti katsoen modaalilogiikkaa (vrt. esim. [5]).

6 Aikalogiikka eroaa modaalilogiikasta myos toisessa suhteessa: kuten jalkempéans niemme,
sen avulla voidaan puhua paitsi vaihtoehtorelaatiosta, myos sen kaénteisrelaatiosta.



3 Aikalogiikoiden kielia

Seuraavassa keskitytadn yksinomaan propositionaaliseen aikalogiikkaan, so. sel-
laiseen aikalogiikkaan, joka on saatu lauselogiikasta (propositiologiikasta) laajen-
tamalla sen muodostussiintojen joukkoa.” Minké hyviinsi aikalogiikan lauseen
totuusehto méaraé erddn asiaintilan, nimittdin asiantilan, joka vallitsee tdsmaél-
leen silloin kun tuo lause on tosi. Esimerkiksi lausetta 'satoi vettd’ vastaa asiain-
tila ettd satoi vettd. Kaksi lausetta ilmaisevat saman asiaintilan jos ja vain jos
niill& on sama totuusehto. Niinpa esimerkiksi lauseet ’satoi vettd’ ja ’det regna-
de’ ilmaisevat saman asiantilan. Kéytéin termid ’atominen asiaintila’ viittaa-
maan sellaiseen asiaintilaan, jonka ilmaisee propositionaalinen atomi. Koska
mitkd hyvénsad kaksi propositionaalista atomia ovat keskenddn loogisesti riip-
pumattomia (kummankaan totuus tai epdtotuus ei riipu toisen totuudesta tai
epatotuudesta), eivit kaksi atomia koskaan vastaa samaa asiaintilaa. Huomatta-
koon, etté esimerkiksi luonnollisen kielen analyysissa riippuu tarkastelun tavoit-
teista, mité lauseita tahdotaan tarkastella atomisina. Jonkin tarkastelun tarpei-
siin vaikkapa lausetta ’Joku rakastaa jotakuta toista tai itseddn’ voidaan tar-
kastella atomisena lauseena p, jossain toisessa tarkastelussa sité voisi tarkastella
disjunktiona pV¢,® vaikka kolmannessa tarkastelussa voitaisiin vaatia tarkkuut-
ta, joka edellyttdd predikaattilogiikan vélineistod: Jz[Jy(z # y A Rry) V Rax].

Léhdemme siitd, ettd meilld on kéytossimme epétyhja joukko prop pro-
positiosymboleja (eli propositionaalisia atomeja). Oletetaan erityisesti, etta ai-
nakin symboli pg aina sisiltyy joukkoon prop. Joukon prop kardinaliteetista
ei tarvitse olettaa mitdén erityistd. Usein sen ajatellaan olevan numeroituvasti
aareton (sellainen, ettd jokaista luonnollista lukua kohden on oma propositio-
naalinen atominsa), mutta voimme tarkastella myos tapausta, ettd joukko prop
on aarellinen. Mikali propositiosymbolien joukko on déarellinen, on olemassa a&-
rellinen yldraja niiden atomisten asiaintilojen lukumaéaralle, joista yksittdinen
lauselogiikan lause voi puhua. Jos joukon prop koko on n, voi kyseessa oleva
logiikka — erityisesti yksittdinen ko. logiikan lause — puhua korkeintaan n atomi-
sesta asiaintilasta. Jos prop on numeroituvasti adreton, ei ole olemassa mitéan
aarellistd ylarajaa sille, kuinka monesta atomisesta asiaintilasta lauselogiikan
lause voi puhua. Joka tapauksessa yksittdinen lauselogiikan lause puhuu ker-
rallaan ddrellisestd méaarasta atomisia asiaintiloja, mutta nyt se voi olla mika
tahansa &érellinen lukuméaéra. Vasta jos muodostettaisiin infinitaarinen lause-
logiikka, esimerkiksi ottamalla kaytt66n mahdollisuus muodostaa dérettémén
monen lauseen konjunktio, voisi yksittdinen lause puhua &arettémén monesta
atomisesta asiaintilasta — ja vasta télloin olisi mielekésté tarkastella ylinume-
roituvia propositiosymbolien joukkoja.

Jatkossa kdytamme lauselogiikkaa, jonka lausekonnektiiveina ovat konjunk-
tio (A) ja negaatio (—). Disjunktio (V), implikaatio (—) ja ekvivalenssi (<) voi-
daan méaritelld ndiden avulla, kuten voidaan itse asiassa mikd hyvinsé lause-
logiikan totuusfunktio.

"Kvantifioidusta aikalogiikasta (ensimmdisen kertaluvun aikalogiikasta), ks. esim. [9].
8Semanttisesti ’joku’ on distributiivinen disjunktion ’tai’ suhteen.



3.1 Priorilainen aikalogiikka

Annan seuraavassa muodostussadnnot priorilaisen aikalogitkan PTL kaavoille.
Kutsumme PTL:44 priorilaiseksi aikalogiikaksi siitd huolimatta, ettd Prior itse
muotoili teoksissaan niin monta eri aikaloogista formalismia, ettei tdmé&n ni-
mityksen perusteella ole syyta tehdé kovin pitkélle menevid paédtelmia Priorin
tyosta aikalogiikassa. Logiikkaa PTL voidaan my6s kutsua propositionaaliseksi
atkalogiikaksi; tAmé el suinkaan tarkoita, etteikd olisi muitakin lause- eli propo-
sitiologiikkaa laajentavia aikalogiikoita.

Aikalogiikkaa varten otamme kayttoon kaksi uutta yksipaikkaista operaat-
toria, G ja H. Ndmd molemmat vastaavat omalla tavallaan modaalilogiikan
valttdméattomyysoperaattoria [J. Operaattorit G ja H vastaavat (semanttises-
ti) kumpainenkin operaattoria O sikéli, ettd niiden molempien totuusehto on
muodoltaan universaalinen véite: véite, ettd jotakin pétee kaikille tietyn ehdon
toteuttaville ajankohdille. Aikalogiikassa meill4 on kaksi téllaista operaattoria
yvhden sijaan siksi, ettd olemme kiinnostuneita sekd menneisyydesté etta tulevai-
suudesta. Toinen niista operaattoreista (G) saa semantiikan, joka sanoo, ettd
jokin péatee kaikkina tulevina ajankohtina. (Kirjain *G’ viittaakin fraasiin ’it is
always going to be that...’.) Toinen operaattoreista (H) taas vaittad, ettd jokin
pétee kaikkina menneiné ajankohtina. (Kirjain 'H’ viittaa fraasiin ’it has always
been that. ..”) Toisin sanoen toinen néisté operaattoreista kayttai semantiikas-
saan sen relaation kaanteisrelaatiota, jota toinen operaattoreista kayttaa. Valt-
taméattomyydestd puhuvassa modaalilogiikassa ei samalla tavalla ole intuitiivista
sisaltoa vaihtoehtorelaation kaédnteisrelaatiota kayttavélle operaattorille, misté
syystd modaalilogiikassa ei yleensé oteta kayttoon operaattoreille kdénteisope-
raattoreita.’

Kun propositiosymbolien joukko prop on annettu, PTL maéritellian jou-
koksi kaavoja, jotka on saatu seuraavilla muodostussaannoillé:

1. peprop = pe PTL,

2. Ae PTL = -AcPTL,

3. ABePTL = (AAB)ePTL,
4. A¢ PTL = GA,HA € PTL.

Kuten edella todettiin, ovat G ja H siis intuitiivisesti toistensa kddnteisoperaat-
torit. Tama tulee olemaan myos formaalisti totta, kunhan saamme méaritellyksi
semantiikan néille operaattoreille. Kumpaakin néisté operaattoreista kohden on
liséksi sen duaalioperaattori, joka vastaa modaalilogiikan mahdollisuusoperaat-
toria. Maarittelemme:

FA Y G-,

9Multimodaalilogiikassa, eli modaalilogiikassa jossa voidaan puhua n eri vaihtoehtorelaa-
tiosta Rq, ..., Rn otetaan kayttoon kutakin relaatiota kohden oma universaalinen ja oma ek-
sistentiaalinen modaalioperaattorinsa: [, O1,...,y,, Oyn. Téllaisessa logiikassa voidaan to-
ki tarkastella tilannetta, jossa yksi vaihtoehtorelaatio R; on toisen vaihtoehtorelaation R;
kadnteisrelaatio. Formaalisti aikalogiikka PTL voidaankin ymmértad juuri téllaiseksi kahden
modaliteettityypin multimodaalilogiikaksi (n := 2).



PAY —H-A.

Sanomme, etta

operaattorit G ja F ovat toistensa duaalit
ja etta

operaattorit H ja P ovat toistensa duaalit.

Operaattorien F ja P totuusehdoissa alla tulee esiintyméén eksistentiaalinen véi-
te siind missd operaattorien G ja H totuusehdoissa esiintyy universaalinen véite.
Kirjain F tulee sanasta 'future’; ja kirjain P sanasta 'past’. Intuitiivisesti kaavan
F A voi lukea ’joskus tulevaisuudessa (tulee olemaan niin, etti) A’ ja kaavan PA
voi lukea ’joskus menneisyydessd (on ollut niin, ettd) A’ Myos operaattorit F
ja P ovat toistensa kddnteisoperaattoreita.

Otetaan vield kayttoon erikoissymbolit T (Cverum’) ja L (falsum’) asetta-
malla seuraava madritelma:

def
T = po V o,

.

Kun semantiikka kielelle PTL saadaan alla mééaritellyksi, voidaan todeta, etta
lause T on tosi kaikkien mallien kaikissa pisteissé (tosi riippumatta valuaatios-
ta), kun taas lause L ei ole tosi minkd4n mallin missdén pisteessd (on epétosi
riippumatta valuaatiosta). Muistettakoon, ettd aiemman sopimuksemme nojalla
atomi py on aina tarkastelemiemme propositiosymbolien joukossa.

3.2 Logiikka US

Mainittakoon tédssd yhteydessd erdén toisenkin aikalogiikan syntaksi. Omalta
osaltaan tdméa havainnollistaa, ettd sanan yleisesséd merkityksessa aikalogiikka
on pikemminkin kokoelma syntaksiltaan ja semantiikaltaan eridvia logiikoita
kuin jokin yksittdinen logiikka.

Otamme kayttoomme kaksi kaksipaikkaista konnektiivia U (lue: 'until’) ja
S (lue: ’since’). Syntaksiltaan logiikka US ("The logic of Until and Since’) méé-
ritellddn joukoksi kaavoja, jotka on saatu seuraavilla muodostussdaannoilla:

1. p€prop = pe US,
2. US on suljettu negaation (—) ja konjunktion (A) suhteen,
3. A, BeUS = U(A4,B),S(4,B) € US.

Intuitiivisesti U(A, B) luetaan 'B siihen asti ettd A’ ja S(A, B) taas luetaan ’B
siitd lahtien kun A’ Tarkemmin, kaava U(A, B) on totta hetkelld ¢ tdsmélleen
silloin kun A on tosi jonakin hetkea ¢t myohempéné ajankohtana ¢/, ja kaikkina
hetkiné ajankohtien ¢ ja ¢’ vélissd B on totta. Vastaavasti kaava S(A, B) on totta



ajankohtana ¢ jos ja vain jos A on tosi jonakin hetkeé ¢ aiempana ajankohtana
', ja ajankohtien ¢’ ja t vélissd B on totta.

Maéritellddn symbolit T ja L kuten edelld logiikan PTL tapauksessa. Sitten
asetetaan:

def

FA=TU(A,T),
def

PA = S(A,T),

GAY —p-4,

HA % -p-A.

Logiikka US on oleellisesti vahvempi kuin PTL. Erityisesti konnektiiveja
U ja S ei voi madritella logiikassa PTL. Itse asiassa logiikka US kykenee il-
maisemaan tdsmélleen samat asiat Dedekind-taydellisistd lineaarijérjestyksista
(naista ks. kohta 5.2 alla) kuin ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikan yh-
den vapaan muuttujan fragmentti, olettaen, ettd jalkimmaéisen aakkostossa on
vain yksipaikkaisia predikaattisymboleja kaksipaikkaisen predikaattisymbolin <
ohella. Hans Kamp todisti témén viitoskirjassaan [13] vuonna 1968.19

4 PTL:n ja US:n semantiikat

Aikalogiikan malli on kolmikko M = (T, <, P), missia T on epétyhja joukko; <
on kaksipaikkainen relaatio joukossa 7'; ja P on valuaatio, eli kuvaus joukolta
prop joukolle P(T).1! Mallin ’yksiloalue’ T on intuitiivisesti joukko ajankohtia,
ja relaatio < on néiden ajankohtien joukossa méaaritelty aikaisempi kuin -suhde.
Kéaytdmme jdljesséd termeja ’ajankohta’, 'hetki’ tai ’piste’ puhuessamme mal-
lin yksiloalueen alkioista. Jos ¢ on propositiosymboli, on valuaation P antama
joukko P(q) intuitiivisesti niiden ajankohtien joukko, joina propositiosymboli ¢
on tosi. Paria (T, <) kutsutaan modaalilogiikasta tutulla terminologialla Kripke-
kehykseksi tai yksinkertaisesti kehykseksi. Jos t € T, niin kutsumme paria (M, t)
pisteelliseksi malliksi.

Kuten olemme edelld todenneet, relaatiosta < oletetaan ainakin etta se on ir-
refleksiivinen ja transitiivinen. Merkitsemme relaation < kéénteisrelaatiota sym-
bolilla >.12 Yleisesti voimme merkitd minké hyvéinsa kaksipaikkaisen relaation
R kiinteisrelaatiota symbolilla ’R™1", joka on miiritelminsi mukaan relaatio
{{y,z) | (x,y) € R}. Huomattakoon, ettd kidnteisrelaation kadnteisrelaatio on
lahtokohtarelaatio itse: (R™1)~! = R.

Jos A € PTL (kuten myos jos A € US), merkinta

M,tEA

10US-logiikasta, ks. myés [7, 10].

11Symbolia P valuaatioon viittaavana termini ei tule sekoittaa PTL:n (méaériteltyyn) men-
neisyysoperaattoriin P = —H-. Jos S on joukko, on P(S) joukon S potenssijoukko eli sen
kaikkien osajoukkojen joukko.

12T4m4 merkintdhin on tuttu jo koulumatematiikasta tapauksesta, jossa relaatio < on
reaalilukujen vélinen suhde olla pienempi kuin.



tarkoittaa, ettd A on tosi mallissa M ajankohtana t; vastaavasti merkinté
Mt A

tarkoittaa, ettd A on epétosi mallissa M ajankohtana ¢. (Kirjallisuudessa kéy-
tetdédn relaatiolle M, t E A myos merkint6ja M & At], M E; A ja |4, M,t]| =
tosi.)

PTL-kaavojen semantiikka mééritelldén rekursiivisesti (induktiivisesti) PTL:n
syntaksin antaman PTL-kaavan rakenteen suhteen:

M,tEp&te P(p);
Mtk —-Ae MitEA:
M,tE (AAB) & (M,tE Aja M,t = B);
M,tF GA < jokaiselle ', jolle t < t': M,t' F A;
M, t F HA & jokaiselle ¢, jolle t' < t: M,t F A.

Kaavojen GA ja HA totuusehdot eroavat toisistaan siis vain siiné, ettd toinen
kéayttad sen relaation kadnteisrelaatiota, jota toinen kayttaa. Juuri tasta syysta
operaattoreita G ja H kutsutaan toistensa kéanteisoperaattoreiksi. Maaritelty-
jen kaavojen FA ja PA totuusehdoiksi saadaan:

M,tEFA & jollain t/, jolle t < t': M,t' E A;
M,tF PA < jollain t, jolle t' < t: M,t F A.

Nain ollen my6s operaattoreita F ja P on luontevaa kutsua toistensa kaanteiso-
peraattoreiksi.
Havainnollistetaan kielen PTL semantiikkaa esimerkein.

Esimerkki 1. Tutkitaan kaavan GPq evaluoimista mallissa M = (Q, <, P)
ajankohtana 0, kun valuaatio P on méiritelty seuraavasti:'3

P(q):{% ’n::1,2,3,...}.

qq9 q q
i A — : Q
0 -+ 11 1 1

4 3 2

Valuaatio on méaritelty niin, ettd ¢ on tosi tdsmélleen ajankohtina 1, %, %, i

jne. Nain ollen siis ¢ ei ole tosi mindan hetked 0 aiempana ajankohtana, eiké
hetkelld 0, mutta toisaalta se on totta mielivaltaisen lihelld hetked O, hetkea 0
my6hempien ajakohtien joukossa: otettiinpa miké hyvénsé ajakohta ¢ > 0, on
olemassa ajankohta t’, joka toteuttaa ehdon 0 < ¢’ < t ja joka lisdksi tekee pro-
positiosymbolin g todeksi. Tuollaisen t':n 16ytaa vaikkapa seuraavalla paittelyl-
l4: ¢t on positiivinen rationaaliluku, joten se on muotoa t = 2 joillain m,n € N

n

13Q on rationaalilukujen joukko, ja < on joukossa Q tavanomaisella tavalla méiritelty pie-
nempt kuin -relaatio.
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(missd m # 0 # n). Koska0<t,0n0<t-ﬁ <t,missét-ﬁ:%-ﬁ:ﬁ,
joten valitsemalla t' = ﬁ olemme l6yténeet haluttua muotoa olevan luvun 0:n

ja t:n valistd. Vaitdmme, ettd pétee:
M, 0 E GPgq.

Mita tdma sitten edellyttdad mallilta M7 Etta jokaista ajankohtaa ¢t > 0 kohden
on olemassa sellainen ajankohta t' < ¢, joka toteuttaa propositiosymbolin g.
Mutta olemme juuri ndhneet, ettéd itse asiassa viela vahvempikin ehto patee:
jokaista hetked 0 myohempéé ajankohtaa t kohden todella on sitd aiempi ajan-
kohta t’, joka tekee propositiosymbolin g todeksi — ja joka sitapaitsi itse on
hetked 0 mychempi.

Esimerkki 2. Tarkastellaan vield saman kaavan GPg evaluoimista toisessa mal-
lissa, nimittdin mallissa M = (Z, <, P) ajankohtana 0, kun P on seuraava valu-
aatio:!4

Plg)={t[0<t}
q q q
} ® ° * 7
0 1 2 3
Péteeko nytkin
M,0F GPq?

Tilannehan on siinéd suhteessa samanlainen edelliseen esimerkkiin nédhden, etta
nytkin mielivaltaisen l&helld hetkea 0 on, sitd myShempien ajankohtien joukossa,
hetkia jotka tekevat propositiosymbolin ¢ todeksi. Itse asiassa téssa tapauksessa
kaikki hetked 0 myohemmét ajankohdat tekevét ¢:n todeksi. Vaite ei kuitenkaan
pidé paikkaansa; edellisessé esimerkissé rationaalilukujen jérjestyksen tiheys-
ominaisuus oli oleellinen kaavan GPq totuudelle pisteessi 0 (siis se tosiasia,
ettd minkd hyvdnsd kahden rationaaliluvun vélistd 10ytyy rationaaliluku: jos
x < y, on olemassa sellainen z, ettd x < z < y). Kokonaislukujen jérjestys
taas ei ole tihed, vaan diskreetti: erityisesti jokaisella kokonaisluvulla on wéliton
seuraaja. (Kokonaisluvun ¢ véliton seuraaja on luku ¢t + 1.) Nyt taas ndemme,
etta itse asiassa on
M,0F GPgq,

koska muutoin pétisi erityisesti M, 1 E Pg (onhan nimittdin 1 > 0), ja siis olisi
jokin kokonaisluku ¢ < 0, joka toteuttaa ¢:n. Kuitenkin valuaation P maééritel-
mén mukaan 1 on pienin luku, joka toteuttaa ¢:n. Siis GPgq ei ole totta mallin
M pisteessa 0.

Annamme vield semantiikan konnektiivien Until ja Since logiikalle eli US-
logiikalle:

M,t EU(A, B) < on olemassa t’ > t, jolle patee M, t' E A
ja jokaiselle s, jolle t < s <t/ patee M, s F B;

147 on kokonaislukujen joukko, ja < on joukossa Z normaalilla tavalla médritelty pienempi
kuin -relaatio.
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M,tE S(A, B) < on olemassa t’ < t, jolle patee M,t' E A
ja jokaiselle s, jolle t’ < s <t patee M, s F B.

Atomikaavoille sekd negaatio- ja konjunktiomuotoisille kaavoille totuusehdot
ovat samat kuin PTL-logiikassa.

Katsotaan vield esimerkkeja US-kaavojen evaluoimisesta.

Esimerkki 3. Tarkastellaan kaavan U(q, —q) totuusarvoa mallissa M = (Q, <,
P) ajankohtana 0, kun valuaatio P on mééritelty seuraavasti:

P(g)={teQ|t*>2}.

Viaitdmme, etta
M7 0F U(q7 _‘q)

Miksi kaava ei sitten ole tosi pisteesséd 07 Kaava véittaé, ettd on olemassa ajan-
kohta ¢ > 0, joka toteuttaa propositiosymbolin g, ja kaikkina O:n ja tuon ¢:n
valisiné hetkiné q on epatotta. Miké yksiléalueen Q alkio tuollainen piste ¢ sitten
voisi olla? Selvistikdin ei mikadn sellainen ¢, jolle 0 < t? < 2, koska valuaa-
tion P madritelmén mukaan p on epéatosi kaikkina téllaisina ajankohtina.

Voisimmeko sitten valita t:n niin, etté se toteuttaisi ehdon 2 > 2? Emme,
koska t#llon olisi olemassa sellainen toinen ajankohta, s, ettd t? > s2 > 2, mi-
k& olisi ristiriidassa sen kanssa, ettd kaavan U(g, -¢) mukaan ¢ on epétosi 0:n
jalkeen aina hetkeen ¢ asti: nyt kuitenkin se olisi tosi my6s pisteessa s < t.
Perustelemme miksi tuollainen s olisi olemassa. Tarkastellaan rationaalilukuja
t— %, missd n = 1,2,.... Olkoon r < t mielivaltainen rationaaliluku. Selvés-
tikin on olemassa pienin k siten, ettd kaikille m > k pétee: (¢ — %)2 > r. Siis
erityisesti on olemassa rationaaliluku (itse asiassa dérettdmén monta rationaa-
lilukua) muotoa t — 1 siten, ettd 2 < (¢ — )2 < ¢2. Miké tahansa tuollainen
luku ¢ — % voidaan valita luvuksi s.

Ainoa vield nékojaan tarkastelematon tapaus olisi ajankohta ¢, joka toteut-
taa ehdon t?> = 2. Mutta tuollaista ajankohtaa ei ole! Yksiléaluemme on ra-
tionaalilukujen joukko Q, ja mikéén rationaaliluku ¢ ei toteuta ehtoa t2 = 2;
reaaliluku t = /2 joka tuon ehdon toteuttaa, on irrationaaliluku.

Esimerkki 4. Tutkitaan vield saman kaavan U(g,—¢q) evaluoimista toisessa
struktuurissa: mallissa M = (R, <, P) ajankohtana 0, kun P on seuraava valu-
aatio:!?

Plg)={teR|>2}.

?
e

Pateekd nyt
M,0F U(q, ~q)?

15R on reaalilukujen joukko, ja < on joukossa R tavanomaisella tavalla méritelty pienempi
kuin -relaatio.
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Kylla. Niin on seuraavasta syysté: v/2 > 0 ja kaikkina ajankohtaa /2 aiempi-
na mutta hetked 0 myohempiné ajankohtina propositiosymboli ¢ on epétotta.
Toisaalta ¢ on totta hetkelld /2. Siis kaava U(g, -¢) on totta hetkelld 0. Huo-
mattakoon, ettd mallin yksiléalueen ollessa reaalilukujen joukko, valuaatiolle P
pitee: P(q) = {teR[t?>2}={teR|t>2}.

5 Aikajarjestysten mahdollisia ominaisuuksia

Muodollisesti kaksipaikkainen relaatio R joukossa S on miké hyvansd joukon
S x S osajoukko, siis mikd hyvénsa joukko pareja (z,y), missi alkiot x ja y
kummatkin kuuluvat joukkoon S. Jos R on relaatio joukossa S, niin joukkoa

dom(R)={x €S| jollainy € S: (z,y) € R}
sanotaan relaation R mddritysjoukoksi (engl. domain); ja joukkoa
mg(R)={ye S| jollainxz € S: (z,y) € R}

relaation R arvojoukoksi (engl. range). Néin siis dom(R) on niiden joukon S
alkioiden joukko, jotka ovat suhteessa R johonkin joukon S alkioon; ja rng(S)
niiden joukon S alkioiden joukko, joihin jokin joukon S alkio on suhteessa R.
Yleisesti ei ole mitdén syytd, miksi sen paremmin joukko dom(R) kuin joukko
rng(R):kaan aina olisi koko joukko S.

Jos 'R’ vaikkapa edustaa relaatiota rakastaa kaikkien ihmisten joukossa, on
dom(R) niiden ihmisten joukko, jotka rakastavat jotakuta, ja rng(R) niiden ih-
misten joukko, joita joku rakastaa. Voi hyvin olla niin, ettd dom(R) # rng(R).
Nain on, jos joku ei rakasta ketdén, ei edes itseddn, mutta téastd huolimatta joku
rakastaa hanté. Tai jos on joku, jota kukaan ei rakasta, mutta hén silti rakastaa
jotakuta. Joukot dom(R) ja rng(R) eivit yhdessikaan tyhjenné kaikkien ihmis-
ten joukkoa, jos on joku, jota kukaan ei rakasta ja joka ei liioin itse rakasta
ketddn. Toisen esimerkin relaation mééaritysjoukon ja arvojoukon eridvyydesté
tarjoaa relaatio Rp = {(0,1),(1,2)} joukossa Sy = {0,1,2}. Télle relaatiolle
patee:

dom(Rp) = {0,1} # {1,2} = rng(Ry).

Huomattakoon vield, ettd joukot dom(Rp) ja rng(Ry) yhdessi tyhjentévit jou-
kon Sy, vaikka kumpikaan noista joukoista yksin ei sitd tyhjenndkédn. Kun
jatkossa puhumme jarjestyksista (T, R), tarkoitamme pareja, jotka koostuvat
kaksipaikkaisesta relaatiosta R ja joukosta T jossa tuo relaatio on mééaritelty.
Emme edellyté, ettd T' = dom(R) U rng(R).

Melkein kaikki vaihtoehtorelaatiot, joita tarkastelemme téssa kirjoituksessa
ovat osittainjdirjestyksii (engl. partial orders).' Jirjestys (T, <) on osittainjér-
jestys jos < on antisymmetrinen ja transitiivinen jarjestys joukossa T'. Relaation
< antisymmetrisyys merkitsee seuraavan ehdon voimassaoloa:

VaVy: (x £yhax <y) — —(y < x).

16 Ainoan poikkeuksen muodostavat luvussa 5.5 tarkastellut syklit.
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Tamaéan ehdon voi kirjoittaa yhtépitdvadin muotoon
VeVy: (z<yAy<z)—zx=y.

Olemme edelld todenneet, etté aikalogiikan semantiikassa Kripke-kehyksen vaih-
toehtorelaatiolta vaaditaan ainakin ominaisuudet irrefleksiivisyys ja transitiivi-
suus:

Vo: =(z < z),
VaeVyVz: (z<yAhy<z) —x<z.

On helppo harjoitustehtévé osoittaa, ettd tdmé vaatimus on yhtépitava sen vaa-
timuksen kanssa, ettd Kripke-kehyksen on oltava irrefleksiivinen osittainjérjes-
tys.

Jos < on kaksipaikkainen relaatio jossain joukossa 7T, sanomme relaatiota

<U{{(z,z) |z € dom(<) }

relaation < refleksiiviseksi sulkeumaksi ja merkitsemme sitd symbolilla *<’. Siis
z < y jos ja vain jos < y tai (x kuuluu relaation < méaaritysjoukkoon ja
T =1y).

Koska aikalogiikassa vaihtoehtorelaation on tarkoitus olla ajallisen aikaisem-
pi/myéhempi-suhteen formaali vastine, on téssd yhteydessd perusteltua katsoa,
minkalaisia lisiominaisuuksia téllaiselta suhteelta voisi olla jarkevid vaatia.

5.1 Lineaarijarjestyksista

On erityisen luontevaa ajatella aikajarjestysti lineaarijirjestyksend. Lineaari-
jarjestys (eli kokonaisjarjestys) on kaksipaikkainen relaatio tésséd tapauksessa
ajankohtien joukossa T, joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa: antisymmetri-
syys, transititvisuus ja yhtendisyys. Relaation < yhtendisyyden ilmaisee ehto

VeVy: e <yVaez=yVy<z.

Nain yhtenaisyys tarkoittaa, ettd kaikki tarkasteltavat alkiot ovat kesken&én
vertatlukelpoisia relaation < suhteen siind merkityksessa, ettd mitkd tahansa
eridvat alkiot ovat keskenddn joko suhteessa < tai muutoin suhtautuvat sen
kééanteisrelaation > mukaisesti toisiinsa.

Jarjestyksen (T, <) sanotaan olevan lineaarinen vasemmalle, mikali kaikille
relaation < arvojoukon rng(<) alkioille ¢ pétee, ettd relaatio < jirjestdd tuon
alkion menneisyyden eli joukon

S’;déf{s|s<t}

lineaarisesti, so. etta relaation < rajoittuma <; joukkoon S, , siis relaatio

<7 ¥ s xS,
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on antisymmetrinen, transitiivinen ja yhtenéinen. Jérjestys on lineaarinen oi-
kealle, jos vastaavalla tavalla jokaiselle relaation < mééritysjoukon dom(<) al-
kiolle t patee, etté relaatio < jéarjestdd lineaarisesti sen tulevaisuuden eli joukon

S s |t<s)

Oikealle lineaarinen jérjestys. Vasemmalle lineaarinen jarjestys.

Sanomme jérjestyksen olevan pisteittdin lineaarinen, jos sen jokainen piste on
seké lineaarinen vasemmalle ettéd lineaarinen oikealle. Helposti havaitaan, etté
on jarjestyksié, jotka ovat lineaarisia vasemmalle mutteivét lineaarisia oikeal-
le, ja kdantaen, jarjestyksid, jotka ovat lineaarisia oikealle mutteivat lineaari-
sia vasemmalle. Esimerkiksi jos 1 # 1/, on relaatio {(0,1),(0,1’)} lineaarinen
vasemmalle — koska molemmat relaatioista {(0,1)} ja {(0,1’)} ovat triviaalis-
ti lineaarijérjestyksid — mutta relaatio {(0,1),(0,1’)} ei ole lineaarien oikealle,
koska alkiot 1 ja 1’ eiviit ole tdman relaation suhteen vertailukelpoiset. Vastaa-
vasti ndhdéén, ettei lineaarisuus oikealle ole riittava ehto sille, etté jarjestys olisi
lineaarinen vasemmalle. Toisaalta on helppoa nahda, ettd seuraava tulos patee:

Tosiasia 1. Jarjestys (T, <) on pisteittdin lineaarinen jos ja vain jos se on
lineaarinen vasemmalle ja lineaarinen oikealle.

Edelleen on kuitenkin huomattava, ettd pisteittdinen lineearisuus ei takaa line-
aarisuuttal

Pisteittdin lineaarinen jérjestys, joka ei ole lineaarijarjestys.

Tosiasia 2. On olemassa pisteittiin lineaarisia jarjestyksii, jotka eivét ole li-
neaarisia.

Todistus. Olkoot T ja T’ ovat epéatyhjia keskendén pistevieraita joukkoja (siis
TNT' = @) jaolkoot (T, R) ja (T", R') kummatkin lineaarijarjestyksia. Talloin
on jarjestys (T UT’, RU R’) pisteittain lineaarinen, muttei lineaarinen. Olkoot
nimittdin pisteet ¢ € T ja t’ € T’ mielivaltaiset. Talloin joukkojen T ja T
erillisyyden nojalla ¢t # ¢’ ja (t,t') ¢ RU R’ ja (t',t) ¢ RU R/, eli pisteet ¢ ja t’
eivat ole vertailukelpoiset relaation RU R’ suhteeen. Nain ollen tamaé relaatio ei
voi olla lineaarijérjestys. |

Lineaarijarjestyksilla voi olla erilaisia lisiominaisuuksia antisymmetrisyyden,
transitiivisuuden ja yhtenaisyyden ohella. Koska tarkastelemme téssé lineaari-
jarjestyksié aikalogiikan Kripke-kehysten relaatioina, oletamme ne aina irrefiek-
stivisiksi. Esimerkkejé irrefleksiivisista lineaarijarjestyksista ovat:
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(N, <) eli luonnollisten lukujen joukon luonnollinen jarjestys (so. lukujen
suuruuden mukainen jarjestys)

(Z, <) eli kokonaislukujen joukon luonnollinen jarjestys

(Q, <) eli rationaalilukujen joukon luonnollinen jirjestys

(R, <) eli reaalilukujen joukon luonnollinen jarjestys
e N:n dérellisen alkusegmentin {0,...,n} luonnollinen jirjestys.

Kaikki ndmé jérjestetyt lukujoukot ovat tuttuja matematiikasta, ja mitd ta-
hansa niistd voidaan tarkastella mahdollisena aikajarjestyksenéd. Tarkemmin sa-
noen mahdollisena aikajirjestyksend voidaan tarkastella mitéd hyvinsd Kripke-
kehysté, joka on isomorfinen minka tahansa edella mainitun jarjestetyn lukujou-
kon kanssa. Jarjestettyjen joukkojen (T, <) ja (T”,<’) isomorfisuus tarkoittaa,
etta joukkojen T ja T” alkiot voidaan asettaa vastaavuuteen jonkin bijektion
f: T — T avulla niin, ettd T:n alkiot z ja y toteuttavat ehdon x < y jos ja vain
jos T":m alkiot f(x) ja f(y) toteuttavat ehdon f(z) <’ f(y). Isomorfia tarkoittaa
siis yksinkertaisesti kehysten strukturaalista samankaltaisuutta — sité, etté ne ei-
viit eroa toisistaan lainkaan rakenteensa suhteen. (Témén ‘rakenteen’ tekijoina
on kummankin kehyksen kohdalla joukko objekteja ja tdssa joukossa maaritelty
kaksipaikkainen relaatio.)

Edelld mainitut jarjestetyt lukujoukot ovat siis kaikki lineaarijarjestyksié.
Toisaalta noista jéirjestetyistd lukujoukoista milla hyvéinsd kahdella, vaikkapa
jarjestetyilla joukoilla (Q, <) ja (R, <), on rakenteellisia lisdominaisuuksia, jotka
erottavat ne toisistaan.

Matematiikkaa opiskelleille puheena olevat ominaisuudet ovat hyvinkin tut-
tuja, mutta niitd varten, jotka eivit ole matematiikkaa opiskelleet, on syyté
tuoda nadmé ominaisuudet esiin. Useimmat ominaisuuksista on helppo miel-
téad, vaikkei matematiikan kanssa juuri olisi tekemisissi ollutkaan. (Mahdollisen
poikkeuksen muodostavat tdydellisyysominaisuus ja hyvinjdrjestysominaisuus,
joista lisda alla.) Seuraavassa esitetddn luettelonomaisesti erilaisia ominaisuuk-
sia, joita osittainjdrjestyksilla voi olla. Huomattakoon, ettd mika hyvénsé nois-
ta ominaisuuksista — paitsi hyvinjérjestysominaisuus — voi esiintyd myo6s muilla
osittainjarjestyksilla kuin lineaarijarjestyksilla.

5.2 Osittainjarjestysten ominaisuuksia

Kaikissa seuraavissa tapauksissa tarkastelemme jarjestysta (T, <), missd T on
epatyhjé joukko.

Maksimin ja minimin olemassaolo

Alkiota M sanotaan jarjestyksen < suhteen maksimaaliseksi alkioksi joukossa
T (eli joukon T <-maksimaaliseksi alkioksi), jos M kuuluu joukkoon T, eiki
ole olemassa sellaista alkiota x € T, ettd M < xz. Vastaavasti alkio m on jar-
jestyksen < suhteen minimaalinen alkio T:ssé, mikali m € T, eiké ole sellaista
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alkiota x € T, ettd © < m. Helposti havaitaan, ettd sen paremmin maksimaali-
sen kuin minimaalisenkaan alkion ei tarvitse olla yksikéasitteinen. (Maksimaalis-
ten alkioiden osalta riittda tarkastella vaikkapa aérellistd puurakennetta ja sen
lehtid; asian toteamiseksi minimaalisille alkioille riittda kaantasd tuo puu ylosa-
laisin!) Joukon T' maksimiksi jarjestyksen < suhteen sanotaan sellaista joukon
T alkiota M, joka toteuttaa ehdon

VeeT: (x <MV x=DM).

Maksimi on siis mihin tahansa T:n alkioon ndhden ’suurempi tai yhtdsuuri’, so.
sellainen, ettd mikéd hyvansd muu 7T:n alkio on sen edeltéjé relaatiossa <. Tamé&
ehto on vahvempi kuin ehto, ettd M olisi maksimaalinen. Maksimin on oltava
maksimaalinen ja lisdksi verrattavissa kaikkiin T:n alkioihin. Joukon T" minimi
jarjestyksen < suhteen on vastaavasti joukon T alkio m, joka toteuttaa ehdon

VeeT: (m<xzVx=m).

M, My

mq
M; ja M; maksimaalisia alkioita, m minimi.

Havaitaan helposti, ettd mikéli maksimi (minimi) on olemassa, se on yksikésit-
teinen — eli tuolloin on olemassa tdsmélleen yksi maksimi (minimi). Lisdksi on
helppo néhdé, ettd lineaarijarjestysten kohdalla maksimaalinen alkio on auto-
maattisesti maksimi (ja minimaalinen alkio minimi). TAmé johtuu yksinkertai-
sesti lineaarijérjestysten yhtendisyysominaisuudesta: jos olisi My # M, mutta
molemmat alkiot M7 ja M olisivat maksimaalisia alkioita lineaarijérjestyksen <
suhteen, pétisi yhtendisyysominaisuuden nojalla joko My < Ms tai My < My,
eivitkd molemmat siis olisikaan maksimaalisia.

Esimerkkijéarjestyksistamme jarjestyksilla (N, <) ja ({0,...,n}, <) on minimi
ja jalkimmaiselld naistd myos maksimi. Milladn jarjestyksista (Z, <), (Q, <) ja
(R, <) ei ole sen paremmin minimaalista alkiota kuin maksimaalista alkiotakaan,
eika siis tietenkéén erityisesti minimié eikd maksimia.

Ei maksimaalisia tai minimaalisia alkioita

On tédysin mahdollista, etta osittainjarjestyksella ei ole sen paremmin minimaa-
lista kuin maksimaalistakaan alkiota, tai etta silla on yhta tyyppia oleva daripis-
te, muttei toista tyyppid olevaa adripistetta. Jarjestykselld voi esimerkiksi olla
maksimaalinen alkio ilman etté silld olisi minimaalista alkiota. Erityisesti on
lineaarijérjestyksié, joilla ei ole minimié eikd maksimia, ja sellaisia lineaarijér-
jestyksié, joilla on vain toinen néistd ddripisteista. Esimerkkijarjestyksistdmme
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jarjestyksella (N, <) on, kuten juuri totesimme, minimi, mutta silla ei ole maksi-
mia. Jarjestykset (Z, <), (Q, <) ja (R, <) taas ovat siind suhteessa samanlaisia,
ettd niistd yhdellakaén ei ole sen paremmin minimié kuin maksimiakaan.

Diskreettisyys

Tarkastellaan aluksi havainnollisuuden vuoksi pisteittdin lineaarisia jarjestyk-
sia, ja vasta tdméan jilkeen yleisia osittainjirjestyksid. Pisteittdin lineaarisen
jarjestyksen diskreettisyys tarkoittaa sitd, ettd jokaisella pisteelld sen mééri-
tysjoukossa on wvdilitin seuraaja ja véliton edeltiji.'” Epéaformaalisti ilmaisten
edellytetdén siis, ettd jokaisesta pisteestéd siirrytdédn eteen- ja taaksepdin hyp-
payksenomaisesti, ei asteittain. Tarkkaan ottaen vaaditaan kahta asiaa (jéljessa
kvanttorien vaihteluala on T ja relaatio < pisteittdin lineaarinen):

Vedy: <y A ~Jz(z < z2<y) (diskreettisyys oikealle),
Vedy: y <z A ~3Jz(y < z <) (diskreettisyys vasemmalle).

Diskreettisyyttd voidaan luonnehtia myos sanomalla jarjestyksen olevan dis-
kreetti silloin, kun sen jokaisella pisteelld x on ympdristd, johon kuuluu tuo pis-
te x eikd mikddn muu piste. (Tatd emme kuitenkaan ota diskreettisyyden méé-
ritelméksi, koska ympariston késite edellyttda etdisyyden késitteen, mitd emme
téssd madrittele.) Sanomme yksittédisen pisteen t € T' — erotuksena kokonaisesta
jarjestyksestd (T, <) — olevan diskreetti oikealle, jos se toteuttaa ehdon

Jy: t<y AN -Fz(t<z<y)
ja diskreetti vasemmalle, mikali se toteuttaa ehdon
Jy: y<t A -Jz(y<z<t).

Niin siis pisteittdin lineaarinen jarjestys (T, <) on diskreetti vasemmalle (oi-
kealle), jos kaikki pisteet ¢t € T ovat diskreettejd vasemmalle (oikealle).

Esimerkeistdmme (Z, <) on diskreetti par ezcellence. (N, <) ei ole diskreetti,
koska pisteelld 0 ei ole edeltéjéa lainkaan eiké siten myoskdéan vélitontéd edel-
tajaa: 0 el siis ole vasemmalle diskreetti. Toisaalta (N, <) on oikealle diskreetti
jokaisessa pisteessddn. Jarjestys ({0,...,n}, <) ei ole diskreetti sen paremmin
vasemmalle kuin oikeallekaan: niin siksi, etta 0 ei ole vasemmalle, eiké n oikeal-
le diskreetti. Toisaalta kaikki pisteista 0, ..., n — 1 ovat diskreetteja oikealle ja
kaikki pisteistéd 1, ..., n ovat diskreettejé vasemmalle.

Diskreettisyys oikealle ei siis takaa diskreettisyyttd vasemmalle. Huomatta-
koon, ettd néin olisi silloinkin jos omaksuttaisiin diskreettisyyden heikko muotoi-
lu, jonka mukaan pisteittédin lineaarinen jérjestys on diskreetti mikali jokaisella
sellaisella pisteelld, jolla ylipddtadn on seuraaja (edeltdjd), on valiton edeltaji

" Toisinaan diskreettisyys madritelldsn viljemmin, ja pisteittdin lineaarista jarjestysti sa-
notaan diskreetiksi jos jokaisella sellaisella pisteelld, jolla ylipddtdén on seuraaja (edeltdjd),
on vilitén edeltdji (viliton seuraaja).
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(valiton seuraaja). Seuraava konstruktio todistaa vaitteen. Tarkastellaan jouk-
koja {to,t1,...} ja {so,$1,...}, joiden otaksumme olevan pistevieraita. Maari-
telddn relaatio < néiden joukkojen yhdisteessd seuraavasti: vaaditaan, ettd <
on transitiivinen ja etté se toteuttaa ehdon

to <t <--- <8 <81 <+

to tq to S0 81 S92

Talléin < on diskreetti oikealle: olipa x mika hyvénsa tarkastellun joukon piste,
on sellainen 7, ettd joko x = t; tai x = s;. Edellisessé tapauksessa x:n valiton
seuraaja on t;1 ja jalkimmaéisessé s;1. Toisaalta < ei ole diskreetti vasemmalle.
Koska sovellamme diskreettisyyden heikkoa maéritelmaé, tdméa ei seuraa viela
siité, ettd pisteella tg ei ole lainkaan edeltdjia. Toisaalta pisteella so on kyllakin
edeltdjid, muttei valitontd edeltajaa)

Enté sitten diskreettisyyden mééritelméa mielivaltaisille osittainjarjestyksil-
le? Téllaisessahan tapauksessa annetulla pisteella voi olla vertailukelvottomia
seuraajia tai edeltdjida. Nyt erityisesti diskreettisyys oikealle edellyttéda sité, etta
valiittinpa mika hyvinsa pisteen x seuraaja y, 16ytyy sellainen pisteen x seu-
raaja z, joka totettaa ehdon z < z < y.'® Yleisesti diskreettisyys edellyttis
kahta asiaa (jéljessd kvanttorien vaihteluala on T ja relaatio < mielivaltainen
irrefleksiivinen osittainjirjestys):

Diskreettisyys oikealle:

Vedy: <y AVaVy:z<y— (Fz: (<2< y) A-Fw(z <w< 2))
Diskreettisyys vasemmalle:

Vody: y<z AVaVy:y<z— (Fz: (y<z<a)A-Jw(z<w<z))

Tamén maaritelmén mukaan jarjestys on diskreetti silloin kun miss&d hyvansa
mielivaltaisesta pisteestd ¢ lahtevéisséd ’haarassa’ pisteelld ¢ on véliton seuraaja,
ja liséksi missd hyvénsa mielivaltaiseen pisteeseen ¢ johtavassa 'polussa’ pisteell&
t on valiton edeltéja.

Diskreetti osittainjarjestys.

18Tsssd < on relaation < refleksiivinen sulkeuma.
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Tiheys

Tiheys on diskreettisyyden kontraarinen vastakohta. Siin& missé diskreettisyyt-
tad luonnehtii se, ettd jokaisella méadritysjoukon pisteelld on véliton edeltédja ja
valiton seuraaja, edellyttaa tiheys, ettei millddn pisteelld ole sen paremmin vé-
litonta edeltdjaa kuin valitontd seuraajaakaan. Jos jarjestys < on tihed ja anne-
tulla pisteelld on seuraajia (edeltéjid), niin talla pisteelld on itse asiassa seuraajia
(edeltdjia) mielivaltaisen "1ahelld’ itseddn: jos pisteella x ylipddtddn on seuraajia
(edeltdjid), niin z:n ja minkd hyvinsé tuollaisen seuraajan (edeltdjan) y vélissa
on jokin kolmas piste. Maérittelemme tiheyden seuraavasti. Jarjestys (T, <) on
tihed, jos
VaVy: (r<y— Tz #z#yAe<z<y)).

Tiheys siis tarkoittaa, ettd minké hyvénsi kahden toisiaan (relaation < suh-
teen) seuraavan pisteen wvalistd 16ytyy kolmas piste. Huomattakoon, ettd jos
madritelladn ilmeisella tavalla pisteen ominaisuudet ‘tihed vasemmalle’ ja ’tihed
oikealle’, niin jérjestys on kaikissa pisteissdan tihed vasemmalle jos ja vain jos
se on kaikissa pisteissdan tihed oikealle.

Rationaalilukujen jarjestys (Q, <) on tihed, kuten myos reaalilukujen jir-
jestys (R, <). Toisaalta esimerkiksi luonnollisten lukujen jarjestys (N, <) ei ole
tihed: tdméan toteamiseksi riittda havaita, ettd vaikkapa luonnollisten lukujen 6
ja 7 vélissd ei ole ainoatakaan luonnollista lukua. Annettu tiheyden mééritelma
soveltuu selaisenaan mielivaltaisiin osittainjarjestyksiin.

Taydellisyys

On olemassa ominaisuus, joka erottaa reaalilukujen joukon rationaalilukujen
joukosta. Molemmat ovat tiheita joukkoja, mutta pelkastaén tiheys ei riitéa 'téayt-
tamaén’ reaalilukusuoraa. Téhan tarvitaan reaalilukujen tdydellisyysominaisuu-
deksi (engl. completeness, Dedekind-completeness) kutsuttu ominaisuus.

Sanomme joukon 7' (epityhjad) osajoukkoa S ylhddltd rajoitetuksi, mikali
on olemassa sellainen T':n alkio z, ettd ehto

Vye S:y<zx

on voimassa. Pisteen z ei tietenkédén tarvitse olla joukossa S. Mitd hyvinsa
alkiota € T joka toteuttaa tdméin ehdon sanomme osajoukon S (erddksi)
yldrajaksi. Sanomme alkiota xg € T osajoukon S pienimmdksi ylarajaksi eli
supremumiksi, mikali ¢ on S:n ylaraja, ja lisdksi jokaiselle S:n ylirajalle x
patee, etta

To < T tai To = x.

Joukon S supremumia jarjestyksen < suhteen merkitsemme symbolilla 'sup_ S7,
tai, jos on selvad mité jérjestysta tarkoitamme, yksinkertaisesti symbolilla sup S”.
Lukija voi harjoitustehtévana todistaa, etté jos joukolla S on maksimi M, niin
sup. S = M. Toisaalta sellaisellakin joukolla voi olla supremum, jolla ei ole
maksimia. Esimerkiksi rationaalilukujoukolla {z € Q | < 1} ei ole maksimia,
mutta luku 1 on tdméan joukon supremum.
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Supremumin késitteen avullla voimme méadritelld jarjestyksen taydellisyy-
den kisitteen. Jarjestys (T, <) on tdydellinen, jos jokaisella ylhéaalta rajoitetulla
epatyhjalla T:n osajoukolla on pienin ylaraja eli supremum, joka kuuluu jouk-
koon T'. Esimerkiksi rationaalilukujoukolla { x € Q | 22 < 2} ei ole supremumia
rationaalilukujen joukossa. Reaalilukujoukolla {x € R | 22 < 2} taas on supre-
mum. Itse asiassa sup_{z € R |22 <2} = /2.

Esimerkkijarjestyksistdmme jarjestyksilla (N, <), (Z, <) ja ({0,...,n}, <) on
triviaalisti tdydellisyysominaisuus: niissé tapauksissa milld hyvénsé epéatyhjalla
ylhailta rajoitetulla osajoukolla on itse asiassa maksimi. Jarjestys (R, <) on téy-
dellinen ’epétriviaalista’ syystéa: tédssa tapauksessa téaydellisyys ei perustu siihen
etta kaikilla kyseessé olevan joukon epéatyhjilla ylhaélté rajoitetulla osajoukoilla
olisi maksimi.

Huomattakoon, ettéd téydellisyydestd voidaan — ylld esitetyn méaritelmén
puitteissa — mielekkddsti puhua muidenkin kuin (pisteittédin) lineaaristen jirjes-
tysten kohdalla. Jéljempéané puheeksi tulevat hilat ovat yksi esimerkki osittain-
jarjestyksisté, joiden ei tarvitse olla lineaarisia ja joiden yhteydesséd supremumin
kéasitteella on tarked rooli.

Hyvinjarjestykset

Tarkastellessamme hyvinjarjestyksid, rajoitumme yksinomaan lineaarijarjestyk-
siin: suoraan madaritelmaéllisesti kaikki hyvinjarjestykset ovat lineaarijarjestyk-
sid. Hyvinjarjestykseksi (engl. well-ordering) sanotaan lineaarijarjestysta (T, <),
joka toteuttaa seuraavan ehdon:

Jokaisella joukon T epétyhjalld osajoukolla S on minimi relaation <
suhteen.

Huomattakoon, etté ylla esitetyn ehdon nojalla hyvinjarjestyksen maéritelmas-
sd riittaisi rajoittua lineaarjirjestysten sijaan pelkédstdan antisymmetrisyys- ja
transitiivisuusehdot toteuttaviin jarjestyksiin. Lineaarisuuteen vaadittava yhte-
néisyysehto nimittédin seuraa esitetysté lisdvaatimuksesta. Olkoot x ja y mie-
livaltaiset sellaiset T:n alkiot, ettd x # y. Nyt {z,y} on joukon T osajoukko,
joten hyvinjarjestyksilta vaaditun ehdon nojalla joukolla {x,y} on siis erityises-
ti oltava minimi. Jos m on tuon joukon minimi, on m = z tai m = y. Néin
siis joko < y tai y < z. Téten joukolla T ei voi olla relaation < suhteen
vertailukelvottomia alkioita. Siispé relaatio < on yhtenéinen.

Havaitaan, ettd hyvinjirjestetyn joukon jokaisella pisteelld, jolla ylipadtaan
on seuraaja, on kyseesséolevan hyvinjarjestyksen suhteen wvdliton seuraaja. Ol-
koon nimitttiin (T, <) epéatyhja hyvinjarjestys, ja olkoon x € T. Mikili z ei ole
joukon 7" maksimi,'? tarkastellaan joukkoa S, = {y € T | < y }. Taméi joukko
on oletuksen nojalla epdtyhji: muutoin olisi # = max T'. Siis, jarjestyksen (T, <)
hyvinjarjestysominaisuuden nojalla joukolla S, on minimi. Tuo minimi kuuluu
joukkoon S, ja siten erityisesti joukkoon 7. Jos nyt olisi jokin sellainen alkio
y €T, ettd x < y < min S,, ei alkio min S, olisi joukon S, minimi. Téllaista
alkiota y ei siis ole, ja min S, on T:n alkion x valiton seuraaja.

19Nsin on tietenkin erityisesti silloin kun joukolla T ei ole maksimia.
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Ei ole valttamatonté, ettd hyvinjarjestyksen méaritysjoukon jokaisella pis-
teelld olisi véliton edeltdja. Toki silti z:n valittomaélld seuraajalla on véliton
edeltdjé, nimittdin . Mutta siitd, ettd jokaisella pisteelld on véiliton seuraa-
ja, el seuraa etté jokainen piste on jonkin pisteen viliton seuraaja. (Itse asiassa
tarkastelimme esimerkkié tésté jo keskustellessamme edelld diskreettisyydesta.)
Ensinnékin, jokaisella epédtyhjalld hyvinjarjestyksella (T, <) on minimi (koska
erityisesti epétyhja joukko T on oma epéatyhji osajoukkonsa, on joukolla T on
hyvinjérjestysominaisuuden nojalla minimi) eikéd tuolla minimilld ole lainkaan
edeltéjid eiké siis erityisesti valitonta edeltajaé. Toiseksi, niin kutsutussa ordi-
naalilukujen teoriassa kohdataan vieldapa alkioita, joilla kylld on tarkastellussa
hyvinjarjestyksessa 0,1,2,...,w,w + 1,... edeltajia, muttei silti valitonta edel-
tdjaa: raja-ordinaalit, kuten pienin dareton ordinaali w, ovat sellaisia, etté niilla
kylla on vélitdn seuraaja ja niilld on edeltdjid, mutta ne itse eivit ole mink&aén
ordinaalin valittomia seuraajia.

Hyvinjarjestysominaisuutta ei pidé sekoittaa tdydellisyysominaisuuteen. Né&i-
den eron ja toisaalta yhtéalaisyydet havaitsee parhaiten vertaamalla ensin mai-
nittua ehtoa jalkimmaisen ehdon seuraavaan, yhtapitavian muotoiluun:

Jarjestys (T, <) on tédydellinen, jos jokaisella alhaalta rajoitetulla
epatyhjalla T:n osajoukolla on suurin alaraja eli infimum, joka kuu-
luu joukkoon T'.

Ja siis jarjestys (T, <) on hyvinjarjestys, mikéli

jokaisella T':n epétyhjalld osajoukolla S on minimi relaation < suh-
teen.

Hyvinjérjestysehto ei siis pelkéstdén edellytéd suurimman alarajan olemassaoloa,
vaan edellyttdd nimenomaan minimin olemassaolon. (Huomaa, etté alkion inf S
ei tarvitse kuulua joukkoon S, mutta min S tietenkin kuuluu joukkoon S.) Lisiak-
si hyvinjarjestysehto koskee kaikkia T':n epétyhjia osajoukkoja eikd ainoastaan
T:n alhaalta rajoitettuja epéatyhjid osajoukkoja.

Esimerkkijéarjestyksistimme ainoastaan (N, <) ja ({0,...,n}, <) ovat hy-
vinjarjestyksia. Kaikilta muilta esimerkkijarjestyksiltd — nimittdin jarjestyk-
siltd (Z, <), (Q,<) ja (R, <) — puuttuu minimi, mika riittda siihen, etteivit
ne voi olla hyvinjarjestyksia. Kaikkien ei-negatiivisten reaalilukujen jarjestys
{z € R|0 < x},<) on tiydellinen ja silld on minimi. Se ei kuitenkaan ole
hyvinjérjestys: esimerkiksi epatyhjélla osajoukolla {xz € R |1 < 2z} ei ole
pieninté alkiota.

5.3 Puut

Aikajarjestysté ei valttamatta tarvitse ajatella lineaarijarjestykseksi. Tarkastel-
laan seuraavaksi puita, jotka muodostavat tiarkedn osittainjarjestysten osaluo-
kan.

Toisinaan pidetddn luontevana mallintaa aikaa puurakenteella — jarjestyk-
sellé, joka haarautuu kunkin pisteen kohdalla jonkin &dérellisen tai ddrettomén
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maaran kertoja tulevaisuuden suunnassa. Talloin ajatellaan eri haarojen edus-
tavan toisistaan eroavia mahdollisia tulevaisuuden realisaatioita. Tamé ajatte-
lutapa ei ehké ole erityisen syvéllinen itse ajan representaationa, mutta episte-
mologisesta nikokulmasta (sen kannalta mitd tieddmme tulevasta ajasta) voi
tdma tapa mallintaa aikaa olla joka tapauksessa hyodyllinen.

Jarjestysta (T, <) sanotaan puuksi (engl. tree), jos < on osittainjirjestys
joukossa T ja (T, <) toteuttaa seuraavat ehdot: (i) joukossa T on minimi jarjes-
tyksen < suhteen; ja (ii) 7T:n minké hyvénsi alkion <-edeltéjiat ovat keskenidén
vertailukelpoisia.

Kohdan (i) perusteella olemassa olevaa alkiota min. T sanotaan puun (T, <)
Juureksi (engl. root). Ehto (ii) tarkoittaa, ettd olipa x € T miké hyvénsa alkio,
niin mikali y < z ja z < z, niin y ja z ovat vertailukelpoiset eli niille patee y < z
tai z < y tai y = z. Téstéd seuraa, ettd minkd hyvansd T:n alkion edeltdjien
joukko (eli minké tahansa pisteen menneisyys) on lineaarisesti jarjestetty. An-
netun alkion seuraagjien joukko (eli sen tulevaisuus) taas nimenomaan yleensé
ei ole puussa lineaarijarjestetty, silla eri haaroissa olevat annetun alkion seu-
raajat eivit ole puun jarjestysrelaation suhteen vertailukelpoisia. Jos z < y ja
T < z, mutta alkiot y ja z ovat keskenédén vertailukelvottomia, kuuluvat y ja z
eri oksiin; néistd oksista kumpikin siséltdd pisteen z. Tama siis merkitsee, et-
té pisteen x yldpuolella (tai pisteen x itsensi kohdalla) puu haarautuu ainakin
kahteen haaraan, josta yksi késittaéd pisteen y ja toinen pisteen z. Huomatta-
koon, ettd lineaarijarjestykset ovat ’surkastunut’ tapaus puista: lineaarijarjes-
tykset ovat puita, joissa jokaisen pisteen tulevaisuuskin on lineaarijarjestetty.

Jos puun (T, <) jarjestys on diskreetti, sanomme, ettd puun alkion z haa-
rautuma-aste (engl. out-degree) on x:n vilittomien <-seuraajien joukon kardi-
naaliluku.?"

Mitéa hyvanséd joukon 7' <-maksimaalista alkiota sanotaan puun 7' lehdek-
si (engl. leaf). Sanomme puuta (T, <) darettomdksi, mikali joukko dom(<) U
rng(<) on déretén. Huomaa, ettei dérettémélla puulla tarvitse olla yhtééan leh-
ted, mutta silld voi niité olla. Adretén puu voi olla ddrettéméan korkea. Nain on
silloin, jos puussa on a#dreton oksa, eli jos puussa on jotkin sellaiset alkiot x1,
Lo, oery Ty .., €A X < 29 < -0 < T, < ---.21 Toisaalta ddrettéman puun

20Voisimme tarkastella myés puita, joiden jérjestysrelaatio on tiheé, jolloin emme voisi méé-
ritelld haarautuma-astetta nédin. Sanotaan, ettd joukko S, on pisteen z vertailukelvottomien
seuraagien maksimaalinen joukko, mikéili seuraavat ehdot ovat voimassa: (i) jos y € Sz, niin
x < y; (1) jos y,z € Sy jay # z, niin y £ z ja z £ y; ja (i44) jos v ¢ Sy mutta z < v, niin
on sellainen w € Sz, ettd joko v < w tai w < v. Téllainen joukko S; ei ole suinkaan yksi-
kéasitteisesti méaaratty. Minimoimalla sen koko saadaan pisteen x haarautuma-aste: Jos Sz on
pisteen x vertailukelvottomien seuraajien maksimaalisten joukkojen joukko, voimme maéritel-
14 pisteen x haarautuma-asteen deg(z) joukon {|S|: S € S; } minimiksi, missé |\S| merkitsee
joukon S kokoa eli sen kardinaalilukua. (Yleisesti pisteen haarautuma-aste siis voi olla jokin
adretonkin kardinaaliluku.)

Jos relaatio < on maéaritelty numeroituvasti ddrettéméssd joukossa, on deg(z) < Npg.
Jos se taas on médritelty esimerkiksi reaalilukujen joukossa (joka on ylinumeroituva), on
deg(z) < 2N0 ja paddymme sikili erikoiseen tilanteeseen, ettemme tiedd mitks kaikki kar-
dinaaliluvut voivat tulla kyseeseen suureen deg(z) arvoina: joukko-opin aksioomista riippu-
mattoman kontinuumihypoteesin totuusarvosta nimittéin riippu, onko X; = 280, vai onko
kardinaalilukujen Xp ja 280 vilissd kardinaalilukuja.

21Huomaa, ettei puussa voi esiinty4 syklié. Sellaisen esiintyminen rikkoisi antisymmetrisyys-
oletusta vastaan.
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et tarvitse olla darettoman korkea: myo6s mika hyvansa puu, jonka jollain al-
kiolla on darettdmén monta parittain ei-vertailukelpoista seuraajaa, on &areton.
Esimerkistd kdy puu, jolla on juuri 0, ja talld juurella on vilittomét seuraa-
jat 1,2,3,.... Kyseessé on siis puu (N, {(0,n)|n > 1}). Kunkin oksan korkeus
on 1, mutta puu on ddreton. Adretontd diskreettis puuta, jonka jonkin alkion
haarautuma-aste on dareton, sanotaan darettoman levedksi.

Tunnettu kombinatorinen tulos, Kéonigin lemma, sanoo, etta puu (T, <), jon-
ka kaikkien alkioden haarautuma-aste on aérellinen, on déretén jos ja vain jos
puu (T, <) on &drettémén korkea (eli jos puulla (T, <) on ainakin yksi d4reto-
mén korkea oksa).

Luonteva esimerkki puurakenteesta on binaarinen puu, eli diskreetti puu,
jonka kaikilla alkioilla on tdsmaélleen kaksi vilitonté seuraajaa. Taméan puu kaik-
ki oksat ovat siis &drettomié (silld jos jollain oksalla olisi maksimaalinen alkio,
olisi talla kaksi vélitontd seuraajaa, mikd on mahdotonta). Tasméllinen m&é-
ritelmé on seuraava. Binaarinen merkkijono on mika hyvansa aarellinen jono,
jonka jésenet ovat joukosta {0,1}. Esimerkiksi 001, 0101010111 ja 1 ovat binaa-
risia merkkijonoja. Lisdksi tyhja merkkijono, joka koostuu nollasta kappalees-
ta symboleja 0 ja 1, on binaarinen merkkijono. Tyhjén merkkijonon symbolina
kaytetddn symbolia A. Kaikkien binaaristen merkkijonojen joukkoa

{i1...ip | n >0 ja kaikilla 1 < j < n pétee i; € {0,1}}

merkitddn symbolilla {0,1}*. (Tapaus n = 0 vastaa tyhjdid merkkijonoa.) Bi-
naarinen puu on yksinkertaisesti jarjestys ({0,1}*, <), missd binaaristen merk-
kijonojen vélinen relaatio < on mééritelty seuraavasti:

. . ./ i
Ul <) ly,

jostn <m, jaiy... iy = iy .. . Siis: merkkijono J on merkkijonon i seuraa-
ja, mikéali jono j on saatu Jonosta i lisdamalld jonon i perddn jokin epétyhja
binaarinen merkkijono k (siis jos j on saatu konkatenoimalla i ja tuollainen k).

0\0/1 0\1/1 0\0/1 0\1/1
N, N,
\ )\/

Binaarinen puu.

Konkreettinen esimerkki téallaisesta puurakenteesta on annetun henkilon esi-
vanhempien joukko: jokaisella henkil6lld on kaksi vanhempaa, kullakin néista
kaksi vanhempaa ja niin edelleen. Jos binaarisessa puussa rajoitutaan korkeutta
n oleviin oksiin, saadaan henkilén n:n polven esivanhempien joukko esitettyé
strukturaalisesti.
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Ajallisen toiminnan representaationa binaarinen puu voi toimia, jos olete-
taan, ettd kunakin hetkené on kaksi toisensa poissulkevaa vaihtoehtoa sen suh-
teen, miten asiat voivat kehittya kun siirrytdén tuon hetken vélittoméan tulevai-
suuteen. (Yleisesti puurakenteella tietenkin voitaisiin mallintaa tilannetta, jos-
sa kullakin hetkella olisi jokin tuosta hetkestd mahdollisesti riippuva, dérellinen
tai ddreton madra toisensa poissulkevia vaihtoehtoja, joista jokin realisoituisi
riippuen siitd mitéa kyseesséolevalla hetkelld tehdaén.)

5.4 Hilat

Osittainjérjestystéd (T, <) sanotaan hilaksi (engl. lattice), jos mille hyvinsa kah-
delle joukon T alkiolle x ja y pitee, ettd joukolla {z,y} on sekd supremum
(pienin ylaraja) ettd infimum (suurin alaraja) jarjestyksen < suhteen.

Seuraava on yksinkertainen esimerkki hilarakenteesta. Tarkastellaan neljan
alkion joukkoa {1,a,b,0}. Olkoon < seuraavat ehdot toteuttava relaatio téssi
joukossa: < on transitiivinen ja lisdksi pétee: 0 < a < 1, 0 < b < 1. Kéymalla
lapi kaikki joukon {1,a,b,0} kahden alkion osajoukot, on helppo todeta, ettd
({1,a,b,0}, <) todellakin on hila. Erityisesti inf{a,b} = 0 ja sup{a,b} = 1.
Edelleen, kaikilla  # 0, inf{z,0} = 0 ja sup{z,0} = z; ja kaikilla = # 1,
sup{z,1} =1 ja inf{x,1} = .

0

Pantakoon merkille, ettd erityisesti kaikki lineaarijirjestykset (T, <) ovat
hiloja.?? Jos < on lineaarijirjestys ja x ja y ovat kaksi joukon T alkiota, niin
inf{x, y} on yksinkertaisesti se alkioista x ja y, joka jarjestyksen < suhteen edel-
taa toista alkioista, eli inf{z, y} = min{z, y}. Vastaavasti sup{z,y} = max{z, y}.

Aikajarjestyksen representaationa hila voisi tulla kyseeseen silloin, jos ha-
luttaisiin sallia haarautumia tulevaisuudessa vain silld ehdolla ettd haarautu-
mat aina johtavat lopulta takaisin yhteen (mahdollisesti haarautuakseen taas,
ja niin edelleen). Tamé mahdollistaisi sen, ettd voitaisiin puhua joidenkin eri ta-
pahtumakulkuihin kuuluvien tulevien ajankohtien samuudesta. Jos aikaa mal-
linnettaessa ajankohdat identifioidaan tapahtumajoukkojen kanssa — intuitii-
visesti, kutakin ajankohtaa vastaa niiden tapahtumien joukko, jotka sattuvat
tuona ajankohtana?3 — voisi téllainen mallintaminen tulla kyseeseen. Jos nimit-
tdin ajankohtien identiteettikriteerit ovat téallaiset, voi hyvinkin kdydéa niin, etta
kaksi tapahtumakulkua johtaa samaaan ajankohtaan — tilanteeseen, jossa téas-
maélleen samat tapahtumat sattuvat. Toisaalta téllaisesta ndkokulmasta oletus,

22Refleksiivisid lineaarijirjestyksia kutsutaan hilateoriassa yleensi ketjuiksi (engl. chain).
23T4t4 el tietenkadn voi pitds madritelméins, koska ilmauksen 'ajankohta’ méairitelma ei voi
sisdltda ilmausta 'tuona ajankohtana’.
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ettd minké hyvéinsa kahden ajankohdan muodstamalla joukolla olisi supremum
ja infimum vaikuttaisi melko satunnaiselta. Ajatellaan, etté hetkelld ¢ voin péa-
tokselléni aikaansaada, etté seuraavaksi joko p tai —p pétee. Ajallisen toiminnan
mallissamme hetkella ¢ siis on kaksi seuraajaa s ja s, joista hetkella s patee p ja
hetkelld s” péatee —p. Jos aikarakenteemme on erityisesti hila, taytyy nyt hetkilla
s ja s’ olla yhteinen seuraaja c. On kuitenkin mahdollista, etta hetkilld s ja s’
vallitsevat asiantilat, vastaavasti p ja —p, ovat niin vahvasti toisensa poissulke-
via, ettei tuollaista seuraaja ¢ voi olla. A#riesimerkki olisi tapaus jossa p = GL,
eli tapaus jossa hetki s olisi lokaali maailmanloppu.

5.5 Muita jarjestyksia: esimerkkina syklinen aika

Esittelemme vield lyhyesti melko radikaalisti tavanomaisia ajallisia intuitioi-
tamme rikkovan jarjestysluokan — syklit — joiden yhteydessd luovutaan seké
irrefleksiivisyydesta ettd antisymmetrisyydestd. Téllaiset jarjestykset eivat siis
ole osittainjarjestyksia.

Puhuttaessa syklisestd ajasta ajatuksena on, ettd tarkasteltiinpa mitd hy-
vansé ajankohtaa, enemmin tai myohemmin tuohon samaan ajankohtaan pai-
dytddn uudelleen temporaalisen aikaisempi kuin -suhteen myoté. Tata ajatusta
voi koettaa formaalein vélinen tasméntaa usealla eri tavalla (ks. esim. [15]). Yk-
sinkertaisin tapa perustuu epailemétta ajatukseen, jonka mukaan syklisesti jar-
jestetyt ajankohdat on jérjestetty jonkin ympyran kehélle, ja tuolle kehélle on
kiinnitetty jompikumpi kahdesta mahdollisesta suunnasta relaation aikaisem-
pi kuin suunnaksi. Tastd nadkokulmasta omaksumme seuraavan madritelman.
Jarjestys (T, <) on syklinen yksinkertaisesti jos relaatio < joukossa T' on tran-
sitiivinen ja symmetrinen.

Relaation < symmetrisyys merkitsee sita, ettd jos ¢t < ¢/, niin ¢’ < t. Juu-
ri nainhén syklisessé ajassa tuleekin olla. Jos ajankohta ¢ on mydhempi kuin
t, niin #':sta vuorostaan paddytadn ¢:hen, kunhan annetaan ajan riittavasti ku-
lua. On helppoa havaita, ettd jos (T, <) on syklinen, on relaatio < auttamatta
refleksiivinen. Jos nimittiin oletetaan, ettd relaation < mééritysjoukossa olisi
ajankohta t, jolle pétisi ¢ £ ¢, voimme johtaa ristiriidan. Koska ¢ € dom(<),
on olemassa sellainen s € T, ettd ¢t < s. Symmetrisyyden nojalla s < t. Siis
transitiivisuuden nojalla péatee kuin péteekin ¢ < ¢. Itse asiassa syklinen relaa-
tio on siis ekvivalenssirelaatio, eli refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen
kaksipaikkainen relaatio. Huomattakoon, ettéd syklinen relaatio ei ole osittain-
jarjestys: koska tamaé relaatio on symmetrinen, se ei ole antisymmetrinen, mika
taas on osittainjarjestyksen valttamaton ehto.
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Jarjestyksen (T, <) syklisyys ei suinkaan merkitse sité, etta relaatio < jér-
jestéisi, kuvaannollisesti puhuaksemme, kaikki joukon 7" alkiot yhden ja saman
ympyran kehélle. Itse asiassa on kyse siitd, etta relaatio < jarjestaé kaikki maa-
ritysjoukkonsa alkiot ekvivalenssiluokkiin: se siis luo yhtd monta ympyréia kuin
tuolla relaatiolla < on ekvivalessiluokkia. Syklisen relaation ekvivalenssiluokkia
voimme kutsua sykleiksi.

Koska syklisyys ylla esitetylld tavalla maariteltynd johtaa siihen, ettd kun-
kin syklin pisteet ovat suhteessa saman syklin kaikkiin pisteisiin, syntyy helposti
vaikutelma, ettéa téllaisessa analyysissa menetetdén jotain sykliselle struktuurille
olennaista. Mark Reynoldsin artikkelissa [15] esitetdén kiinnostava vaihtoehtoi-
nen matemaattisesti formuloitu ndkokulma sykliseen aikaan.

6 Vastaavuusteoriaa

Olemme edellisessd luvussa kiinnittdneet lukijan huomion useisiin eri ominai-
suuksiin, jotka voivat tulla kyseeseen aikalogiikassa kéytettévien Kripke-kehysten
(T, <) ominaisuuksina. Téssé viimeisessd luvussa liitdmme nuo jarjestysten omi-
naisuuksien tarkastelut aikalogiikkaan.

Sanomme, ettd PTL-kaava A on validi kehyksessi (T, <), jos kaikille valu-
aatioille P: prop — P(T) ja kaikille ajankohdille ¢t € T pétee:

(T, <, P),tE A.

Kaava A € PTL on siis validi kehyksessé (T, <), mikéli se on tosi miné tahansa
ajankohtana missd hyvéinsa mallissa, joka voidaan ’rakentaa tdmén kehyksen
paalle’ (lisaamélla sithen komponentiksi jokin valuaatio). Sita, ettd kaava A on
validi kehyksesséd, merkitsemme

(T, <) E A.

Tamaéan kasitteen ’validi kehyksessd’ avulla saamme yhteyden useiden osittain-
jarjestysten ominaisuuksien ja aikalogiikan kaavojen (aksioomien tai aksioomas-
keemojen)?* vilille. Modaalilogiikan osaa, jossa tutkitaan téllaisten yhteyksien
olemassaoloa kutsutaan korrespondenssiteoriaksi tai vastaavuusteoriaksi (engl.
correspondence theory).?® Siini on tarkoituksena tutkia eri jirjestysominaisuuk-
sien @ ja eri kaavojen Ag kohdalla sitd, onko seuraava néiden vélinen suhde
voimassa:
(T, <) F Ag <« relaatiolla < on ominaisuus Q.

Puhe relaation ominaisuudesta @ johtaa huomion helposti vahvempaan eh-
toon kuin mikéa tassd on mahdollista edellyttdd, mistd syystd paddymme alem-
pana (luvussa 6.1) tekemédn tarkennuksen puheena olevaan vastaavuuden maa-
ritelmaan. Ratkaiseva havainto on se, ettd modaalilooginen kaava, jonka va-
lidisuus nayttaisi luonnehtivan aivan ongelmattomasti kehyksen ominaisuuden

24 Aksioomaskeema on aina jonkin kaavan mddrdiimd. PTL-kaavan A mairaams aksioo-
maskeema on kaavaluokka, joka saadaan kaavasta A sallimalla mink& hyvansi hyvinmuodos-
tetun PTL-kaavan sijoittaminen minké hyvansa A:ssa esiintyvan propositiosymbolin paikalle.

25Korrespondenssiteoriasta tarkemmin, ks. esim. [1, 3].
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— vaikkapa lineaarisuuden — ei pysty erottamaan vaihtoehtorelaation osajouk-
koja, jotka ovat 'kokonaan toistensa ulkopuolella’ Palaamme tdhén havaintoon
pian ja tdsmenndmme sité vield. Katsotaan vastaavuusteorian perusldahtokohtaa
kuitenkin ensin niin kuin se on kirjaimellisesti yll& esitetty.

Vastaavuusteoriassa lahtokohdaksi otetaan joko (i) jokin aikalooginen kaava
A tai (ii) jokin mahdollinen ominaisuus @, joka annetulla kehyksella (T, <) voi
olla. Sen jélkeen pyritadn tapauksessa (i) selvittaiméan onko vai eikd ole olemassa
jotakin sellaista ’mielenkiintoista’ tai 'luontevaa’ relaation ominaisuutta @4,
ettd kaava A on validi kehyksessd (T, <) jos ja vain jos kehyksen relaatiolla
on ominaisuus @ 4. Tapauksessa (ii) taas kysytdén onko vai eiko ole olemassa
sellaista aikaloogista aksioomaa tai aksioomaskeemaa Ag, ettd Ag on validi
kehyksessé (T, <) jos ja vain jos kehyksen relaatiolla on annettu ominaisuus Q.

Kun eri aksioomaskeemoja tutkitaan vastaavuusteoreettisesti, paljastuu mi-
td asioita néiden aksioomien validina pitdminen edellyttdéd aikajérjestykselta.
Provosoivasti voisi siis sanoa, ettd (ainakin) téssé kohdin logiikka tekee ontolo-
gisia paljastuksia, tai tarkemmin: ontologiaa koskevia kéasityksié koskevia paljas-
tuksia. Ajallisia ilmauksia siséltdvien padtelmiemme péatevyys riippuu osittain
siitd mitéd ominaisuuksia oletamme aikastruktuurilla olevan.

Seuraavassa esitetdén luettelo aikaloogisista kaavoista tai kaavaskeemoista.
Perustelu sille, miksi luetellaan juuri ne kaavat kuin luetellaan, ilmenee myo-
hemmin.

(1) G(p — q) — (Gp — Gq), H(p — q) — (Hp — Hg),
p — GPp, p — HFp,
(2) FFp — Fp, PPp — Pp.

Kohdan (1) neljastd skeemasta kaksi ensimmaista vastaavat tavallisen modaali-
logiikan skeemaa

(K) O — ¢) — (Op — Og),

ensimméinen niistd aikajarjestyksen mydhempi kuin kannalta, toinen taas té-
man relaation kdanteisrelaation aikaisempi kuin kannalta; aikalogiikassahan voi-
daan aina puhua seké vaihtoehtorelaatiosta ettd sen kéanteisrelaatiosta. Kolmas
ja neljas kohdan (1) skeemoista, siis skeemat p — GPp ja p — HFp, ilmaisevat
minimiehdon tulevaisuus- ja menneisyysoperaattorien vuorovaikutukselle: jos p
on nyt totta, aina tulevaisuudessa pitda paikkansa ettd p oli totta; vastaavasti
jos p on totta nykyhetkelld, on kaikkia menneitd ajankohtia kohden myohempi
ajankohta jona p on totta.

Skeemat kohdassa (2) voidaan yhtépitévésti kirjoittaa vastaavasti muodoissa
Gp — GGp ja Hp — HHp, kuten kontrapositiosdéntoé ja aikaloogisten operaat-
torien méaritelmié kayttamaéalla voi helposti todeta. Kuten jéljempané ndemme,
semanttisesti kohdan (2) skeemat vastaavat vaihtoehtorelaation ja sen kddn-
teisrelaation transititvisuutta. Koska relaatio on transitiivinen jos ja vain jos
sen kadnteisrelaatio on transitiivinen, riittéisi tarkastella jompaakumpaa niis-
té skeemoista: kumpi tahansa niistd yksindén vastaa aikaisempi kuin -relaation
transitiivisuutta.
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Tarkastelemme alla ainoastaan osittainjarjestyksid. Télloin skeemat (1) ja (2)
ovat automaattisesti voimassa; skeema (1) olisi itse asiassa voimassa vaikka ke-
hyksen relaatio olisi mielivaltainen kaksipaikkainen relaatio. Luvussa 6.2 tarkas-
tellaan vastaavuusteorian kannalta kaavoja, jotka on esitetty seuraavissa koh-
dissa (3)—(9).

a
b

GLVFGL,
HlVPHL,

a
b

)
)
) Gp — Fp,
) Hp — Pp,

a) FpAFq—F(pAFq)VF(pAq) VFFEpAq),
b) Pp APq— P(pAPq)VP(pAq)VPPpAg),
)
)
)
)
)
)

a
b

Fp — FFp,

Pp — PPp,

p A Hp — FHp,

b) p A Gp — PGp,?

a) Fp AFG-p — F(HFp A G—p),
b) Pp A PH-p — P(GPp A H-p),

9) H(Hp — p) — Hp.*"

a

s o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

6.1 Jarjestyksen yhteniiset komponentit

Y14 annoimme ymmartad, ettd jonkinlaisia tarkennuksia olisi tehtava kun pu-
hutaan Kripke-kehyksessé esiintyvan vaihtoehtorelaation ominaisuuksista, joil-
le tahdottaisiin 16yt4a vastine jonkin aikaloogisen kaavan kehysvalidisuudessa.
Voimme olla tekeméattd mitddn tarkennuksia ja loytéa tallaisia vastaavuuksia,
mutta télléin 10ydetyt vastaavuudet eivat aina koske sellaisia Kripke-kehyksia,
joista itse asiassa olemme kiinnostuneita.

Tarkennuksen aihe on seuraava. Yleisesti mille hyvansd PTL-kaavalle A pé-
tee, ettd jos A on validi sekd kehyksessd (77, Ry) ettd kehyksessd (T5, Ra), ja
jos Ty ja Ty ovat erilliset (eli pistevieraat eli jos pitee T N Ty = &), niin A on

26T4t4 kaavaparia kutsutaan toisinaan yhteisnimityksella Hamblinin aksioomaksi. Charles
L. Hamblin (1922-1985) oli australialainen filosofi ja tietojenkasittelytieteilija.

2"Huomaa, ettd tdmi kaava voitaisiin korvata (ehké helpommin ymmaérrettavilla) kaaval-
la Pp — P(H-p A p). Kaava H(Hp — p) — Hp tunnetaan nimelld Lébin aksiooma. Viittaus
saksalaiseen loogikkoon Martin H. Lobiin (1921-2006) juontuu ns. Lobin teoreemasta, jon-
ka mukaan jokainen ensimméisen kertaluvun kaava, jonka ei-loogiset symbolit ovat Peano-
aritmetiikan (PA) aakkostosta, toteuttaa seuraavan ehdon: jos Peano-aritmetiikassa voidaan
todistaa ’jos ¢ on todistuva, niin ¢’, niin talldin ¢ itse on todistuva Peano-aritmetiikassa.
Toisin sanoen, jos PA  (Prov(T¢™) — ¢), niin PA I ¢, missid Prov(T¢7) merkitsee, ettd se
kaava, jonka numeerinen koodi (Godel-luku) on "¢, on todistuva Peano-aritmetiikassa.
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validi myos kehyksessd (T7 U Tz, Ry U Ry). Intuitiivisesti ilmaisten tamé johtuu
siité, ettd erillisyysoletuksen nojalla kehyksen (77 U Ts, Ry U Ra) yksiloalueen
T U T, kummastakaan komponentista (T} ja T») ei padse toiseen komponent-
tiin kumpaakaan relaatiota (R; ja Rs) pitkin, ja néin ollen kaavan A totuuteen
(jonkin valuaation P suhteen) missd tahansa joukon T pisteessd ei mitenkdén
voi vaikuttaa joukko T5 eiké sen jarjestys Rs; ja vastaavasti kaavan A totuuteen
(jonkin valuaation P suhteen) joukon T5 pisteissi ei vaikuta joukko T} eiké sen
jarjestys Rj.

Katsotaan miten tdmé tosiseikka voidaan tdsmaéllisesti todistaa. Méaéritel-
laén ensin erdité kisitteitd, jotka ovat jaljempéand kayttokelpoisia. Jos { (T}, R;) |
i < k} on kokoelma parittain erillisia kehyksia (eli jos mille hyvéinsa i,j < &,
joille i # j, pétee T; N T; = @), tdmén kokoelman pistevieras yhdiste on kehys

i ry i< s} < (U T R

1<K 1<K

Jos M = (T, <, P) on aikalogiikan PTL malli, niin struktuuri M’ = (T’, <’, P')
on mallin M wiritetty alimalli (engl. generated submodel), mikili seuraavat ehdot
ovat voimassa:

(1) (T",<’) on kehyksen (T, <) alikehys, so. T’ on T:n osajoukko, ja R’ on
R:n rajoittuma joukkoon 7" eli R = RN (T x T").

(#i) P’ on P:n rajoittuma joukkoon 7" ts. jokainen propositionaalinen atomi ¢
toteuttaa ehdon P’(q) = P(q) NT". (Yhdessé ehdon (i) kanssa tdmé& ehto
merkitsee, ettd M’ on mallin M alimalli.)

(#4i) Sulkeuma relaation < suhteen: Kaikille joukon T pisteille ¢ ja s pétee:

jost €T jat<s, niinsecT.

(v) Sulkeuma relaation > suhteen: Kaikille joukon T pisteille ¢ ja s pétee:
josteT jat>s, niinseT.

Jos on annettu kehys (T, <) ja struktuuri (77, <’) toteuttaa ylldolevista ehdoista
ehdot (7), (i44) ja (iv), sanotaan, ettd (T”, <’) on kehyksen (T, <) wiritetty alike-
hys. Edelleen, jos M on malli ja X on sen yksiléalueen osajoukko, niin joukon X
virittdmda alimally on pienin mallin M viritetty alimalli, jonka yksiloalue sisél-
tda joukon X. Maéédrittelemme vastaavasti mitéd tarkoittaa joukon X wirittdmd
alikehys. Yksiloalueen pisteen t viritamda alimalli (alikehys) on yksinkertaisesti
yksikkojoukon {t} virittamé alimalli (alikehys).

Huomattakoon, etta jos (77, R’) on pisteen ¢t € T virittdma kehyksen (T, R)
alikehys ja t' € T” on mielivaltainen, niin myos piste ¢’ virittaa tuon saman ali-
kehyksen. (N&in ei olisi yleisen modaalilogiikan kohdalla, mutta aikalogiikassa
tdmaé patee koska sulkeumaehdot koskevat sekd mallin relaatiota ettéd sen kdan-
teisrelaatiota.) Annetun pisteen virittdmén alikehyksen kaikki pisteet siis ovat
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sen virittdjid. Havaitaan edelleen, ettd miké tahansa malli (kehys) on itsensa
alimalli (alikehys). Annetun mallin M = (T, <, P) pienin alimalli on sama kuin
joukon dom(<) Urng(<) virittdmé alimalli: sen yksiloalue saadaan poistamal-
la mallin M yksiloalueesta T pisteet, jotka eivat kuulu kummankaan relaation
< ja > madritysjoukkoon. Vastaavasti annetun kehyksen M = (T, <) pienin
alikehys on sama kuin joukon dom(<) Urng(<) virittdmé alikehys.

Esimerkki 5. Olkoon (N, <) luonnollisten lukujen joukko varustettuna ta-
vanomaisella jarjestyksellddn ja olkoon (N)<’) tuon kehyksen isomorfinen ko-
pio, missd joukot N ja N’ ovat erilliset. Olkoot P : prop — P(N) ja P’ :
prop — P(N') mielivaltaisia valuaatioita. Maaritelladn vield kuvaus P” :
prop — P(NUN’) seuraavasti: olipa ¢ mikd hyvéinsa propositionaalinen ato-
mi, P”’(q) = P(q) U P’'(q). Télloin struktuuri (NU N, < U <, P”) on aikalo-
giikan malli, ja (N, <, P) ja (N, </, P’) ovat kummatkin tuon mallin alkioiden
virittdmié alimalleja. Liséksi ne ovat ainoat sen alkioiden virittdmét alimallit.

Esimerkki 6. Olkoot N ja N’ kuten Esimerkissa 5. Siis on erityisesti olemassa
bijektio f joukolta N’ joukolle N. Méaéaritellddn jarjestykset < ja <’ vastaavasti
joukoissa N ja N’ seuraavasti: * < y joss: y = z+1;jaz <’ yjoss: f(y) = f(x)+1.
Tarkastellaan jarjestystd (NUN' <), missa relaatio < on méaéritelty seuraavasti:
jos z,y € NUN’| niin

x <yjoss: (z,y € Njax <y)tai (x,y € N jaz <'y) tai (x € NjayeN).

(Tamén jarjestyksen jérjestystyyppi on w + w.) Olipa P : prop — P(NUN)
miké tahansa valuaatio, (N, <, P;) ja (N, <’/ P;) ovat mallin (NU N <, P)
alkioiden virittamia alimalleja, kun P; ja P toteuttavat, jokaiselle atomille g,
ehdot Pi(q) = P(q) NN ja Ps(q) = P(¢q) N N'. Itse asiassa ne ovat ainoat tuon
mallin alkioiden virittaméat alimallit.

Huomattakoon, etté vaikka mallissa (NUN', <, P) kaikista joukon N pisteisté
paasisi ddarettomalld askelméaralla kaikkiin joukon N’ pisteisiin relaatiota <
pitkin, ei joukon N sulkeumaehdosta relaation < suhteen suinkaan seuraa, etté
joukon N’ alkiot tulisivat mukaan joukon N alkion virittimaan alimalliin.

Tosiasia 3. Olkoon M aikalogiikan PTL malli. Jos ¢ on sen yksil6alueen alkio,
merkitddn pisteen ¢ virittdméaéa alimallia symbolilla M;. T&ll6in miké hyvansé
aikalogiikan kaava A ja miké tahansa mallin M yksiloalueen alkio ¢ toteuttavat:

M, tE A jos ja vain jos M, t E A.

Toisin sanoin, siirtymé pisteellisen mallin (M, t) ja pisteen ¢ virittdméan pisteel-
lisen alimallin (M, t) valilla ei vaikuta aikalogiikan kaavan totuuteen. (Virite-
tyistd alimalleista tarkemmin, ks. [4, luku 2, erit. Propositiot 2.6 ja 2.19].)

Tosiasian 3 nojalla voimme nyt tdsmaéllisesti perustella miksi aikalogiikan
kaavan A validisuus jossakin kehyksessa (T, R) jattad taysin auki sen kuinka
monta erillistd ’komponenttia’ kehykselld (T, R) on. Ensinndkin voimme maé-
ritelld mitd tarkkaan ottaen tarkoitamme puhuessamme tuollaisista komponen-
teista. Annetun kehyksen (T, R) komponentit ovat nimenomaan sen alkioiden
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virittdmaét alikehykset. (Muistettakoon, ettéd annetun pisteen virittdmén alike-
hyksen kaikki pisteet ovat sen virittdjid.) Olkoon sitten (T, <) miki tahansa
kehys, jossa aikalogiikan PTL kaava A on validi. Tosiasian 3 nojalla A on si-
ten validi my6s kehyksen (T, <) jokaisessa komponentissa. Kaavan validisuus
kehyksessé ei siis voi luonnehtia mitdén sellaista kehyksen ominaisuutta, joka
koskisi yhté useampaa kehyksen komponenttia. Jos kaava on validi jossain ke-
hyksessé ja tuosta kehyksestéd poistetaan mikéd hyvinsd méadrd komponentteja
niin, ettd ainakin yksi komponentti jaa jiljelle, on kaava validi tuon operaation
lopputuloksessakin.

Kéaantéden, jos lahdetaédn liikkeelle kokoelmasta parittain erillisid kehyksié,
joissa jokin kaava A on validi, on tuo kaava validi my6s niiden pistevieraassa
yhdisteessd. Itse asiassa kaavan A validisuus kehyksessd (T, R) kertoo meille
vain sen, etti olipa tuolla kehykselld kuinka monta komponenttia tahansa, A
on validi niissé kaikissa erikseen. Toisin sanoen (i) tiedimme, ettd on olemassa
jokin sellainen kardinaaliluku &, ettéd (T, R) on esitettévissd muodossa

(T,R) =\ H{(T:, Ry} | i <},

missé jokainen (T;, R;) on kehyksen (T, R) komponentti; ja (i) tieddmme, etta
A on validi jokaisessa naistd komponenteista. Eri komponenttien yksildalueet
ovat valttamétta pistevieraat. Tietomme kaavan A validisuuden luonnehtimasta
kehyksestd (T, R) on siis melkoisesti epaspesifimpi kuin olisimme ehka luulleet,
silld x voi olla mikd tahansa — 'kuinka adreton tahansa’ — kardinaaliluku — sen
sijasta, ettd se olisi luku 1.

Ei kerta kaikkiaan ole mitddn sellaista aikalogiikan kaavaa, ettd riittéisi
vaatia sen kehysvalidisuus, minké jilkeen edelld mainittu epéspesifisyys pois-
tuisi. Olipa A mikd tahansa kaava joka on validi jossakin kehyksessd (T, <),
voidaan tahan kehykseen lisata edella kuvatulla tavalla kirjaimellisesti mika ta-
hansa mééri uusia osia ilman ettd kaava A 'nakee tata muutosta’, kunhan kaava
on validi kaikissa néissé uusissakin komponenteissa.

Edelld kuvatulla tosiseikalla on erityisesti se seuraus, ettd mikddn aikalogii-
kan kaava ei voi kirjaimellisesti edelld esitetyssd mielessd vastata mitddn yhte-
néistéd relaatiota! Néin siksi, etté erilliset osat, joita kehykseen voi lisétd ilman,
ettd talld on vaikutusta kaavan validisuuteen kehyksessé, tuottavat lahtokoh-
takehyksestd — olipa se yhtendinen tai ei — ei-yhtenéisen kehyksen. Niin ollen
mikéain kaava ei voi kirjaimellisesti vastata esimerkiksi kehyksen lineaarisuutta.

Luonnehtimisen kohteeksi onkin siis erittdin luontevaa ottaa kehyksen erilli-
set komponentit (T}, R;) kehyksen (T, R) itsensd asemesta. Yleisesti luonnehdin-
tamme ja vastaavuustuloksemme koskeavatkin nimenomaan kehyksen erillisten
komponenttien ominaisuuksia. Luonnehdinta jattda aina auki ndiden kompo-
nenttien lukuméaaran.

6.2 Vastaavuustuloksia

Siirrytdén tarkastelemaan joitain vastaavuustuloksia. Jos (T, R) on kehys ja
t € T, merkitdén alkion ¢ virittdmaé alikehysta symbolilla (T, R);". Rajoitamme
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seuraavassa tarkastelut kehyksiin (T, R), joilla on seuraava ominaisuus (x):
(%) Olipa ¢ miké hyvénsé joukon T alkio, niin (T, R) = (T, R),.

Tarkastelemillemme kehyksille siis péatee, ettd niiden yksiloalueiden kaikki al-
kiot virittdvat tuon kehyksen itsensd. Ominaisuuden (%) omaavilla kehyksilla
on siis tdsmélleen yksi komponentti. Témén ehdon vallitessa kaikki joukon T
pisteet voi saavuttaa mistd hyvansa tdméan joukon pisteestd kulkemalla relaa-
tiota R eteen tai taaksepdin jonkin dérellisen méédrén kertoja (vaihtaen suuntaa
aarellisen monta kertaa).

Katsotaan ensin yksityiskohtaisesti esimerkkiné vastaavuustulosten todista-
misesta, ettd kumpikin edelld kohdassa (2)

(2) FFp — Fp, PPp — Pp
mainituista skeemoista luonnehtii kehyksen relaation transitiivisuuden.

Viite 1. Olkoon (T, <) mielivaltainen jirjestys. Talloin (T, <) E FFp — Fp jos
ja vain jos jarjestys < on transitiivinen.

Todistus. Todistetaan molemmat ’jos. .. niin’-suunnat.

Implikaatio vasemmalta oikealle. Oletetaan, etta (T, <) E FFp — Fp. Pitaa
osoittaa, ettd relaatio < transitiivinen. Tehd&4n vastaoletus: < ei ole transitii-
vinen. Siis on olemassa sellaiset pisteet ¢,t',t"” € T, ettd t < t’' ja t’ < t”, mutta
t £ t”. Koska (T, <) E FFp — Fp, pétee kaikille valuaatioille P ja kaikille
pisteille s € T*:

(T,<,P),s EFFp — Fp.

Olkoon erityisesti Py valuaatio, jolle Py(p) = {t"}. Télloin pétee (T, <, Py),t F
FFp, koskapa t < ' < t” ja t” € Py(p). Toisaalta pitee myos (T, <, Py),t E
FFp — Fp, misté seuraa, ettd (T, <, FPp),t F Fp. Néin ollen on olemassa jokin
sellainen piste r, ettd ¢ < r ja r € Py(p). Koska Py(p) = {t"}, téytyy olla
r = t". Mutta talloon onkin ¢ < t”, miké on ristiriita. Koska oletus ettei < ole
transitiivinen siis johti ristiriitaan, voimme péaétella, etta relaatio < itse asiassa
on transitiivinen.

Implikaatio oikealta vasemmalle. Siirrytdan sitten katsomaan implikaatio-
ta toiseen suuntaan. Oletetaan, ettdi < on relaatio joukossa T ja ettd < on
transitiivinen, ja ndytetéén, ettd kaava FFp — Fp on validi kehyksessa (T, <).
Olkoon P mielivaltainen valuaatio ja ¢ mielivaltainen joukon 7" piste. Olete-
taan, ettd (T,<,P),t F FFp. Siis on olemassa sellaiset pisteet t',t” € T,
ettd t < t/ < t” jat’ € P(p). Koska < on transitiivinen, pétee t < t”
ja siis (T, <,P),t E Fp. Olemme osoittaneet, ettd kaikille P ja t patee: jos
(T,<,P),t £ FFp, niin (T, <, P),t F Fp. Tastd seuraa, ettd kaikille P ja t
patee: (T, <, P),t EFFp — Fp. Siis (T, <) F FFp — Fp. |

Viitteen 1 nojalla kaava PPp — Pp on selvisti validi kehyksessé (T, <) jos ja
vain jos relaation < ka#nteisrelaatio > on transitiivinen. Koska kaksipaikkainen
relaatio on transitiivinen jos ja vain jos sen kddnteisrelaatio on, seuraa, etta itse
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asiassa myos kaavan PPp — Pp validisuus kehyksessé (T, <) luonnehtii relaation
< transitiivisuuden.

Siirrytddn katsomaan erityisesti osittainjérjestyksia koskevia vastaavuustu-
loksia. Olkoon < irrefleksiivinen osittainjarjestys ja (T, <) kehys, joka toteuttaa
ehdon (). Talloin

(T, <) E (3a) < jokaiselle t € T pétee, ettéd joukolla
{s €T |t<s} on ainakin yksi
maksimaalinen alkio,

(T, <) E (3b) < jokaiselle t € T pétee, ettéd joukolla
{s €T |s<t} on ainakin yksi
minimaalinen alkio,

(T, <) E (4a) < jérjestykselld < ei ole maksimaalista alkiota,

(T, <) E (4b) & jérjestykselld < ei ole ei ole minimaalista
alkiota,

(T, <) F (ba) ja (bb) < < on lineaarijirjestys,

(T, <) E (6a) & jérjestys < on tihed

< (T,<) E (6b).
Liséksi, jos < on lineaarijérjestys, niin pétee:

(T, <) E (7a) ja (Tb) & jarjestys < on diskreetti,

(T, <) E (8a) & jérjestys < on Dedekind-téydellinen
& (T,<)F (8b),
(T, <)E (9) & jarjestys < on hyvinjarjestys.

Tarkastellaan edelld mainittujen tulosten todistuksia. Kaikissa tapauksissa
on todistettava ekvivalenssimuotoinen viite; tdmé tapahtuu todistamalla erik-
seen kumpikin vastaavista implikaatioista. Melkein kaikissa tapauksissa on hy-
vin helppo todeta, ettd suunta jarjestyksen < ominaisuudesta kaavan validi-
suuteen vastaavassa kehyksessd (T, <) pétee. (Dedekind-téydellisyys muodos-
taa poikkeuksen.) Helpoissa tapauksissa jatdmmekin ndmé osat todistuksista
lukijan tehtévéksi ja siirrymme osoittamaan miten kussakin tapauksessa ekvi-
valenssin toinen suunta todistetaan.

Aluksi havaitsemme, ettd seuraavien neljan véitteen kohdalla ekvivalenssin
molemmat suunnat ovat taysin ilmeisia:

(T, <) EGLVFGL < jokaiselle t € T pitee, etta joukolla
{s €T |t<s} on ainakin yksi
maksimaalinen alkio,

(T,<)EHLVPHL <& jokaiselle t € T pétee, ettd joukolla
{s€T|s<t} on ainakin yksi
minimaalinen alkio,

(T,<)EGp—Fp & jarjestykselld < ei ole maksimaalista alkiota,

(T,<)EHp — Pp < jarjestykselld < ei ole ei ole minimaalista
alkiota.

Tasséd yhteydessd on syytd panna merkille, ettd kaavan

(3a) GLVFGL
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validisuus kehyksessa (T, <) ei suinkaan merkitse, etta ’ajalla olisi valttaméatta
loppu’. Seuraava kehys (T, <) tarjoaa vastaesimerkin: joukko 7' siséltéa nollasta
poikkeavat kokonaisluvut, ' = Z \ {0}. Relaatio < on mééritelty seuraavas-
ti: jos m,n € N, niin m < n mikili m < n. Lisdksi, jos m € N\ {0}, niin
m < —m. Muissa tapauksissa joukon T alkiot eivit ole suhteessa < toisiinsa.
Helposti havaitaan, ettd kaava (3a) on validi kehyksessd (T, <). Jokaisesta pis-
teesd nimittdin padstddan maksimaaliseen alkioon (joko jo ollaan sellaisessa, tai
sellaiseen voidaan siirtyd yhden askeleen kautta relaatiota < pitkin). Toisaalta
kehyksen haaralla 1 < 2 < --- nimenomaan ei ole viimeista alkiota. Analoginen
havainto voidaan tehda kaavasta HL vV PH.L, eli kaavasta (3b).

Siirrytaén sitten katsomaan muita véitteitd; niiden osalta todistus vaatii jon-
kin verran tyota. Teemme tamén tyon kirjoittamalla auki kulloinkin todistet-
tavan viitteen, minka jélkeen esitdimme itse todistuksen. Kaikissa tapauksissa
oletamme, ettd tarkasteltavan kehyksen relaatio on irrefleksiivinen osittainjér-
jestys ja ettd kehykselld on ominaisuus (), misté syystd emme erikseen mainitse
naita seikkoja muotoillessamme todistettavia véaitteita.

Viite 2. Jos (T, <) F (5a) ja (5b), niin < on lineaarijérjestys.
Todistus. Todistamme, ettd kaavan
(5a) FpAFq—F(pAFqVFEPAnqVFEFEpAq)

validisuus kehyksessé (T, <) takaa, etté relaatio < on lineaarinen oikealle ja etté
kaavan

(5b) PpAPq—P(pAPq)VP(pAq) VP(PpAq)

validisuus kehyksessé (T, <) taas takaa sen, etti relaatio < on lineaarinen va-
semmalle. Tasta seuraa, ettd relaatio < on pisteittdin lineaarinen, mista puo-
lestaan seuraa — sen nojalla etté kehykselld (T, <) on vain yksi komponentti —
etté itse asiassa relaatio < on lineaarijérjestys.

Todistetaan ensi lineaarisuus oikealle. Koska (T, <) on osittainjérjestys, riit-
ta44 nayttad, ettd mitkd hyvinsd pisteet s ja s’ minké hyvanséd pisteen t € T
tulevaisuudessa ovat vertailukelpoiset relaation < suhteen. Olkoot siis t, s ja s
mielivaltaisia pisteitd, jotka toteuttavat ehdon ¢ < s ja t < s’. Osoitetaan etta
joko s = s’ tai s < & tai s’ < s.

Oletuksemme nojalla kaava (5a) on validi kehyksessé (T, <). Tamé merkit-
see sitéd, ettd olipa P mika hyvénsa valuaatio ja ¢t mika tahansa joukon T piste,
on kaava (5a) totta mallin (T, <, P) pisteessé t. Voimme siis valita aivan minké
tahansa valuaation ja mielivaltaisen pisteen, ja kaavamme on tosi néiin spesifioi-
dussa pisteellisessd mallissa.

Maééritelladn valuaatio Py seuraavasti: Py(p) = {s}, Po(q) = {s'}. (Muiden
propositiosymbolien kuin p:n ja ¢:n osalta P saa olla millainen tahansa.) Mer-
kitdan M = (T, <, Py). Konstruktiomme nojalla pitee M,t £ Fp A Fg, mista
skeeman (5a) nojalla saadaan

M,tEF(pAFq) VF(pAq)VFFpAq).
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Siispé joko (a) on olemassa r > t, jolle M, r E p, ja lisiksi on olemassa ' > r,
jolle M,r" E ¢; tai (b) on olemassa r > ¢, jolle M,r E p A g; tai (c) on olemassa
r > t, jolle M,r k ¢, ja edelleen on olemassa ' > r, jolle M,r" E p.
Palautettakoon mieleen, ettd konstruktiomme nojalla p on mallissa M tosi
tasmalleen pisteessi s ja ¢ on mallissa M tosi tasmailleen pisteessa s’. Niin ollen
voimme ylla olevasta disjunktiivisesta ehdosta lukea seuraavaa: joko s < s’ tai
s = s’ tai 8/ < s. Siis s ja s’ ovat vertailukelpoiset. Koska t,s ja s’ oletettiin
mielivaltaisiksi, voimme péételld, ettd < on lineaarinen oikealle. Lineaarisuus
vasemmalle todistetaan téysin analogisesti, kiiyttien skeemaa (5b). |

Viite 3. Jos (T, <) F (6a), niin jirjestys < on tihes.

Todistus. Olkoot t ja t' mielivaltaiset joukon T pisteet, jotka toteuttavat ehdon
t < t'. Maéritelldan valuaatio Py seuraavasti: Py(p) = {t'}. Tarkastellaan mallia
M = (T, <, Py).

Konstruktiomme nojalla M, t F Fp. Talloin kaavan (6a) nojalla pétee, ettd
M, t = FFp. Toisin sanoen, on olemassa sellaiset alkiot s; ja so etté

t<sy<s2 ja M,ssFp.
Koska Py(p) = {t'}, téytyy olla s; = ¢/, joten on olemassa alkio s := s, jolle
t<s<t.

Koska oletimme ¢:n ja t':n mielivaltaisiksi, voimme péaétella jarjestyksen < ole-
van tiheé. ]

Viitteen 3 nojalla skeema (6b) on selvéstikin validi kehyksessd (T, <) jos ja
vain jos relaation < ké#nteisrelaatio > on tiheé. Koska kaksipaikkainen relaatio
on tihed jos ja vain jos sen kddnteisrelaatio on tihed, on ehto (T, <) E (6a) itse
asiassa yhtépitéva ehdon (T, <) F (6b) kanssa.

Seuraavien véitteiden kohdalla emme tarkastele mielivaltasia ehdon (x) to-
teuttavia irrefleksiivisia osittainjarjestyksiéd, vaan rajoitumme lineaarijirjestyk-
Sin.

Viite 4. Olkoon < lineaarijarjestys. Jos (T, <) E (7a) ja (7b), niin jarjestys <
on diskreetti.

Todistus. Oletetaan, ettd < on lineaarijarjestys. Néytetadn, ettd kaavan
(7a) pAHp — FHp

validisuus kehyksessé (T, <) takaa, ettéd jokaisella joukon T alkiolla on vélitén
seuraaja relaation < suhteen, ja ettd kaavan

(7b) »AGp — PGp

validisuus kehyksessa (T, <) takaa sen, ettd jokaisella joukon T alkiolla on vali-
ton edeltéjé relaation < suhteen. Téstd seuraa méaritelmén nojalla, etté relaatio
< on diskreetti.
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Olkoon t € T mielivaltainen. Méaaritelladn valuaatio Py néin:
Pyp)={z|z<tVvar=t}

Tarkastellaan mallia M = (T, <, Py). Mallin M maééritelmén nojalla M, ¢ F
p A Hp. Koska skeema (7a) on validi kehyksessa (T, <), patee siis M, ¢ £ FHp.
On siis sellainen s > t, ettd kaikille ehdon r < s toteuttaville pisteille r pétee:
M, r E p. (Téassé havaitsemme, etté tarkasteltavan kaavan validisuus kehyksessi
(T, <) ei mahdollista sité, ettd joukolla T olisi maksimi relaation < suhteen —
kuten diskreetin jérjestyksen kohdalla tulee ollakin.)

Jos nyt pisteelld ¢ ei olisi valitonta seuraajaa, olisi £:n jokaisen seuraajan —
erityisesti edelld maintun alkion s — ja ¢:n itsensé valissa alkioita. Edelld tode-
tun nojalla kaikille tuollaisille pisteille u, jotka toteuttavat ehdon ¢t < u < s,
patisi M, u E p. Mutta tdméa on mahdotonta, koska valuaation Py mééaritelmén
nojalla ¢ on myo6héisin ajankohta, jona p on tosi. Siispa t:114 taytyy olla véli-
ton seuraaja. Jarjestyksen < diskreettisyys vasemmalle todistetaan vastaavasti,
kéayttaen skeemaa (7b). |

Huomattakoon, etté jos relaation < lineaarisuusvaatimuksesta luovutaan, ei
skeeman (7a) kehysvalidisuus riitd luonnehtimaan relaation < diskreettisyyt-
té oikealle, eikd skeeman (7b) kehysvalidisuus sen diskreettisyytti vasemmalle.
Seuraavassa on esimerkki ei-lineaarisesta kehyksesté (T, <), jossa kaava (7a) on
validi, mutta joka ei ole diskreetti oikealle. Olkoon T joukko Z U { X | n >2}.
Jarjestys < haarautuu pisteessa 0 kahteen haaraan. Toisessa haarassa ovat yk-
sinkertaisesti luonnolliset luvut tavanomaisessa jarjestyksessdan. Toisessa haa-
rassa taas ovat luvut 1 (missi n > 2) ja kaikki negatiiviset kokonaisluvut,
seuraavasti jarjestyneina:

1 1 1
i< D41 =22
0< <7<z Sy Sol=2<

Téassa toisessa haarassa siis on pisteitd mielivaltaisen 1dhella pistettad 0, kun taas
ensinmainitussa haarassa pisteelld 0 on véliton seuraaja, nimittain piste 1. Hel-
posti havaitaan, etta pistettd 0 lukuunottamatta kaikilla pisteillda kummassakin
haarassa on véliton seuraaja. Nyt kaava (p A Hp) — FHp on validi kehyksessé
(T, <). Itse asiassa tdmé kaava on validi missé tahansa sellaisessa kehykses-
sé, jossa jokaisella pisteelld on ainakin yksi vdlitén seuraaja. Sen validisuudelle
kehyksessé siis riittdd, ettd yhdessa kustakin pisteesséd lahtevissa haarassa on
valiton seuraaja — mahdollisissa muissa haaroissa vélitonta seuraajaa ei tarvitse
olla.
i3 3 -1 -2 -3
0 . ————————————@— - -

1 2 3 4

Tarkastellaan seuraavaksi vaitettd, jonka mukaan kaava (8a) luonnehtii li-
neaarijirjestyksen Dedekind-taydellisyyden. Téssé tapauksessa kumpikaan to-
distettavan ekvivalenssin suunnista ei ole aivan ilmeinen.
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Viite 5. Oletetaan, ettd < on lineaarijarjestys. Jos jarjestys < on Dedekind-
taydellinen, niin (T, <) E (8a).

Todistus. Otaksutaan, ettd < on Dedekind-téydellinen. Olkoon P mielivaltainen
valuaatio ja t miké tahansa joukon T piste. Tarkastellaan mallia M = (T, <, P).
Oletetaan, ettd M,t F Fp A FG—-p. Tahdomme osoittaa, ettd talloin M,t F
F(HFpAG—p). Oletuksen nojalla pistetta ¢ my6hempien ja atomin p toteuttavien
pisteiden joukko

S={zeT|t<zjaxzeP(p}

on epityhji ja ylhiiltd rajoitettu.?® Koska < on Dedekind-tdydellinen ja S
on joukon T ylh&altd rajoitettu epétyhja osajoukko, on joukolla S supremum
sup(S) joukossa T'. Osoittaaksemme, ettd

M.t = F(HFp A G-p),

tarkastelemme kahta tapausta: (a) atomi p on tosi pisteessi sup(S); ja (b) ato-
mi p ei ole tosi pisteessé sup(S).

Aloitetaan tapauksesta (a), jolloin siis sup(S) € S. Talloin kaava HEp A G—p
on tosi pisteessd sup(S). Vasen konjunkti on tosi pisteessé sup(S) nimenomaan
koska p on tosi pisteessé sup(5), ja oikea konjunkti taas on tosi joukon S mé&é-
ritelmén nojalla. Koska ¢ < sup(.9), on siis kaava F(HFp A G—p) tosi pisteessd
t. Katsotaan sitten tapausta (b), jolloin sup(S) ¢ S. Viitdmme, ettd talloinkin
kaava HEp A G—p on tosi pisteessi sup(S). Se ei toki nyt voi olla tosi tuossa pis-
teessi 'samasta syystd’ kuin tapauksessa (a). Oikea konjunkti on taaskin tosi
pisteessd sup(S) suoraan joukon S mééritelmén nojalla. Osoittaaksemme, ettd
vasen konjunkti on tosi pisteessi sup(S), on meidan naytettava, ettd olipa s mi-
ké hyvéinsa piste, joka toteuttaa ehdon s < sup(S), on olemassa sellainen piste
r, ettd s < r < sup(S) ja M,r F p. Jos néin ei olisi, niin olisi olemassa myohéaisin
pistetti sup(S) aiempi ajankohta T, jona atomi p olisi tosi. Mutta tilloin ¢+
olisi pistettd sup(S) pienempi joukon S yliraja. Taméa on mahdotonta. Siispa
my0s vasen konjunkti on tosi pisteessé sup(S), ja voimme paatelld, ettd kaava
F(HFp A G—p) tosi pisteessa t. [ ]

Siirrytaén sitten katsomaan ekvivalenssin toista suuntaa.

Viite 6. Oletetaan, ettd < on lineaarijarjestys. Jos (T, <) E (8a), niin jarjestys
< on Dedekind-taydellinen.

Todistus. Oletetaan, ettd kaava FpAFG—p — F(HFpAG-p) on validi kehyksessi
(T, <), ja osoitetaan, etté jokaisella joukon T' epétyhjillia ylhaalta rajoitetulla
osajoukolla on supremum.

Olkoon S joukon T mielivaltainen epétyhja, ylhaélta rajoitettu osajouk-
ko. Jos joukolla S on maksimi max.(S) relaation < subteen, on max.(S) =

28 Joukko on epityhji koska kaava Fp on totta mallin M pisteessi t; ja se on ylhailta
rajoitettu, koska kaava FG—p on totta mallin M pisteessa t ja siis kaava G—p on totta jossain
pisteessd s > t. Jos tuo piste s on jéarjestyksen < maksimi, niin s kyseisen joukon yléraja;
muutoin on olemassa pisteitd s’ > s jotka ovat kyseisen joukon ylirajoja.
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sup_ (S) eiké mitédén todistettavaa ole. Oletetaan siis ettei joukolla S ole mak-
simia relaation < suhteen.

Olkoon t jokin joukon S alkio (muistettakoon, etté joukko S on epityhja),
ja olkoon t' > t jokin joukon S ylaraja. Koska joukolla S ei ole maksimia,
mitd hyvinsid joukon S alkiota s kohden on olemassa sellainen joukon S alkio
s', ettd ehto s < s’ < ¢/ on voimassa. Olkoon sitten Py miké hyvéinsa sellainen
valuaatio, joka tekee atomin p todeksi tdsmélleen joukon S pisteissi: Py(p) = S.
Tarkastellaan mallia M = (T, <, Py).

Havaitaan, ettd M, t F Fp AFG—p. Vasen konjunkti on tosi pisteessé ¢, koska
joukossa on pistettd ¢ mychempié pisteité, ja p on tosi kaikissa néissa pisteisséa
valuaation Py mukaan. Oikea konjunkti taas on tosi pisteessa t, koska p ei ole
tosi missdén pistettd ¢’ > ¢t myohemmaéssi pisteessi. (Taméi taasen johtuu joko
siita, etta t’ on koko joukon 7" maksimi relaation < suhteen, tai siita, ettd atomi
p el ole tosi misséén pistettd ¢ myohemmissi pisteessd valuaation Py mukaan.)
Koska oletuksen nojalla Fp A FG—p — F(HFp A G—p) on validi kehyksessé
(T, <), seuraa, ettd

M,t EF(HFp A G—p).

Siispi on olemassa piste sT > ¢ jossa kaava HFp A G—p on tosi. Itse asiassa tuo
piste s* on joukon S supremum relaation < suhteen. Todetaksemme, etts niin
on, havaitsemme ensinnikin, ettd s on joukon S yliraja: mikdin mydhempi
piste ei toteuta atomia p valuaation Py mukaan, joten siis kaikille joukon S pis-
teille s pitee s < sT. Oletetaan sitten, etté joukolla S olisi pistettd sT pienempi
yliaraja, s < sT, ja johdetaan ristiriita. Koska kaava HFp on tosi pisteesi sT,
kaava Fp on tosi pisteessi, sTF, misti seuraa ettei sT+ olekaan S joukon ylira-
ja. (Silld tallsin on oltava jokin pistettd s™+ mydhempi piste jona p on tosi, ja
tuollainen piste kuuluu joukkoon S.)

Koska oletimme joukon S olevan joukon 7' mielivaltainen epéatyhja, ylhéalta
rajoitettu osajoukko, voimme péatella jarjestyksen < olevan Dedekind-taydelli-
nen. |

Lineaarijarjestyksen kaikilla epatyhjilla ylhaélta rajoitetuilla osajoukoilla on
supremum jos ja vain jos sen kaikilla epatyhjilld alhaalta rajoitetuilla osajou-
koilla on infimum. Taysin analogisesti Véitteen 6 todistukselle voidaan nayttéa,
ettd skeema (8b) luonnehtii kehyksen (T, <) ominaisuuden ’kaikilla joukon T°
epatyhjilla alhaalta rajoitetuilla osajoukoilla on infimum relaation < suhteen’,
miki siis on yhtépitavi skeeman (8a) luonnehtiman ehdon kanssa. Edelleen, on
itse asiassa helppo nidhdé, ettd skeema (8b) on validi kehyksessi (T, <) jos ja
vain jos relaation < ké&anteisrelaatio > on Dedekind-taydellinen. Koska kaksi-
paikkainen relaatio on Dedekind-tédydellinen jos ja vain jos sen kédanteisrelaatio
on Dedekind-téydellinen, seuraa jo télld perusteella, etté ehto (T, <) F (8a) on
yhtépitava ehdon (T, <) E (8b) kanssa.

Tarkastellaan lopuksi vield hyvinjirjestysominaisuuden luonnehtimista.

Viite 7. Oletetaan, ettd (T, <) on lineaarijarjestys. Talloin pétee: jos (T, <) E
(9), niin jarjestys < on hyvinjirjestys.
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Todistus. Todetaan ensin, ettd kaava (9),
H(Hp — p) — Hp,

on validi kehyksessd (T, <) jos ja vain jos kaava Pp — P(H-p A p) on validi
tuossa kehyksessd.?? Kéytamme tété jilkimmaiistd kaavaa todistuksessamme.

Tahdomme osoittaa, ettd < on hyvinjarjestys. Oletetaan, ettei se ole, ja
johdetaan ristiriita. Oletamme siis, ettd joukolla T on epétyhja osajoukko S,
jolla ei ole pienintd alkiota relaation < suhteen. Jos joukossa S olisi vain yksi
alkio, olisi tuo alkio joukon S minimi. Joukossa S taytyy siis olla ainakin kaksi
alkiota. (Itse asiassa joukon S on oltava déreton, koska joka tapauksessa relaatio
< jérjestad S:n alkiot lineaarisesti, ja darelliselld lineaarijarjestykselld on aina
pienin alkio.) Olkoot sitten t; ja ta joukon S kaksi alkiota, jotka toteuttavat
ehdon t; < to.

Maéritelladn valuaatio Py seuraavasti: Py(p) = S, ja tarkastellaan mallia
M = (T, <, Py). Konstruktion nojalla péatee: M, ty F Pp. Koska M E Pp —
P(H—p A p), voimme paitelld, etta Mty E P(H—p A p). On siis olemassa piste
s < tg, joka toteuttaa ehdon M, s F H—p A p. Koska siis p on tosi pisteessi s,
kuuluu piste s joukkoon S. Toisaalta, koska H—p on tosi pisteessa s, ei p ole
tosi missdén aiemmassa pisteessd valuaation Py mukaan. Koska S = Py(p), on
s itse asiassa joukon S pienin alkio, mik& on mahdotonta. Koska néin on joh-
dettu ristiriita oletuksesta, ettei joukolla T" ole minimié, voimme péatelld, etta
itse asiassa silld on minimi. Koska joukon S oletettiin olevan joukon T mieli-
vatainen epétyhja osajoukko, olemme todistaneet, etta kaikilla T:n epéatyhjilla
osajoukoilla on pienin alkio. |
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