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Deonttinen logiikka on laajasti ymmérrettynd normatiivisen kielenkédyton loogista
tutkimista. Sen kohteena ovat sellaiset normatiiviset késitteet kuin velvollisuuden,
kiellon, luvan ja velvoituksen (commitment) késitteet (ks. Agvist). Siiné tarkastel-
laan seuraavanlaisia operaattoreita:

P: ’on sallittua, etté. ..’ (’it is permissible that...”);
O: ’on pakollista, etté. ..’ (’it is obligatory that...’);

F: ’on kiellettyé, etté...’. ('it is forbidden that...");

Muotoa PA, OA ja FA olevat lauseet voidaan lukea useammalla tavalla. Jos
A on vaikkapa "Pekka postittaa kirjeen’, niin ilmaisun P A suora kddnnos olisi: “on
sallittua, ettd Pekka postittaa kirjeen”, joka on kuitenkin luonnollisen kielen ilmaisu-
na kompelo ja voidaankin korvata vaikkapa lauseella "Pekka saa postittaa kirjeen”.
Vastaavasti ilmaisu OA voidaan lukea: "Pekan tiaytyy postittaa kirje” tai "Pekan
velvollisuus on postittaa kirje” ja ilmaus FA vaikkapa seuraavasti: "Pekka ei saa
postittaa kirjettd.”

Leibniz ja jo héntd ennen keskiajan loogikot huomasivat, ettd normatiiviset ka-
sitteet "velvollisuus” ja "lupa” ovat analogisia modaalikésitteiden "valttamattomyys”
ja "mahdollisuus” kanssa siind mielessd, ettd luvallista on se, minka kielto ei ole
velvollisuus, ja mahdollista on se, minka kielto ei ole valttamatonta. von Wright ke-
hitteli ensimméistd deonttisen logiikan systeemiéén tdmén analogian pohjalta. Mo-

— e 1 def . - . R
daalilogiikassa médrittelimme ¢A = —0-A ja vastaavasti siis voimme médritelld

PA Y ~0-A." Ilmaus "on kiellettyé, ettd. ..’ on analoginen ilmauksen 'on mahdo-

tonta, etté. ..  kanssa. Emme maééaritelleet mitddn omaa merkintdd modaalilogiikassa
mahdottomuuden késitteelle, vaan totesimme, etté se, ettd jokin on mahdotonta, on

sama asia kuin etté se ei ole mahdollista tai yhtd hyvin, ettd sen kielto on valtté-

méatontda. Analogisesti voimme mééritelld, ettd FA ' PA tai FAY 0-A.

Modernin deonttisen logiikan tutkimukseen on ratkaisevasti vaikuttanut von Wrigh-
tin kirjoitus Deontic Logic vuodelta 1951. Hén esitti deonttisen logiikan systeeminsé
aksiomaattisen tradition mukaisesti. Aksiomaattisessa ldhestymistavassa annetaan
joukko aksioomia ja pdattelysdidantdjd, joiden avulla aksioomista johdetaan teoree-
moja. Naméi johdot esitetéiin formaaleina todistuksina. von Wright valitsi? peruso-
peraattoriksi operaattorin P ja asetti lauselogiikan periaatteiden liséksi aksioomiksi
sellaisia deonttisen logiikan periaatteita kuin etté

(W1) Ppv P-p

IT4ssé suhteessa episteeminen logiikka poikkeaa yleisestd modaalilogiikasta, silli ei ole mitddn
yksinkertaista luonnollisen kielen ilmausta, joka tarkoittaisi samaa kuin etté "ei tiedetd, ettei...”
tai "ei uskota, ettei...”.

2 Alunperin von Wright ajatteli, ettéd operaattori "P” ei operoi lauseisiin, vaan "tekotyyppeihin”
(generic acts). Taméi aiheuttaa muutoksia kaavojen lukutapaan, ja lisiiksi téssd tulkinnassa ei ole
mielekésta iteroida operaattoreita: koska Pp ei tarkoita mitdén tekoa, iteroitu ilmaus PPp ei ole
sallittu. (ks. Fgllesdal, Hilpinen: Deontic Logic, An Introduction, teoksessa Hilpinen toim. Deontic
Logic: Introductory and Systematic Readings, ss. 1-35, 1970).



(on sallittua, ettd p tai on sallittua, ettd —p; eli ei voi olla niin, ettd sekd teon
tekeminen ettd tekemétta jattdminen olisivat kiellettyd) ja

(W2) P(pVq) <+ PpV Pq

(’p tai ¢" on sallittua, jos ja vain jos p on sallittua tai ¢ on sallittua). Lisdksi von
Wrightin systeemissé oli kdytossd modaalilogiikan paattelysdédnnon (RE) vastine

A+ B
PA+ PB

Koska esimerkiksi kaavat p A q ja ¢ A p ovat loogisesti ekvivalentit, niin tdmén p&aat-
telysddnnon mukaisesti on sallittua, ettd p A g, jos ja vain jos on sallittua, ettd g A p
(ks. kuitenkin harjoitustehtiava 3).

Puhdas aksiomaattinen metodi ei huomioi semantiikkaa, vaan ainoa viittaus se-
mantiikkaan aksiomaattisissa systeemeisséd on se "mystinen” relaatio, joka liittaa toi-
siinsa systeemin teoreemat ja niiden lukutavat luonnollisessa kielessd (Merril Pro-
vence Hintikka kéytti télle nimitystd “miraculous translation”). Intuitiomme ei usein
kuitenkaan riitd adekvaatin loogisen systeemin konstruoimiseen pelkéstdén aksioo-
mien ja padttelysddntojen avulla. Vaikka esimerkiksi aksioomat ja péaattelysdannot
vaikuttaisivatkin uskottavilta, emme ehkd huomaa kaikkia niiden seurauksia eli siis
teoreemoja. Jotkut néista seurauksista voivat olla epéintuitiivisia (ja joka tapaukses-
sa pelkkéd aksiomaattista menetelméd kdyttden ei yleensé ole mahdollista osoittaa,
ettd jokin viite ei ole systeemin teoreema). Mahdollisten maailmojen semantiikka
onkin suuresti laajentanut logiikan sovellusmahdollisuuksia filosofisissa analyyseissé.
Yleisesti voimme erottaa loogisissa systeemeissé nelja puolta:

(REw)

(1) Syntaksi, sisdltden sekéd tarkasteltavan (formaalin) kielen kaavanmuodostus-
saannot ettd formaaleja todistuksia koskevat muotosdannot.

(2) Syntaksin tulkinta luonnollisessa kiclessé eli tarkasteltavan kielen kaavojen lu-
kutavat luonnollisessa kielessa.

(3) Semantiikka eli tarkasteltavan kielen formaali tulkinta (yleensd joukko-opin
avulla konstruoitavissa struktuureissa).

(4) Intuititvinen semantiikka eli formaalin semantiikan intuitiivinen tulkinta.

Esimerkki 1. Lauselogiikassa konjunktiota koskee lauseen muodostussaéanto: jos A
ja B ovat kaavoja, niin A A B. Tami siis kuuluu kohdan (1) mukaiseen syntaksiin.
Syntaksiin kuuluu myos padttelysaanto
AANB
T
Kohtaan (2) kuuluu kaavan A A B lukutapa ”A ja B”. Y14 esitetty paattelysdéan-
t6 voidaan ilmaista nyt luonnollisessa kielessé seuraavasti: “oletuksista A ja B voi
paatella, ettda A”.
Formaali semantiikka saadaan nyt esimerkiksi méérittelemélld konnektiivin A
totuustaulu. Sen intuitiivinen tulkinta on, ettd kaava A ja B’ on tosi, jos sekd A
ettd B ovat tosia, ja muuten se on epétosi.




Pelkkd kohdan (1) mukainen syntaktinen ldhestymistapa tuottaa tulkitsemat-
toman kalkyylin, jolla ei sinénsé ole filosofista merkitystd. Yhdistamaélla syntaksiin
sen kaavojen tulkinta luonnollisessa kielessd voidaan kuitenkin aloittaa filosofisen
logiikan tutkimus: Valitaan ensin tutkittavat filosofiset késitteet ja muodostetaan
formaali kieli, jossa niilla késitteilld on vastineensa. Esitetédén sitten téssa kielessa
néita kasitteitd koskevia intuitiivisesti uskottavia periaatteita vastaavia aksioomia
ja padttelysadntojé, sekd johdetaan formaalisti ndiden seurauksia. Kun sitten tulki-
taan, mitd ndmaé seuraukset tarkoittavat ldhtokohtana olleiden késitteiden kannalta,
voidaan arvioida kuinka onnistunut systeemi on saatu aikaiseksi. Mutta vasta se-
mantiikan ja erityisesti sen kohdan (4) mukaisen intuitiivisen tulkinnan mukaanotto
tekee tésta tutkimuksesta filosofisesti relevanttia.

Aleettiselle modaalilogiikalle analoginen mahdollisten maailmojen semantiikka
deonttiselle logiikalle saadaan, kun tulkitaan operaattori P deonttiseksi mahdolli-
suudeksi ja O deonttiseksi vélttaméttomyydeksi (ja mééritelldén operaattori F esi-
merkiksi operaattorin O avulla). Puhutaankin deonttisesti mahdollisista maailmois-
ta ja deonttisista vaihtoehdoista. Lause PA on intuitiivisesti tosi eli A on sallittu
maailmassa w, jos se on yhteensopiva maailman w normien kanssa eli tosi ainakin
jossakin maailman w deonttisessa vaihtoehdossa. Vastaavasti OA on tosi eli A on
pakollinen maailmassa w, jos se on tosi kaikissa maailman deonttisissa vaihtoeh-
doissa eli jos se on tosi kaikissa maailmoissa, jotka ovat yhteensopivia w:n normien
kanssa. Kun W on deonttisesti mahdollisten maailmojen joukko ja vaihtoehtorelaa-
tio R méarad kunkin maailman deonttiset vaihtoehdot, niin nédiden operaattoreiden
totuusehdot ovat siis seuraavat:

wkEPA < w E A jollekin w' € W, jolle wRw';
wkF OA & w' E A kaikille w' € W, joille wRw'.

Niistd madritelmistd seuraa, ettd operaattoreiden OA ja P A vililld on samanlainen
suhde kuin operaattoreiden O ja <& vélilla:

wkFPA <+ -0-A,
wE OA < —-P-A.

Kaytettava semantiikka siis sallii operaattoreiden O ja P méaérittelyn toistensa avul-
la.

Formaalisti Kripke-semantiikka deonttiselle logiikalle on tdysin samanlainen kuin
Kripke-semantiikka modaaliselle logiikalle. Intuitiivisesti on kuitenkin selvid, etté
naiden logiikkojen yhteydessd on syyté asettaa erilaisia vaatimuksia vaihtoehtore-
laatiolle R. Olkoon wy aktuaalinen maailma. Jos A on vilttamétta tosi maailmassa
Wy, niin valttamattomyyden tavanmukaisen tulkinnan mukaan sen on oltava tosi eri-
tyisesti maailmassa wy eli on oltava voimassa wy F OA — A. Tdmaé taas edellyttai,
ettd vaihtoehtorelaatio R on sellainen, ettd woRwgy. Téssa tarkastelimme tilannet-
ta aktuaalisen maailman nékokulmasta, mutta voimme ajatella, ettd se, mikd on
aktuaalien maailma, vaihtelee, ja saamme silloin mallin tasolla vaatimuksen, etté
relaation R on oltava refleksiivinen (eli Vw € W: wRw). Mutta me ihmiset emme



yleensé tee kaikkea sité, mitd meidén pitéisi tehdé, joten deonttisessa logiikassa on
oltava mahdollista myos se, ettd wg ¥ OA — A ja relaation R refleksiivisyyttd ei
ole syyta vaatia (ks. myos harjoitustehtéva 9).

Kaiken sen, mikéd on pakollista, on oltava tietenkin sallittua (muuten olisi kovin
vaikeata noudattaa mitddn moraaliperiaatteita). Téatd vastaa se, ettd wy F OA —
PA. Taméi taas on voimassa, jos on olemassa sellaisia maailmoja, jotka ovat relaa-
tiossa maailman wy kanssa (harjoitustehtavéd 10). Mallin tasolla tAmé vastaa vaati-
musta Yw € W: Jw’ € W: wRw'. Téllaiselle relaatiolle ei ole vakiintunut suomen
kielesséd omaa nimitysté, mutta englannin kielessé kédytetdédn nimitysté “serial rela-
tion”, joten voimme kutsua téllaista relaatiota seriaaliseksi (tai sarjalliseksi).

Mita muita ehtoja vaihtoehtorelaatiolle deonttisessa logiikassa pitéisi sitten aset-
taa? Annetun maailman w deonttiset vaihtoehdot u ymmérretdian deonttisesti tay-
dellisiksi (ts. ideaalisiksi) maailmoiksi. Hintikan mukaan v on deonttisesti tédydellinen
suhteessa maailmaan w, jos ainakin seuraavat ehdot toteutuvat:

(H1) Kaikki, mikd on w:ssé pakollista, on aktuaalista u:ssa.
(H2) Kaikki, mikd on u:ssa pakollista, on myts aktuaalista u:ssa.

(H3) Kaikki mikd on pakollista w:ssé, on pakollista myos w:ssa.

Ehto (H1) on Kripke-semantiikassa automaattisesti voimassa, kunhan wRu. Ehto
(H2) tarkoittaa, ettd maailmassa u on voimassa u F OA — A. Tamaé taas edellyttaa,
ettd wRu. Mallin tasolla tdmé ehto voidaan esittdéd erdénlaisena ehdollisena reflek-
siivisyytend: Yu: ((Jw € W : wRu) — uRu). Téllaista relaatiota kutsutaan melkein
refleksiiviseksi. Télloin siis u F OA — A aina, kun wRu, joten w F O(OA — A).
Koska aktuaalisen maailman wy ei tarvitse olla millekdan maailmalle deonttinen
vaihtoehto, niin melkein refleksiivisyys ei edellyté, ettd woRwq (ks. harjoitustehté-
vi 12).

Tarkastellaan vield Hintikan ehtoa (H3). Sen mukaan siis jos wRu ja w F OA,
niin myos u F OA. Mutta jalkimméinen ehto tarkoittaa tdssi tilanteessa samaa kuin
ettd w F OOA. Téten ehdosta (H3) seuraa, ettd

wEF OA — OOA.

Tunnetusti relaation R transitiivisuus vastaa modaalilogiikassa kaavan OA — OOA
validisutta, joten ehto (H3) vastaa deonttisen vaihtorelaation transitiivisuutta.

Y1la olevan perusteella voi vaatia, ettd deonttisen vaihtoehtorelaation pitéda olla
seriaalinen, melkein refleksiivinen (muttei refleksiivinen) ja ehkd myos transitiivinen.
Enté sitten symmetrisyys? Intuitiivisesti ei tunnu uskottavalla, ettd jos esimerkiksi
u on aktuaalisen maailman deonttinen vaihtoehto, niin aktuaalinen maailma on w:lle
deonttinen vaihtoehto. Tieddmme, ettd modaalilogiikassa vaihtoehtorelaation sym-
metrisyys vastaa kaavan A — OO A validisuutta. Deonttisessa logiikassa se tuntuu
melko "moraalittomalta” periaatteelta (harjoitustehtéva 14).

Tarkastelemme vield yhtd ominaisuutta, joka saatettaisiin asettaa deonttiselle
vaihtoehtorelaatiolle eli euklidisuutta. Téamé ehto sanoo, ettéa

Yw, w, ws: wRwy ja wRwy = wy Rws,.



Jos wRwy, niin voimme sanoa myds "wRw; ja wRw,”, jolloin euklidisuusehdon etu-
lause on tosi, ja tdten myos jélkilauseen, joka nyt on wyRwy, pitdd olla tosi. Eukli-
disuusehdossa etulause on yhtépitava lauseen wRws, ja wRw; kanssa, joten on ol-
tava voimassa myos wyRw;. Yhteenvetona voidaan todeta, ettd jos relaatio R on
euklidinen ja wRw; ja wRws, niin myods wy Rwy, we Rwsy, wy Rwy ja weRw,. Harjoi-
tustehtavissa 15 pyydetédédn piirtdmadn tdménkaltainen kuvio ja osoittamaan, etta
maailmassa w on tosi kaava OOA — OA. Voidaan todistaa, ettd tdméa kaava on
validi kaikissa Kripke-malleissa, joissa vaihtoehtorelaatio on euklidinen. Sen deont-
tinen vastine POA — OA ei tunnu kovin uskottavalta. Vaikka normatiivinen sys-
teemimme sallisikin sen, ettd A asetetaan velvollisuudeksi, niin tdstd ei mitenkdan
valittomaésti seuraa, ettd A todella on velvollisuus tdssid normatiivisessa systeemis-
sd. Jatdmme harjoitustehtéavaksi 16 sen pohtimisen, ettd onko euklidisuus kuitenkin
deonttisen logiikan intuitiivisen semantiikan nédkokulmasta mielekés ehto.

Luonnehdimme seuraavaksi syntaktisesti deonttisen logiikan systeemejé huomioi-
den kuitenkin edellé esitetyt semanttiset tarkastelut. Koska kidytettdavana semantiik-
kana on Kripke-semantiikka, pitdd kaikkien tdmén semantiikan mukaisten periaat-
teiden olla voimassa. Normaali deonttisen logitkan systeemi on sellainen systeemi,
jossa on kiytossd ainakin seuraavat aksioomat ja péadttelysdannot:

Aksioomat
PC A, jos A on tautologia
( , ] gia,
(K) O(p = ¢) = (Op — Og).
Pagdttelysddnnot
A, A— B
MP Sh TP
(MP) et
A :
(RN) o1 1% A on teoreema.
A
(US) A/ A on teoreema, B kaava.
def

Lisaksi madritelladn, etta PA = —0—-A (vaihtoehtoisesti voisi asettaa vastaavan
ckvivalenssin aksioomaksi).

Universaalia substituutiosddintod (US) (eli muodon séilyttéavaa substituutiota)
ei tarvitse eksplisiittisesti mainita, jos luonnehdimme systeemiin kuuluvia kaavoja
skeemojen avulla. Esimerkiksi se, ettd skeema

O(A— B) - (OA — OB)

kuuluu systeemiin, tarkoittaa, ettd kaikki sen instanssit eli kaikki objektikielen kaa-
vat, jotka saadaan sijoittamalla téissd skeemassa A:n ja B:n paikalle mitkd tahansa



kaavat, kuuluvat systeemiin. Kun kaikki systeemiin kuuluvat kaavat on esitetty tél-
laisten skeemojen avulla, universaali substituutiosddntd on automaattisesti voimas-
sa. Téstéd syystd tilla kurssilla ei aikaisemmin ole esitetty saantoa (US). Logiikan
opiskelijan on hyvé olla kuitenkin perilld tdmén sddnnon merkityksesté, joten késit-
telemme sitéd téssd hieman tarkemmin.

Aloitamme merkinnén "A[p/B]” tarkastelulla. Olkoon A kaava, jossa mahdolli-
sesti esiintyy lausemuuttuja p. Télloin voidaan merkitd A = A[p]. Jos B on kaava,
niin A[p/B] tarkoittaa kaavaa, joka saadaan kaavasta A korvaamalla siind jokainen
lausemuuttujan p esiintymé kaavalla B. Jos esimerkiksi A[p] = pV —p ja B on jo-
kin kaava, niin A[p/B] = BV —B. Jos p ei esiinny kaavassa A, sijoitus on tyhji ja
saadaan kaava A itse.

Esimerkki 2. Olkoon A =pV (¢ A —p). Talloin

Alp/r] =1V (g A -r),
Alr/pl = A (koska r ei esiinny kaavassa A),

Alp/qV —ql = (qV =q) V (g A=(qV —q)).

Voidaan myo6s merkitd Alp,q] = p V (¢ A —p), jolloin esimerkiksi A[p/q, q/p| =
qV (pA—q)ja Alp/B,q/C] = BV (CA—-B).

Tarkastelemissamme logiikoissa se, onko jokin kaava A teoreema vai ei, riippuu
vain kaavan A loogisesta muodosta, ei esimerkiksi siitd, mité kirjaimia on satuttu
kiyttaméadn siind esiintyville atomikaavoille. Kun asetamme aksioomaksi kaavan (K)
O(p — q) — (Op — Og), niin sddnnén US perusteella mikd tahansa muotoa

O(A— B) - (OA — OB)

oleva kaava on teoreema.

Universaalia paattelysaantod saa soveltaa vain teoreemoihin (joita aksioomatkin
triviaalisti ovat), el mihin tahansa oletuksiin. Koska p V —p on (esimerkiksi lauselo-
giikan) teoreema, niin myos ¢ V —¢ on teoreema ja yleisemmin miké tahansa muotoa
AV A oleva kaava on teoreema. Mutta jos oletetaan, ettd p, niin ei tietenkaén voida
paatelld, ettd ¢. Tilanne on sama kuin séénnon (RN) yhteydessd modaalilogiikassa.
Sen mukaan voimme paételld, ettd O(p V —p), mutta emme voi péételld, ettd jos p
(on tosi), niin Op (eli p on valttAméatta tosi).

Heikoin normaali deonttinen systeems, jolle kiytetddn merkintdd OK, ei sisél-
14 mitd4n muita aksioomia kuin lauselogiikan tautologiat ja aksiooman (K'). Muut
normaalit deonttiset logiikat saadaan siitd lisidmaélla sithen tarpeelliseksi katsottuja
periaatteita, esimerkiksi yksi tai useampi alla olevista aksioomista (olemme kertauk-
sen vuoksi merkinneet sulkuihin kutakin aksiooma vastaavan semanttisen ehdon):

OD) Op — Pp R seriaalinen
04) Op — O0p R transitiivinen
05) POp — Op R euklidinen

(
(
(
(0T) O(Op — p) R melkein refleksiivinen



Useimmat deonttisen logiikan tutkijat ottavat perussysteemiksi systeemin SDL,
joka saadaan lisdédmélla heikoimpaan systeemiin OK aksiooma (OD). Semanttisesti
tdmé tarkoittaa, ettd deonttisen logiikan Kripke-semantiikassa edellytetdéin vaih-
toehtorelaation olevan aina seriaalinen. Usein tdmén lisiksi otetaan aksioomaksi
vield (OT), jolloin siis oletetaan, ettd vaihtoehtorelaatio on seriaalisuuden liséksi
melkein refleksiivinen

Osoitamme seuraavaksi, ettd normaaleissa deonttisen logiikan systeemeissd ak-
sioomasta (OT') seuraa teoreemana OOp — Op. Oletetaan siis, etté

(1) O(Op — p).
Saamme universaalilla substituutiolla aksioomasta (/) teoreeman

(O(p — q) = (Op — Oq))[p/Op, q/p] =

(2) O(Op — p) = (OOp — Op).
Péattelysdannon modes ponens (MP) perusteella kohdista (1) ja (2) seuraa
(4) OOp — Op.

Tamén saman johtopédatoksen voi tehdd myos semanttisella péaattelylla, ks. harjoi-
tustehtava 17.

Modaalilogiikan yhteydestd tieddmme, etté systeemissd OK on johdettavissa von
Wrightin esittama padttelysaanto

A< B

(REw) PA < PB '

Tama péaattelysdanto on voimassa myos kun operaattorin P tilalla on operaattori O.
Harjoitustehtévisséd 18-22 on hahmoteltu (ks. my6s tehtévé 11), miten voidaan osoit-
taa myo6s von Wrightin asettamien periaatteiden W1 ja W2 olevan voimassa nor-
maaleissa deonttisissa logiikoissa.

On esitetty, ettd deonttinen logiikka voitaisiin palauttaa modaalilogiikkaan ym-
méartamélla velvollisuuden késite sopivalla tavalla. Emme téssé kéasittele néita reduk-
tioyrityksid (ks. niistd luentomuistiinpanot), vaan siirrymme tarkastelemaan deont-
tisia paradokseja.

Deonttisia paradokseja

Kripke-semantiikkaan pohjautuvat deonttisen logiikan systeemit ovat suhteellisen
yksinkertaisia. Toisaalta tilanteet, joissa pitéisi soveltaa moraaliperiaatteita (eli deont-
tiset tilanteet), ovat yleensid monimutkaisia. On siis odotettavissa, ettd samoin kuin
episteemisessé logiikassa, Kripke-semantiikan kayttd johtaa "paradokseihin” myos
deonttisessa logiikassa. Kaytdmme lainausmerkkejé, silld nytkédn ei ole kysymys
mistddn sen kaltaisista joukko-opin paradokseista (antinomeista) kuin esimerkiksi



Russelin paradoksi, joka osoittaa tiettyjen oletusten johtavan suoranaiseen loogiseen
ristiriitaan joukko-opissa.

Deonttisen logiikan paradoksit voidaan ndhdé deonttisten tilanteiden oikeata for-
malisointia koskevina ongelmina. Niitd on kahta tyyppié:

I intuitiivisesti pétevi deonttinen péaattely ei olekaan validi formalisoidussa sys-
teemissé;

IT formaalisti validi péaéttely on intuitiivisesti epauskottava.

Deonttiset paradoksit voivat siis osoittaa puutteita formaaleissa systeemeissi ja
néin johtaa parannuksiin. Olkoon NDL luonnollisessa kielessé muotoiltujen intuitii-
visesti patevien deonttisten lauseiden (tai argumenttien) joukko, ja edustakoon f
"kadnnosfunktiota” (tai "kadnnosrelaatiota”, silla kddnnos ei valttaméatta ole yksiké-
sitteinen), jonka avulla luonnollisen kielen ilmaukset formalisoidaan. Merkitdan - A,
jos (formaalin kielen) kaava A on tarkastelemamme systeemin teoreema, ja ¥ A, jos
néin ei ole. I tyypin paradoksi edustaa tapausta (ks. Aqvist)

A€ NDL ja ¥ f(A)
ja Il tyypin paradoksi tapausta
A¢ NDL ja F f(A)

(tdssd A on siis luonnollisen kielen lause; selvyyden vuoksi sitd voisi merkitd esim.
kreikkalaisella kirjaimella a)). Ndamé tapaukset voidaan luonnehtia my6s semantti-
sesti (kuten ylla sanallisesti teimme), silld ns. tdydellisyyslauseen perusteella - A,
jos ja vain jos F A.

Ratkaisuiksi paradokseihin voimme tyypin I paradokseissa pyrkid parantamaan
luonnollisen kielen ilmauksen A formalisointia, tyypin II paradokseissa taasen pyr-

ki osoittamaan, ettd tarkemmin analysoituna A sittenkin intuitiivisesti kuuluisi
joukkoon NDL.

Esimerkki 3 (von Wright, 1968). Jos on sallittua, ettd A tai B, niin intuitiivisesti
tuntuu luonnolliselta, ettd on sallittua sekd A ettd B. Jos esimerkiksi henkiltlle
sanotaan, ettd ’saat tyoskennelld tai rentoutua’, tarkoitetaan tavallisesti, ettd on
henkilon oma asia valita vaihtoehtojen vililla eli ettd hénelld on lupa tyoskennelld
ja lupa rentoutua. Tamén periaatteen formaali vastine

P(AV B) — PAAPB,

ei kuitenkaan ole validi Kripke-semantiikassa (harjoitustehtavé 23) eiké se ole siten
myoOskédn esimerkiksi systeemin OK teoreema (ks. kuitenkin harjoitustehtava 24).

Téassd on kyse siis I tyypin paradoksista, jossa intuitiivisesti patevin lauseen
formaali vastine ei ole validi. Yksi ratkaisu tdhin paradoksiin olisi vaittad, ettéd
muotoa “on sallittua, ettd A tai B” ("free choise permission”) olevan luonnollisen
kielen oikea formalisointi onkin P(A A B), eikéi P(A V B). Nythén kaava

P(AANB) - PAANPB,

on validi Kripke-semantiikassa (harjoitustehtavé 25).



Esimerkki 4 (Ross, 1941). Rossin paradoksi syntyy, kun paittelysiintoa

A— B

(RM) 0A —- OB

sovelletaan deonttiseen logiikkaan. Intuitiivisesti tdmén paéttelysdannén mukaan jo-
kainen pakollisen (tai vast. sallitun) asiantilan looginen seuraus on mys pakollinen
(vast. sallittu) asiaintila (vrt. harjoitustehtava 18). Jos esimerkiksi A viittaa lausee-
seen 'Maija postittaa kirjeen’ ja B lauseeseen 'Maija polttaa (tdmén) kirjeen’, niin
sovellettaessa téata padttelysadntoa saadaan lauselogiikan tautologiasta A — AV B
padteltyéd johtopéitos

OA — O(AV B).

Tama tarkoittaisi intuitiivisesti sité, ettd jos Maijan velvollisuus on postittaa kirja,
niin hénen velvollisuutensa on myo6s postittaa tai polttaa se.

Kyse on nyt II tyypin paradoksista. Téssé voisimme yrittaéd keksid erilaisia seli-
tyksié, miksi saatu véite ei kuitenkaan olisikaan intuition vastainen. Ensinnékin voi
todeta, ettd siitéd, ettd Maijan velvollisuus on postittaa tai polttaa kirje, ei seuraa,
ettd hédnen velvollisuutensa on polttaa kirje, ja vasta tdmé seuraus olisi paradok-
saalinen. Voimme ajatelle, ettd kielenkdyttoon liittyvat pragmaattiset seikat saavat
saadun véitteen tuntumaan epéduskottavalta ja tdmé ilmenee jo tavallisen lauselo-
giikankin yhteydessd. Henkilo, joka sateessa sanoo: "sataa tai Kuu on juustoa”, ei
valehtele, mutta hén kayttda kieltd harhaanjohtavalla tavalla antamalla ymmaéartéaa,
ettd hénelld on jokin kanta siihen, mité ainetta Kuu on, vaikka hénelld onkin mieles-
sdan vain tautologia ’jos sataa, niin sataa tai Kuu on juustoa’. Lukija voi itse yrit-
tad keksid tillaisia enemmén tai vihemmén toimivia puolustuksia sédénnolle (RM)
deonttisen logiikan yhteydesséa kéiytettyna.

Tarkastellaan lausetta ”jos Pekka lainaa Maijalta auton, hédn on velvollinen pa-
lauttamaan sen”. On kaksi mahdollisuutta formalisoida tdmé lause; puoliformaalisti
esitettyna vaihtoehdot ovat

"Pekka lainaa Maijan auton” — O’Pekka palauttaa Maijan auton’
ja
O(’Pekka lainaa Maijan auton’ — "Pekka palauttaa Maijan auton’)

Yleisesti meilld on kédytossad ehdollinen velvollisuuden "p velvoittaa ¢:n” esittdmiseen
vaihtoehdot p — Ogq ja O(p — ¢). Alla on esitetty (Prior, 1954, "the paradoxes of
derived obligation”) ehdollisia velvollisuuksia koskevia "paradokseja’

Pa  =p—(p— Og),
Pb Oqg— (p— Og),
Pc O-p— O(p—q),
Pd Ogq— O(p—q).
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Néamaé kaavat ovat sindnsé varsin yksinkertaisia ja on helppo havaita ne valideiksi.
Kaavojen Pa ja Pb validisuus seuraa jo lauselogiikasta, silli ne ovat tautologioita.
Jos niitd pidetddn paradoksaalisina, niin kyse on paremminkin ns. materiaalisen
implikaation paradokseista kuin deonttisista paradokseista.

Kaava Pc on validi, silld jos M, w F O=p, niin aina, kun wRu, niin M, u ¥ p ja
téten M,u F p — q. Siis M,w F O(p — ¢). Vastaavaan tyyliin voidaan myts kaava
Pd osoittaa validiksi (harjoitustehtéva 26).

Saamme néistéd kaavoista luonnollisella kielelld esitettyné seuraavanlaiset esimer-
kit:

(Pa) Oletetaan, ettéd et jétd 4.4.02 logiikan luentoa véliin (—p). Téssd tilanteessa
on talldin totta, ettéd jos jatat logiikan luennot 4.4.02 viliin, olet velvollinen
lukemaan kaikki deonttisen logiikan oppikirjat (p — Ogq).

(Pb) Oletetaan, etté velvollisuutesi on auttaa ystévidsi (Ogq). Télloin on totta, jos
ystavési aikovat vilppié kédyttéden suorittaa logiikan jatkokurssin, velvollisuutesi
on auttaa heitd (p — Ogq).

(Pc) Oletetaan, ettd velvollisuutesi on, ettd et valehtele (O-p). Télloin se, et-
td valehtelet velvoittaa sinut omistamaan loppueldmaési etiikan tutkimiseen

(O(p — q)).

(Pd) Oletetaan, ettd velvollisuutesi on puhua totta (Og). Télloin se, ettd valehte-
lemalla jossain tilanteessa saattaisit pelastaa jonkun hengen velvoittaa sinut
puhumaan totta O(p — q).

Kaikissa neljassa lauseessa kyse on II tyypin paradokseista, joissa validit kaavat
eivat ole intuitiivisesti uskottavia. Jélleen voisi olla hyviksyméttd téssd esitetty-
jen luonnollisten kielten véaitteiden vastineiksi Priorin paradoksin formalisointeja.
Kohtaamme kuitenkin ndmé samat paradoksit seuraavaksi késiteltdvan Chisholmin
paradoksin (Chisholm, Contrary-to-duty-imperatives and deontic logic, Analysis 24,
1963) yhteydessi. Tamén paradoksin voi katsoa osoittavan, ettd téssé esitelty deont-
tisen logiikan kieli ja sen semantiikka ei riitd ainakaan silloin, kun halutaan tarkas-
tella ehdollisia velvoitteita.

Chisholmin paradoksi

Tarkastellaan tilannetta, jota voidaan kuvailla seuraavasti:
(1) On olemassa ensisijainen ehdollistamaton velvollisuus p.
(2) On olemassa ensisijainen ehdollinen velvollisuus "p velvoittaa g:n”

(3) On olemassa toissijainen ehdollinen velvollisuus "—p velvoittaa —¢:n” (contrary-
to-duty-obligation)

(4) ensijainen velvollisuus p on epétosi
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Annamme yhden englanninkielisen esimerkin tdmén yleisen kuvauksen mukai-
sesta tilanteesta ja jatdmme lukijalle harjoitustehtaviksi muotoilla sopiva suomen-
kielinen esimerkki (harjoitustehtéva 27):

Aq: It ought to be that Mary buys a train ticket to visit her grandmother
Ag: It ought to be that if Mary buys the ticket she calls to tell her she is coming

Asz: If Mary does not buy the ticket it ought to be that she not tell her that she is
coming

Ay: Mary does not buy the ticket

Intuitiivisesti ylla olevilla esimerkkilauseilla Ay, Ay, A3 ja A4 on seuraavat omi-
naisuudet (vrt. harjoitustehtava 28)

1. Ne ovat konsistentit eli ne kaikki voivat olla tosia samanaikaisesti

2. Ne ovat loogisesti riippumattomia eli mikdén kolmen lauseen yhdistelméa ei
loogisesti implikoi neljatta (esimerkiksi lauseista A, As ja Ay ei seuraa lauset-

ta Al)

Havainnollistamme viel&d konsistenttisuuden ja riippumattomuuden késitteité pa-
rilla esimerkilld (ks. my6s harjoitustehtéva 29):

Esimerkki 5. Tarkastellaan lauseita
Bj: ’sataa’
Bs: ’en kastu’
Bs: ’jos sataa, kastun’

T#lloin lausejoukot { By, Bo}, { By, Bs} ja { Ba, B3} ovat kaikki konsistentteja, mutta
kaikkien kolmen lauseen muodosta joukko {Bi, By, B3} ei ole konsistentti, silld jos
By ja Bs ovat tosia, niin By on pakostakin epétosi.

Esimerkki 6. Lauseet
C: 'sataa’
Cs: 'jos sataa, kdytén sateenvarjoa’
C5: ’kédytan sateenvarjoa’

ovat konsistentteja, silld ne kaikki ovat tosia, jos sataa ja kdytdn sateenvarjoa. Ne
eivat ole loogisesti riippumattomia, silla lauseista C' ja C5 seuraa loogisesti lause Cs.
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Chisholmin paradoksissa ldhtokohtana olevat luonnollisen kielen lauseet ovat
konsistentteja ja riippumattomia, mutta niiden formaaleilla vastineilla téssé esitel-
lyssd deonttisen logiikan kielessé puuttuu ainakin toinen niistd ominaisuuksista.
Lahdemme nyt tutkimaan téatd. Oletamme, ettd kidytettava deonttinen logiikka on
ainakin yhtd vahva kuin SDL eli aksioomaksi on asetettu ainakin (OD).

On selvéd, ettéd lause A; on kddnnettdava muotoon Op ja lause A4, muotoon —p.
Lauseelle Ay on kaksi kdannosvaihtoehtoa, O(p — ¢) ja p — Og, samoin kuin
lauseelle As 16ytyy vastineet O(—p — —¢) ja =p — O—¢. Kun f merkitsee kédén-
nosfunktiota, niin meilld on nelja erilaista kdénnosyhdistelméd Op, f(Az2), f(As),

—|p:

A. la. Op B. 1b. Op
2a. O(p — q) 2b. p— Ogq
3a. O(—p — —q) 3b. —p— O—q
4a. —p 4b. —p

C. lec. Op D. 1d. Op
2¢. O(p—q) 2d. p— Ogq
3c. —p— O—q 3d. O(—p — —q)
de. —p 4d. —p

Kadnnosvaihtoehdot A, B ja D eivit siilyta riippumattomuutta: Priorin para-
doksien yhteydessé totesimme lauseen Pc = O—p — O(p — ¢) olevan validi. Kun
siind sijoitetaan p:n paikalle —p ja ¢:n paikalle ¢ ja huomioidaan kaksoisnegaation
sdantd ——p = p,% niin nihddin kaavan

Op — O(—p — —q)

olevan validi. Mutta tdmé on sama kaava kuin la — 3a. Siis kddnnoksessd A ei
kolmas lause 3a ole riippumaton muista lauseista, vaan se seuraa loogisesti lauseesta
la. Priorin paradoksin lause Pa

-p — (p = Oq)

osoittaa suoraan, ettd kidnnoksessa B (vast. D) lause 4b (vast. 4d) implikoi loogisesti
lauseen 2b (vast. 2d).

Kéadnnos C ei siilyté ristiriidattomuutta. Ensinnédkin suoraan modus ponenssin
avulla saadaan, ettd kaavasta 3c = —p — O—q ja kaavasta 4c = —p seuraa kaava
O—q. Kaava (K) O(p — q) — (Op — Ogq) voidaan esittdé lauselogiikan perusteella
(harjoitustehtavé 30) muodossa

(Op ANO(p — q)) — Ogq.

Tamén implikaation etulause on sama kuin kddnnoksen C' kaavojen 1c ja 2c¢ kon-
junktio 1eA2¢, joten soveltamalla padttelysaantod modus ponens (MP) saadaan joh-
topédatos Ogq. Intuitiivesti tdmaé on ristiriidassa edelld johdetun kaavan O—q kanssa,

3Kéytimme merkintii = loogiselle ekvivalenttisuudelle eli A = B, jos F A ++ B eli kaavat A ja
B ovat loogisesti ekvivalentit.
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mutta osoitamme tdménkin tdsmaéllisesti: Operaattorin P méaritelméin perusteella
O—|q = —|P—|—|q = —|Pq.

Aksiooman (OD) mukaan Og — Pgq, joten kaavasta Oq seuraa Pgq. Siis siité, ettd
Og¢ ja O—q seuraa aksiooman (OD) avulla ristiriita =P ja P¢’. Kddnnoksen C
ristiriitaisuus voidaan osoittaa myos semanttisesti (harjoitustehtéva 31).

Kadnnosten A, B, C' ja D epdonnistumiselle on seuraava selitys intuitiivisen se-
mantiikan avulla : Ké&dnnoksissd kolmas lause kuvaa ns. hyvitysvelvollisuutta (repa-
rational obligation, contrary-to-duty-imperatives). Niiden tarkoitus on vastustaa (in-
tuitiivisesti selvéstikin virheellistd) ajatusta, etté jos jotakin velvollisuutta on rikot-
tu, niin mitkd&n moraaliperiaatteet eivéit endé sovellu. Deonttisen logiikan systeemin
SDL semantiikan vaihtoehtorelaatio R viittaa kuitenkin vain taydellisiin deonttisiin
maailmoihin, joissa kaikki ensisijaiset velvollisuudet aina taytetdaan.

Chisholmin paradoksi muistuttaa tyypin I paradokseja. Sen ratkaisemiseksi on
kehitettava sekd deonttista formaalikielté ettd sen semantiikkaa. Tarkastelemme tés-
sé kuitenkin vield yhtd mahdollista yksinkertaista ratkaisua sithen. Johdannoksi télle
ratkaisuyritykselle tarkastelemme lauseita

Dy ’jos sataa, kiytdn sateenvarjoa tai kastun’,
Dy: ’kiytéan sateenvarjoa’,
Ds: ’en kastu’,

jotka nayttavit riippumattomilta, mutta implikaation totuusehtojen mukaan lause
Dy = q) implikoi lauseen D; = p — (¢ V r). Selitys télle on se, ettd luonnollisessa
kielessé tulkitsemme lauseessa D; olevan ’jos..., niin...’ -ilmauksen tiukaksi (eli
ankaraksi) implikaatioksi. Siité, ettd nyt kdytin sateenvarjoa, ei tietenkdén seuraa,
ettd on valttAmétonta, ettd jos sataa, niin kdytén sateenvarjoa tai kastun (voinhan
pysytelld sateen sattuessa sisilldkin). Kaavajoukko {p —=> ¢ V r, ¢, —r} onkin
riippumaton.

Tutkimme nyt, johtuisiko Chisholmin paradoksikin vain materiaalisen implikaa-
tion ominaisuuksista, jolloin se voitaisiin vélttaa kayttamalld formalisoinnissa tiuk-
kaa implikaatiota —s+ (myos merkintdd "=" kdytetddn). Saamme seuraavat forma-
lisoinnit:

A* la. Op B* 1b. Op
2a. O(p —=»q) 2b. p s> Oq
3a. O(—p —=> —q) 3b. —p —=» O—q
4a. —p 4b. —p
C* le. Op D* 1d. Op
2c. O(p = q) 2d. p - Oq
3c. —p —=» O—q 3d. O(—p —=> —q)

4e. —p 4d. —p
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Oletuksia kaytettiaviasta logiikasta

Tutkimme nyt tarkemmin néitd kddnnoksia. Valttaméattomyysoperaattorin O tul-
kitsemme olevan systeemin S5 mukainen eli sille patevit kaikki L-semantiikan va-
lidisuudet (miké vastaa siis sellaista Kripke-semantiikkaa, jossa vaihtoehtorelaatio
on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen). Oletamme, ettd deonttisen logii-
kan systeemimme on sellainen, ettd deonttisen peruslogiikan liséksi aksioomaksi on
asetettu ainakin

(OD) Op — Pp
ja
(OT) O(Op — p).

Kumpikin néista periaatteista tuntuu varsin luontevalta ja joka tapauksessa on ol-
tava mahdollista siséllyttdd ne kiytettdvadn deonttisen logiikan systeemiin. Emme
tassd aksiomatisoi tdtd kdyttdmadmme systeemié, mutta johdamme semanttisesti
muutaman tarvitsemamme aputuloksen.

Olkoon M = (W, R, P) Kripke-malli deonttiselle logiikalle. Nyt siis vaihtoehtore-
laatio R antaa deonttiset vaihtoehdot, joita kiytetdan operaattorin O totuusehtojen
médrittelyssa, ja vilttaméattomyysoperaattorin totuusehto on

w bk OA, jos w' E A kaikissa maailmoissa w'.

Deonttisen vaihtoehtorelaation R pitéé olla seriaalinen ja melkein refleksiivinen, jot-
ta aksioomat (OD) ja (OT) ovat validit.

Oletetaan, ettd w F OOA. Koska R on seriaalinen, niin on olemassa ainakin
yksi w:n deonttinen vaihtoehto u. Koska v F OA, niin w’ F A aina, kun v’ €
W. Mutta taten myos w F OA. Toisaalta jos w F OA, niin kaikissa maailmoissa
w' pétee, ettd w' E A. Siis kaikissa maailmoissa w’ ja tdten myos kaikissa w:n
deonttisissa vaihtoehdoissa pétee, ettd w’ E OA, joten w F OOA. Olemme néin
johtaneet ensimmaéisen tarvitsemamme aputuloksen

(A1) F ODA «~ DA.
Myos kaava
(A2) 0A — OA

on validi. Nimittéin jos M, w F OA, niin jokaisessa maailmassa w’ on totta M, w' F
A. Télloin triviaalisti myos jokaisessa maailman w deonttisessa vaihtoehdossa u pé-
tee, ettd M,u F A. Siis M, w F OA ja olemme néin osoittaneet, ettd M, w F OA —

OA.

Jatdamme harjoitustehtédviksi 32 sen osoittamisen, ettd jos M,w FE A ja M,w F

O(A — B), niin M,w F B. Koska A -s» B oo O(A — B), niin tamé antaa

semanttisen perustelun paéttelysaannolle

A A= B

— 5

joka on siis modus ponenssin vastine tiukalle implikaatiolle.

(MPg)
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Kaannokset A* ja D*

Kadnnokset A* ja D* voidaan osoittaa konsisteiksi ja ristiriidattomiksi. Mutta apu-
tuloksen (A1) perusteella

O(—p —=> —q) = 00(—p — —q) = O(—p = —q) = —p &> q.

Kadnnokset 3a ja 3d eivit siis toimi, koska niité vastaavissa luonnollisenkielen lauseis-
sa puhutaan (ehdollisista) velvollisuuksista, mutta niiden formaalit ki&nnokset ovat
ekvivalentteja sellaisten kaavojen kanssa, joissa ei esiinny ollenkaan deonttisia ope-
raattoreita.

Kaannokset B* ja C*

Jatdmme harjoitustehtéviksi 33 sen osoittamisen, ettd kddnnoksen C* mukaiset kaa-
vat ovat ristiriitaiset, ja kasittelemme téssa kddnnosta B*. Toisin kuin materiaalista
implikaatiota kdyttavissia kddnnoksessd B ei nyt kaava 4b implikoi kaavaa 2b (har-
joitustehtdva 34). Nyt kuitenkin pééttelysddnnon modus ponens vastineen (MPp)
perusteella kaavoista 3b ja 4b seuraa kaava O—¢q. Johdamme nyt kaavan Og, jolloin
aksioomaa (OD) soveltamalla paddymme ristiriitaan.

Soveltamalla aputulosta (42) OA — OA saamme, ettéi

O(p — Og) — O(p — Og).

Téamén ja kaavan 2b = p = Og = O(p — Ogq) perusteella saamme, ettd O(p —
O¢q). Aksiooman (K) perusteella (sijoita ¢:n paikalle Ogq)

O(p — Ogq) — (Op — 00q),

joten saame ensin, ettd Op — OOq ja edelleen siitd kaavan 10 = Op avulla, etta
0OOQOgq.

Tehtdvamme oli kuitenkin johtaa kaava Ogq. Koska oletimme, ettd aksiooma
(OT) O(Og — q) on voimassa (tdssd p on korvattu ¢:lla) ja aksiooman (K) erdén
version mukaisesti

0O(Oq — q) — (00q — Og),

(sijoita alkuperiisessd aksioomassa (K) p:n tilalle Og), niin jélleen padttelysddnnon
modus ponens perusteella OOq — Ogq. Kaavasta OOq seuraa siis loppujen lopuksi
kaava Ogq ja todistuksemme on valmis. Harjoitustehtdvana 35 on todistaa tdméa sama
asia semanttisesti.

Dyadinen deonttinen logiikka

Toimiva ratkaisu Chisholmin paradoksiin saadaan ottamalla kiayttoon dyadinen deont-
tinen logiikka. Tassé logiikassa perusoperaattorina on kaksipaikkainen valttamétto-
myysoperaattori. Sille kiytetaan merkintdd O(q/p) tai O,q ja sen lukutapa englan-
niksi on ”q is obligatory given p” tai ”it ought to be that ¢ given p”. Suomeksi voisi
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sanoa "on pakollista ettd ¢, kun p”, "p:n olleessa voimassa g on velvollisuus” tai eh-
kéd sujuvimmin "p velvoittaa ¢:n”. Dyadiselle logiikalle voidaan esittdd samanlainen
mahdollisten maailmojen semantiikka kuin kontrafaktuaaleille. Emme téssé késittele
dyadista deonttista logiikkaa enemmén, vaan jitdmme sen esityksen luentomuistiin-
panojen varaan.

Harjoitustehtavia

1. Kirjoita seuraavat lauseet formaaliin muotoon kéyttamalld sopivia deonttisia
operaattoreita ja atomilauseita p = 'Pekka lainaa Maijalta auton’, ¢ = 'Maija
lainaa Pekalle autonsa’ ja r = 'Maija lupaa Pekalle lainata autonsa’.

(a) 'Pekka saa lainata Maijalta auton ja Maijan on annettava Pekalle lupa

tahéan’

"Maijan ei tarvitse luvata Pekalle autoansa lainaksi’

"Jos Maija antaa Pekalle luvan lainata autonsa, Pekka saa lainata sen’

"Pekka ei saa lainata Maijan autoa ilman lupaa Maijalta’

"Jos Maija on velvollinen lainamaan autonsa Pekalle, hdnen taytyy antaa

Pekalle lupa sen lainaamiseen’

2. Olkoon p lause 'Pekka loukkaa Maijaa’ ja ¢ lause 'Pekka pyytdd Maijalta an-
teeksi’.

Miten luetaan seuraavat kaavat:

Vaikuttavatko naméa mielekkailta vaitteiltd luonnollisessa kielessi?

3. Onko olemassa sellaisia luonnollisen kielen lauseita p ja g, etté on sallittua, etta
p A\ q, mutta ei ole sallittua, ettd g A p?

4. Tarkastellaan kaavoja

(1) =(0(gVr)A-PgA—Pr)
ja
(2) (O(p = (gVr)AN-PgA —|P7“) — =Pp.

von Wrightin mukaan Tuomas Akvinolainen piti néita periaatteita oikeina. Se-
litd, mita kaavat (1) ja (2) tarkoittavat luonnolliselle kielelle tulkittuna. Oletko
samaa mieltd Tuomas Akvinolaisen kanssa?
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Pohdi, ovatko sen tapaiset iteroidut ilmaukset kuin POp, PPp ja OPp mielek-
kéitd luonnolliselle kielelle tulkittuina.

Misritelldin FA & —-PA ja PA © _0-A. Osoita, ettéd télloin kaavat FA ja

O-A ovat loogisesti ekvivalentit.

Milloin Kripke-semantiikassa w F FA?

. Tavanmukaisen tulkinnan mukaan jokin on sallittua, jos sen kielto ei ole pakol-

lista eli kaava PA <> =O—-A on loogisesti tosi.

Pohdi, onko olemassa muunlaisiakin sallimisen muotoja eli voisiko olla niin, etté
ainakin toinen implikaatioista PA — —0-A tai -O—-A — PA ei olisikaan
looginen totuus.

Miten semantiikkaa pitdisi muuttaa, jos halutaan, ettd nama implikaatiot eivét
olisi loogisia totuuksia?

Onko kaavan A — P A ilmaisema periaate intuitiivisesti uskottava? Piirra kuvio
sellaisesta Kripke-mallista, jossa wo # A — PA.

Osoita, ettd jos Jw € W: woRw (joka on voimassa, jos R on seriaalinen), niin

wo F OA — PA.

Osoita, ettd von Wrightin aksiooma

(W2) P(pVq) < PpVvPq

on validi kaikissa Kripke-malleissa ja

(W1) Pp Vv P-p,

validi sellaisissa Kripke-malleissa, joissa vaihtoehtorelaatio on seriaalinen.

Oletetaan, ettd wy Rwsy, wsRw, ja wyRws. Taydenna relaatio R melkein refleksii-
viseksi mahdollisimman vahéisilli muutoksilla. Olkoon kaava p tosi maailmoissa
wy, ws ja wy. Missd maailmoissa esimerkkimallissasi on kaava Op — p tosi,
missid maailmoissa O(Op — p) on tosi?

Vaikuttaako periaate
POA — PA

mielekkaalta? Milla vaihtoehtorelaatiota koskevalla ehdolla se saadaan todeksi
maailmassa wq?

Miké deonttisen logiikan kaava vastaa modaalilogiikan kaavaa A — OOCA? Ar-
vioi tdmén kaavan ilmaiseman periaatteen intuitiivista uskottavuutta.

Oletetaan, ettd wRw,, wRw, ja wRws. Taydenné relaatio R euklidiseksi mah-
dollisimman vahaisilld muutoksilla. Oleta, ettd w F COA. Miksi télloin wy F A,
wy F A ja wsz F A? Miksi on voimassa w F COA — OA?
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Olkoon wy aktuaalinen maailma ja u ja v sen deonttisia vaihtoehtoja. Pohdi,
onko syyta edellyttdd, ettd u ja v ovat toistensa deonttisia vaihtoehtoja.

Osoita, ettd jos Kripke-mallissa M = (W, R, P) vaihtoehtorelaatio R on melkein
refleksiivinen, niin

M, wFE OOp — Op

aina, kun w € W.

Johda padttelysaanto

A— B

(RMo) OA — OB’

Ohje: Hyodynné pééttelysddntod (RN) ja aksioomaa K avulla (korvaa siiné p
A:lla ja g B:114). Aloita todistus olettamalla, ettd A — B on teoreema.

Osoita, ettd operaattorin P méadritelméan ja edelld johdetun péaéttelysdédnnon
(RM) avulla saadaan johdettua padttelysaanto

A— B

(RMp) PA - PB’

Ohje: Hyodynna lauselogiikan avulla saatavaa tulosta A — B ja =B — —A ovat
loogisesti ekvivalentteja”. Aloita todistus olettamalla, ettd A — B on teoreema.

Perustele sddntoa (RM p) kiyttamélla, ettd normaaleissa deonttisissa logiikoissa
on teoreemana
Pp—P(pVaq).

Perustele lauselogiikan avulla, miksi periaate
Pp—P(pVq)

yleistyy muotoon
PpVvPqg— P(pVaq).

Voidaan osoittaa, ettd normaaleissa deonttisissa logiikoissa on teoreemana
PpVvPqg+ P(pVaq).

Osoita ettéd tdmén teoreeman, aksiooman (OD) ja paittelysdadannon (RN) avulla
voidaan johtaa teorecema

Osoita, ettd kaava P(AV B) — PAAPB ei ole validi Kripke-semantiikassa, vaik-
ka tarkasteltaisiin vain seriaalisia, melkein refleksiivisiéd ja transitiivisia malleja.
Kuvion piirtdminen riittas.
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Etsi sellainen vaihtoehtorelaatiota R koskeva ehto, ettd mallissa M = (W, R, P)
pétee, ettd M, w F P(AV B) - PAAP B. Miti epéintuitiivisia seurauksia tasti
ehdosta on?

Osoita, ettd kaava P(A A B) — PA A PB on validi Kripke-semantiikassa.

Osoita, ettd kaava Pa = —p — (p — Ogq) on tautologia (ja siten validi).
Osoita Kripke-semantiikan avulla, ettd myos kaava Pd = Og — O(p — ¢) on

validi.

Anna esimerkki sellaisesta suomenkielisesté tilannekuvauksesta, joka kuvaa Chis-
holmin paradoksin alkuasetelmaa

1) p on velvollisuus
2) p velvoittaa ¢:n
3)

4) p on epétosi

ei-p velvoittaa ei-¢:n

(
(
(
(

Tutki, ovatko tehtavissa 27 keksimési lauseet konsistentit ja riippumattomat.

Osoita totuustaulumenetelmélld, ettéd lauselogiikan kaavat p V ¢, 7 — (p A q) ja
r V s ovat konsistentit ja riippumattomat.

Ohje: Konsistenttisuuden osoittamiseksi riittdd 16ytda sellainen totuustaulun
vaakarivi, jossa kaikki kaavat ovat tosia. Riippumattomuuden osoittamiseksi pi-
taa 1oytaa kutakin kaavaa kohden sellainen vaakarivi, jossa valittu kaava on
epétosi ja muut kaavat tosia.

Osoita lauselogiikan avulla, ettd kaavat A — (B — C) ja (BAA) — C ovat
loogisesti ekvivalentit.

Osoita, etté ei voi olla olemassa sellaista Kripke-mallia M = (W, R, P), jossa R
on seriaalinen ja jossa

M F Op, ME O(p — q), ME —p— O—q ja M E —p.

Osoita, ettd jos M,wkF A ja M,wF O(A — B), niin M,w F B.
Osoita, ettd kddnnoksen C* mukaiset kaavat
Op, Op-=¢q, —p»-=0-q -p

ovat ristiriitaiset.

Ohje: Ota mallia siitd, miten materiaalista implikaatio kdyttava kdannos C' osoi-
tettiin ristiriitaiseksi ja hyodynné péaattelysdantod (MPg) ja aputulosta (A2).
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34. Anna esimerkki mallista M, jossa
M,wE —p ja M, w ¥ p - Oq.
Kuvion piirtdminen riittas.

35. Olkoon M = (W, R, P) Kripke-malli, jossa R on seriaalinen ja melkein reflek-
siivinen. M&aritelladn kaavan OA totuusehto L-semantiikan mukaisesti. Osoita,
ettd ei ole mahdollista, ettéd

M,wEOp, M,wEO(p—0q), MwEO(-p—0-q), MwE-p.



