Johdatus modaalilogiikkaan

harjoitustehtivien ratkaisuja

Vastausten laatimiseen ovat osallistuneet Jukka Ilmonen, Aatu Koskensilta, Ren-
ne Pesonen, Ari Virtanen ja Veikko Rantala.

1.  Vastaavasti: 'A ei ole mahdollinen’, A ja A:n negaatio ovat mahdollisia’, ’A:n
ja B konjunktio on mahdollinen’ (eli ’A ja B ovat yhdessd mahdollisia’), "A:n
ja B:n konjunktio ei ole mahdollinen’ (A ja B eivét ole yhdessd mahdollisia’).

2. Merkitykset samoja. A : ==CD, B @ OD ja C' : =0-D, missié D on lause
‘avaruudessa on eldmé&a’.

3. (a) Op, (b) =Op, (c) Op, (d) =Op, (e) =O-wp. (a) ja (e) merkityksel-
tddn samoja.

4.  Suora kddnnos: p — Ogq. Voidaan kuitenkin ajatella, ettd puheenaoleva luon-
nollisen kielen lause tarkoittaakin, ettd on vélttamétonta, ettd jos sataa, niin
kastun, jolloin ka&nnos olisi: O(p — ¢). Tdmé ei kuitenkaan ole yhtapitava
edellisen kanssa.

a
b
¢

d

(a) ja (b) ovat intuitiivisesti katsoen yleisesti tosia.

"Jos lause on valttdméton, niin se on tosi’,

N

"Jos lause on valttdméton , niin se on mahdollinen’,

—~

"Jos lause on mahdollinen, niin se on valttamé&ton’

—~
~— ~— ~— ~—

"Jos lause on mahdollinen, niin se on tosi’.

6. (a) ’Jos A on mahdollinen, niin A:n ja B:n disjunktio on mahdollinen’,
(b) "Jos A:n ja B disjunktio on mahdollinen, niin B on mahdollinen,

(¢) "Jos A on mahdollinen ja B mahdoton, niin A:n ja B:n disjunktio on
mahdollinen’,

(d) ’Jos A ja B ovat mahdollisia, niin A ja B ovat yhteensopivia’,
(e) "Jos A on mahdollinen ja B mahdoton, niin A ja B ovat yhteensopimat-
tomia’.
(a), (c) ja (e) vaikuttavat yleisesti tosilta.

7. (a) O(AAB) < OAAOB. Aina tosi. (b) O(AV B) « OAV OB. Ei ole aina
tosl.
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8. (O(A— B)ADA) — OB. Aina tosi.

9. (a) On. (b) Ei. Huomaa, ettd ¢ A ei ole tosi maailmassa, jolle ei ole vaihtoeh-
toista maailmaa. Sen sijaan OA on triviaalisti tosi sellaisessa maailmassa.

10. (a) OA — OA. Vrt. Tehtdavda 9. (b) OA — OOA. Vaihtoehtorelaatio R on
transitiivinen eli aina kun wRw' ja w’Rw”, niin wRw".

11. (a) ©A — OOA. Vaihtoehtorelaatio transitiivinen ja symmetrinen tai euklidi-
nen. R on symmetrinen, jos aina kun wRw’, niin w’ Rw, ja euklidinen, jos aina
kun wRw' ja wRw”, niin w'Rw”. (b) ¢OA — A. Vaihtoehtorelaatio symmet-
rinen.

12. Vrt. mahdollisuusoperaattorin < ehto.

13. Kasityksemme tietdmisestd ja uskomisesta on yleenséd sellainen, ettd epistee-
misen vaihtoehtorelaation tulisi olla refleksiivinen, mutta doksastisen ei sen
paremmin refleksiivinen kuin irrefleksiivinekéén; keksi esimerkkejéa. Huomaa,
ettd R on refleksiivinen, jos aina wRw ja irrefleksiivinen, jos aina wRw.

14. Pohdi siis, tulisiko ehdon OA — OOA (vrt. tehtévi 10(b)) olla voimassa, missé
O merkitsee vuoronperdéan kutakin valttaméattomyyden lajia.

15. Kaavaitse, O(p —q)AOp, O(p—gq), Op, p—q, p, ¢ Oq

18. Sulut voidaan kaavanmuodostussdédntojen mukaan panna 5 eri tavalla, kun
jatetdan uloimmat sulut pois:

AN As), (A AT)As,  pA(gA(rAs)),
(pA(@AT) As, pA((@Ar)As).

Kahden ensimmaéisen rakennepuut ovat:

(b Ag) A (r A s) (0 Aa) Ar)As
/N /N
p A q r A s p AN g N1 s
N RN AN
p q r S p N q T
N
p q

20. (a) OOp — Op, (b) OCA — OA, (¢) DO0A — OOOOA.
21. (qVp)— (pAs), (rAs)— ((rAs)As).
22. Olkoon p: 'Kuu on juustoa’. (&) Kyati 7 Bumatti 75 (D) 7O Buyatti 2, (€) O Kypages —p-

23. Merkitdan alkuperiistéd lausetta A:lla.
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24. (a) ~-Or, (b)PpAOr, (¢)r—Pp, (d) -r——-Pp, (e) Og— Or.

25. (a) 'Jos Pekan taytyy loukata Maijaa, niin Pekan tdytyy pyytdd Maijalta an-
teeksi’
(b) *Jos Pekan téytyy loukata Maijaa, niin Pekka pyytdd Maijalta anteeksi’.
(c) ’Jos Pekka loukkaa Maijaa, niin Pekan taytyy pyytdda Maijalta anteeksi’.

(d) 'Taytyy olla niin, ettd jos Pekka loukkaa Maijaa, niin hin pyytdd Maijalta
anteeksi’.

(Pesonen)
26. (a) OA—0OPA, (b)gA—PA (c)CA—-COA

27. (a) OQP A, jossa Q on 'menneisyydessd’; P on ’sallittua’
(b) O(OAANF-0A), (c)HPAA-PA.

32. A tosi, B epitosi, C tosi, D tosi, E tosi, F' tosi.
33. A Tosi, B epétosi, C epétosi, D tosi, E tosi, F tosi.

34. Alikaavat ovat: A:O(CpAqg— (p——q)) B:OpAg— (p —q) Totuus-

C:OpAg D:pe—q
E:$p F:—q
G:p H:q

joukot:
IAI™ =0, IIBI[* = {wy, wy, wa, ws},
HCHM = HHHM = p(Q) = {'U)g,w4,w5}, HDHM = {w17w27w47w5}7
IEN™ =W, |F||™ = W\P(q) = {w, wa}, |GII" = P(p) = {ws, ws, w3}

(Pesonen)

35. Vastaavasti: W\, N, U. Eli:
=AY = WA LAY, JAABIY =AM I BIM, AV BIY =AM u Bl
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36.
39.

42.

43.
44.

45.

47.

WA BIMUlICIM, (WA BIM UlIC]) n (W CIM UIBIIM)).

Viite (a) on oikein:
MEFAANBSYweW :  MwEAANB <
VweW:M,wEAjaYwe W : M,wEBe MEAja MEB

Viite (b) ei pidd paikkaansa: suunta M F AV B = M E Atai M E B ei ole
voimassa. Osoitetaan vastaesimerkin avulla konstruoimalla malli M = (W, P),
jossa W = {wy,ws}, P(p) ={wi} ja P(q) = {wy}. Valitaan: A =p ja B =q.
Nyt M,w; E A, joten M,w, E AV B, seki M,wy F B, joten M,ws E AV B.
EliVvwe W: M,wkE AV B, joten M F AV B.

Kuitenkin M, ws ¥ A, joten M F A, sekd M, wy ¥ B, joten M ¥ B.

Néin ollen M F AV B+ ME Atai M F B.

(Pesonen)

Olkoon M = (W, P) L-malli ja w € W. (4): Jos M,w E OA, niin M,w' F
A aina, kun w’ € W. Tastd seuraa vilttaméattomyysoperaattoria koskevan
totuusehdon mukaan, ettd M, w’ F OA aina, kun w’ € W. Tésté taas seuraa,
ettd M, w' F OOA aina, kun w’ € W, siis my6s, kun w’ = w. Néin ollen M, w E
0OA — 0O0A. Koska M ja w € W ovat mielivaltaisia, niin F OA — OOA.

(5): Olkoon M = (W, P) L-malli jaw € W. Jos M,w E A, niin Juw’ € W :
M,w" E A. Tasta seuraa, ettd Vw” € W : M, w” F GA. Néin ollen Vw” € W .
M,w" E OO A, erityisesti M, w E OO A. Néin ollen M, w F OA— OO A. Koska
M ja w € W ovat mielivaltaisia, niin F CA — OO A.

p voi olla kaikissa mallin maailmoissa epétosi, vaikka p V ¢ on jossakin tosi.

q voi olla kaikissa mallin maailmoissa epétosi, vaikka p on jossakin tosijap — ¢
on jossakin tosi.

Konstruoi malli ja sen maailma, joille pitdd paikkansa, ettd lauseet O(p V q),
O(p V r) ja —=Op ovat téssd maailmassa tosia, mutta lause O(p — (q V 1))
epéitosi. Jalkimmaéisen osoittamiseksi tarkastele maailmoja, joissa p on tosi,
mutta q ja r epétosia.

Oletetaan, ettd A =p B. Olkoon M = (W, P) on L-malli. Ma&ritelmén mukaan
talloin jokaisessa w € W : M,w E A < B. Télloin jokaisessa w € W, joko
M,wE Aja M,wk B, tai M,w ¥ A ja M,w¥ B. Siis: w € || A" = w e
IBI™ jaw ¢ A" = w ¢ || B||"". Nin ollen [|A|" = || B[

Oletetaan, etti ||A|" = ||B||™ jokaisessa L-mallissa. Olkoon M = (W, P)
mielivaltainen L-malli. Talloin oletuksen mukaan Yw € W : w € ||A|Y <
w € |B||". Niin ollen kaikille w € W piitee M,w £ A = M,w E B, ja
M,wkE A = M,wk¥ B. Tastd seuraa suoraan, ettd kaikilla w € W, joko
M,wE AjaM,wE B, tai M,w¥ A ja M,w ¥ B. Koska oletuksen mukaan
tulos pétee jokaisen L-mallin kaikissa maailmoissa, niin F;, A< B, eli A = B.

(Pesonen)
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48.

53.
54.
55.
56.
58.
59.

60.

62.
63.

Osoita harjoitustehtavin 47 avulla, ettéa

(i) A=A,
(ii) jos A= B ja B=C, niin A=C,
(iii) jos A= B, niin B = A.

O(—p vV O-q). Mitd sdantojé tissa kiytetaan?

O(Op A O—q).

<OO(pAOgq). Yksinkertaisin muoto on Op A Qg tai O(pAq) (ks. harj. 41 ja 57).
Op A Og — $p.

(a) A, (b) OA.

[All = {1,3,4,5}, Bl ={1,3,4}, [C[l ={5}, D] ={1}.

p —q 5 P q

4

[All =1{2,3,4}, Bl ={1,2,3,4} =W, |C[={1,2,3,4} =W,
ID| = {2,3,4}, ||E|| = {3.4}, |F| = {2,3,4}. (Vrt. implikaation to-

tuustaulu.)
[All ={3,4}, Bl =|C|={4}, D] =0.
Jos M on L-malli, niin
|0A|M = {w | Vo' € W : wRw' = w' € ||A||™}

(i) Oletetaan, ettéi w e |TA||™, siis M, w £ OA. Operaattorin O totuusehdon
mukaan talloin Vw' € W : wRw' : M,w' E A. Niin ollen Vw' € W : wRw' =
w' € ||A|M. Téten w € {z | Vu' € W : zRw' = v’ € || A||M}.

(ii) Oletetaan, ettd w € {z | Yo' : wRw' = w' € ||A|"}. Siis V' € W :
wRw' : M,w' E A. Tisti seuraa suoraan, etti M, w £ OA, joten w € ||DA|M.
Koska tapauksissa (i) ja (ii) valittu maailma oli mielivaltainen, niin nista

tuloksista seuraa, ettd yleisesti |[OA|IY = {w | Vo' € W : wRw' = w' €
1A]M.

Timanttia koskeva viite todistetaan vastaavaan tyyliin.

(Pesonen)
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64.

65.

66.

67.

Olkoon M = (W, R, P) K-malli jossa R toteuttaa ehdon Yw € W : Ju’ € W :
wRw' ja w € W mielivaltainen mallin M maailma. Oletuksen mukaan Jw’ €
W . wRw'. Lauseen (p V —p) tautologisuuden perusteella M, w" E (p V —p),
joten M,w E O(pV —p), eli w € ||[O(pV —p)||". Koska tulos pitee jokaiselle
w e W, niin [|[O(p Vv —p)||M = W.

Valitaan jdlleen mielivaltaisesti w € W. Oletuksen perusteella Jw’ € W :
wRw'. Lauseen —(p A —p) tautologisuuden perusteella M,w’ E —(p A —p),
jolloin siis M,w' ¥ (p A —p). Siis M,w ¥ O(p A —p), joten w ¢ ||O(p A —p||™.
Koska w valittiin mielivaltaisesti, tulos on yleistettéavissa jokaiselle w € W,
. M

joten [O(p A =p)||™ = 0.

(Pesonen)

Esimerkiksi:
(i) P(p) ={1}, P(q)={0},

R={(1,2)} U{{2n,0) [ ne N} uU{{(2n,1) | n e N}
U{@2n+1,1) | neN}U{(2n+1,2n+1) | ne N},

(i) P(p) = {01}, P(q) = {0},

R=1{(0,2),(1,2) }U{(n,n) |[neN}U{(2n,0) | n e N}
u{(2n+1,1) | ne N}

Onko viela muita mahdollisuuksia?

Tehtdvéd on virheellinen. Kaava (CA — ¢B) — (A — B) on validi vain
sellaisten mallien luokassa, jossa mallin jokaisella maailmalla on vaihtoehtoisia
maailmoja. Télld lisdoletuksella kaava voidaan todistaa validiksi seuraavasti:
Oleta, ettd GA — OB on tosi mielivaltaisen mallin maailmassa w. Mité siité
seuraa? Osoita, ettd jos B on tosi w:n vaihtoehtoisessa maailmassa, niin myos
A — B on siiné tosi.

Olkoon esimerkiksi W = {1,2,3}, R = {(1,2), (2,3)}, ja oletetaan, ettd M, 1 F
A; M,2FE —A; M,3F A. Osoita, etteivit ensimméinen, kolmas ja neljis kaava
ole tosia maailmassa 1 eiké toinen kaava maailmassa 2.

68—70. Huomioi disjunktion totuustaulu.

71.

Olkoon M = (W, R, P) K-malli jaw € W s.e. M,w F —=(p — OCp). Téllsin
siis M, w ¥ p — OCp. Implikaation totuusehdon mukaan nyt taytyy olla, etta
M,wFE pja M,w ¥ OOp. Operaattorin O totuusehdon mukaan télloin Juw’ €
W wRw' ja M,w' ¥ <Op. Edelleen operaattorin ¢ totuusehdon mukaan nyt
Yw" € W w' Rw"” . M,w" ¥ p.
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73.

74.

Jos Jw” € W : w'Rw”, niin M, w" ¥ p, joten implikaation totuusehdon mukaan
M, w" F p— OCp. Talloin M, w"” ¥ —=(p — OOp), joten M ¥ —=(p — OOp).

Jos fw” € W : w'Rw”, niin M, w' E OOp, jolloin M, w' E p— OOp ja edelleen
M, w" ¥ —(p — OOCp), joten M ¥ —(p — OOp).

Néin ollen aina, kun M = (W, R, P) ja M,w E —(p — OCp) jossain w € W,
niin Jw’ € W : M,w' ¥ —(p — OCp), joten ei ole olemassa K-mallia M, s.e.
M E —\(p — D<>p)

(Pesonen)
Olkoon M = (W, R, P) K-malli. Oletetaan, ettd M F A < B. Olkoon w € W
mallin M mielivaltainen maailma. Nyt joko M, w F OA tai M, w ¥ OA

Oletetaan, ettd M, w F OA. Olkoon w’ € W miké tahansa mallin M maailma,
siten ettd wRw'. Talloin M, w’ E A. Oletuksen mukaan M, w’ E A < B, joten
nyt M,w" E B. Néin ollen M,w E OB. Ja talloin siis M, w E OA < OB.

Jos M,w ¥ OA, niin Fw’ € W : wRw' : M,w' ¥ A. Oletuksen mukaan M, w' E
A+ B, joten M,w' ¥ B. Niin ollen M, w ¥ OB ja nyt siis M,w F OA < OB.

Siis (RE) sdilyttdd validisuuden, silla M F A« B = M F OA < OB kaikissa
K-malleissa.

(Pesonen)

Vrt. lauseen 2.5 todistus.

75—-76. Muodosta K-mallit, joissa vastaavat ekvivalenssit eivét ole valideja.

78.

80.

84.

85.

Aloita toteamalla, ettd koska A = OB VvV =0OB on tautologia, sdédnnén (PL)
perusteella A € K.

Aloita toteamalla, ettd koska C' = A A B — A on tautologia, séénnén (PL)
perusteella C € K.

(1) Oleta, ettd R on refleksiivinen ja euklidinen. Osoita ensin, ettd tésta seu-
raa symmetrisyys.Kayté sitten hyvéiksi symmetrisyytté ja euklidisuuden maé-
ritelméé. (2) Oleta, ettd R on ekvivalenssirelaatio, jolloin se on refleksiivinen.
Kayta sitten transitiivisuutta ja symmetrisyytta.

Merkitddan M = (W, R, P) ja oletetaan, ettd M, w F OGOA. Télloin on sellainen
maailma w’, ettd wRw' ja M, w" F OA. Olkoon nyt w” mielivaltainen sellainen
maailma, ettd wRw”. Euklidisuudesta seuraa, ettd w'Rw”, joten M,w” F A.
Koska nyt w” on mielivaltainen w:n vaihtoehto, niin M, w E OA. Koska w on
mielivaltainen, niin M F COA — OA.

86-87. Riittdad tarkastella T-malleja, silld skeemat (D) ja (7°C) ovat valideja jokai-

sessa K-mallissa M = (W, R, P), jossa R on refleksiivinen. Koska S4- ja S5-
malleissa relaatio R on refleksiivinen, niin tuloksesta A € T seuraa suoraan
tulokset A € S4 ja A € S5.
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88.

89.

90.

92.

94.

96.

98.

99.

Riittaa tarkastella S4-malleja. Kdyta mahdollisuusoperaattorin totuusehtoa ja
vaihtoehtorelaation transitiivisuutta.

Tarvitset vain symmetrisyytta.

Merkitédén M = (W, R, P) ja oletetaan, ettd M, w F G A. Télloin on sellainen
maailma w’, ettd wRw' ja M,w" E A. Olkoon nyt w” mielivaltainen sellainen
maailma, ettd wRw”. Symmetrisyydesti seuraa, ettd w” Rw. Transitivisuudes-
ta seuraa, ettd w” Rw’, ja koska lisiksi M, w’ E A, niin M, w” F OA. Koska w”
on mielivaltainen w:n vaihtoehto, niin M, w F OCA. Koska w on mielivaltai-
nen, niin M F CA — OOCA.

Olkoon M = (W, R, P) sellainen T-malli. Jos M, w E OA, mutta M, w ¥ OOA,
niin on oltava sellainen maailma w’, ettd wRw' mutta M, w’ ¥ OA, joten on
oltava sellainen maailma w”, ettd w'Rw” ja M,w” ¥ A. Niin ollen voimme
esimerkiksi madritelld, koska R:n on oltava refleksiivinen mutta ei esim. tran-
sititvinen: W = {w,w’,w"}, R = {{w,w’), (w', w"), (w, w), (w', w'), (w” w")},
ja olettaa liséksi, etta jollekin lausemuuttujalle p, P(p) = {w,w'}.

Esimerkiksi seuraava malli: W = {w,w’,w"}, R = {{w,w’), (v, w"), (w,w"),
(w,w), (W', w'), (W, w")}, P(p) = {w}. Osoita, ettd (B) ei ole tosi maailmas-
sa w.

Olkoon M = (W, R, P) S4-malli (piirrd kuvio) jossa

W= {wlwa}v R = {<w17w1> ) <w17w2> ) <w27w2>}7 P(p) = {wl}'

Valitaan A = p. Nyt M, w; F A ja wyRwy, joten M, w; F GA. Maailman wy
ainoa vaihtoehto on wy itse, ja M, wy ¥ A, joten selvasti M, wy E OA. Koska
wy Rwsy, niin M, wy ¥ OCA, joten M, w; ¥ GA— OOCA. Néin ollen skeema (5)
ei ole S4-validi.

(Pesonen)

Néiden systeemien mééritelmien perusteella on selvad, ettd (i) T C S4 C
S5. Tehtévan 90 tuloksen mukaan skeema (5) on validi S5-malleissa, joten
esimerkiksi Op; — OOp; € S5 Tehtdvan 96 tuloksen mukaan skeema (5)
ei kuitenkaan ole S4-validi, joten ¢Op; — OOp; ¢ S4. Niin ollen (i) S5 #
S4. Lauseen 4.5 mukaan skeema (4) on validi kaikissa sellaisissa K-malleissa
(W, R, P) joissa R on transitiivinen, joten esimerkiksi Op; — OOp; € S4.
Tehtavin 92 mukaan skeema (4) ei ole T-validi, joten Op; — OOp; ¢ T. Néin
ollen (iii) S4 # T. Tuloksista (i), (ii) ja (iii) saadaan, ettd T C S4 C S5.

Vilittomasti edelldolevista méaritelmisté seuraa, etta

Ae (] © VM e M: AcTh(M)
MeM

SVMeM: MEAs FEA&S AcTh(F).
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100.

101.

104.

105.

106.

(a) Vaikka Th(Fy & Fy) € Th(Fy) U Th(Fy), yleensd kuitenkin Th(F;) U
Th(Fy) € Th(F, & F»). Kohta (a) voidaan siis vastaesimerkilld osoittaa vid-
réksi.

Kohdan (b) viite pitdd paikkansa. Tdmén todistamiseksi totea ensin, ettd
koska W7 ja Wy ovat erillisid (joten R; ja Ry ovat myds), niin (W U Wy, Ry U
RQ, P> FA jOS ja vain jOS <W1, Rl, P1> FA ja <W2, RQ, P2> = A, missa kaikille
lausemuuttujille p, Pi(p) = P(p) N Wy ja Py(p) = P(p) N Wy, Télloin siis
P(p) = Pi(p) U Pa(p), Pr(p) N Pa(p) = 0.

Téamén perusteella

Fio FhyE A&
kaikissa malleissa (W, U Wy, Ry U Ry, P) F A &
kaikissa malleissa (W5, Ry, P;) F A ja kaikissa malleissa (Ws, Ry, Po) F A &
F1 EA ja FQ EA.

Tésmallisesti alussa mainittu toteamus todistetaan induktiolla kaavan pituu-
den suhteen (téstd todistustekniikasta ks. luku 7). Induktiotodistuksessa on
tarkasteltava véitetta

josw € W;, niin <W1UW2,R1UR2,P>,’LU FAs (WZ,RZ,PHVVZ%w F
Ali=1,2)

josta vélittomaésti seuraa, ettd (W, U Wy, Ry U Ry, P) E A jos ja vain jos
<W1, Rl, P1> = A ja <W2, Rg, P2> E A

Kumpikaan ei yleisesti ole voimassa. Olkoon kehykset Fy; = (W, R;) ja Fy =
(W, Ry) sellaiset, ettd W = {w}, Ry =0 ja Ry = {(w,w)}. Olkoon M kehyk-
sen F; malli M = (W, Ry, P). Koska w:1l4 ei ole vaihtoehtoja, milld tahansa
valuaatiolla P(p) saadaan M,w E Op (ja itseasiassa yleisesti OA €Th(F})).
Nyt kuitenkin valuaatiolla P(p) = 0, (W, Ry, P),w ¥ Op, joten Op ¢Th(F,).
Néin ollen Th(Fy) ¢Th(Fy). Toisaalta kaikilla valuaatioilla P(p) saadaan
(W, Ry, P),w E O(pV —p), joten O(p vV —p) €Th(F;), mutta kaikilla valu-
aatioilla P(p) saadaan (W, Ry, P) ,w ¥ <&(p V —p) joten <O(p V —p) €Th(F).
Néin ollen Th(Fy) ZTh(F).

(Pesonen)
OA.
OCA.

Olkoon M = (W, R, P) S4-malli, jossa siis R on refleksiivinen seké transitiivi-
nen. Liséksi olkoon w € W mallin M mielivaltainen maailma.

Oletetaan, ettd M, w F COA. Talloin Jw’ € W : wRw' ja M, w' E OA. Olkoon
w” sellainen mielivaltainen maailma, ettd w’Rw”. Oletetaan, ettd w” Rw™. Re-
laation R transitiivisuuden mukaan w’'Rw”. Koska M,w’ F OA, niin nyt
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107.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

M,w"” E A. Néin ollen M,w” E OA. Relaation R refleksiivisyyden mukaan
w”"Rw”, joten M,w"” E OOA. Néin ollen M,w’ E OOCOA ja edelleen koska
wRw', niin M,w F GOCOA. Néin ollen M, w F C0OA — COCOA.

Oletetaan sitten, ettda M, w F OOCOA. Talloin Jw’ € W : wRw' ja M,w' E
OOGOA. Relaation R refleksiivisyyden perusteella w’Rw’, joten nyt erityisesti
M,w' E OOA. Talloin Jw” € W : w'Rw” ja M,w” E OA. Koska nyt wRw’
ja w' Rw”, niin relaation R transitiivisuuden mukaan wRw”. Talloin M, w E
OOA. Néin ollen M, w F 0OCOA — OOA.

Edella saatujen tulosten perusteella M F GOA «— GOOOA aina, kun M on
S4-malli, joten COA =g, COCOA.

(Pesonen)
(a) OA, (b) OCA, (c) OCOA, (d) OCA.

Olkoon esim. M = (W, R, P), missa W = {w,w’,w"}, R = {(w,w), (v, w'),
(w”, w"), (w,w'y, (W', w"), (w,w"”)} ja P on sellainen valuaatio, ettd P(p) =
{w,w'}. Osoita, ettd M, w F Op mutta M, w ¥ OOp. Miksi M on S4-malli?

Tarkastele ensin esim. mallia M; = (Wi, Ry, Py), missa Wy = {wq, wi, w!'},
Ry = {<w1a w1>7 <w17 wi)? <w/1,7 w/1,>7 <w17 wi)? <w/17 w/1,>7 <wi/7 wi)? <w17 w/1,>} ja P
on sellainen valuaatio, ettd Pj(p) = {wy,w/}. Osoita, ettd kaava OOOp on
tosi maailmassa w; (mallissa M), mutta kaavat OOp ja OOp siind epétosia.

Tutki sitten esim. mallia My = (Wy, Ry, Py), missia Wy = {wq, wh, wi}, Ry =
{{wa, we), (wh, wh), (wh, wh), (wa, wh), (we, wh)} ja Py on sellainen valuaatio, et-
ta Po(p) = {wq, wh}. Osoita, ettéd kaava OOOp on tosi maailmassa wq (mallissa
M), mutta kaava OOp siind epétosi.

Tarkastele lopuksi esim. mallia M3 = (W3, R, P3), missd W3 = {ws, w}, Ry =
{{ws, ws), (wh, wh), (ws, ws)} ja Py on sellainen valuaatio, ettd Ps3(p) = {ws}.
Osoita, ettd OOp on tosi maailmassa ws (mallissa M;), mutta COOp siind
epéatosi.

Huomaa, ettd malli ei saa olla transitiivinen.

Huomaa, ettd v(c,w) voi periaatteessa olla mikd tahansa U:n alkio, vaikka
tarkastellaan maailmaa w.

Téssé semantiikassa voidaan pitda (erityisesti aktuaalisessa maailmassa) tote-
na esim. lausetta 'Pegasus on siivekds hevonen’ ja formalisoida P(z): ’z on sii-
vekés hevonen’ ja ¢ = Pegasus, mutta tésta ei tarvitse seurata, etté siivekkaité
hevosia olisi (aktuaalisesti) olemassa, eli sovellettuna aktuaaliseen maailmaan
w, saadaan w ¥ P(c) — JzP(x).

(Pesonen)

Esimerkin 36 malli kdy tédhén tarkoitukseen.
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117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

128.

On. Perustele.
Erottelu haviaa.

Huomaa, ettd nyt v(c, w) on jokaisen maailman yksilo.

Merkitdén esim. seuraavasti: Q(z): "z on tamperelainen poikamies’, N(x): 'x

on naimaton’. Télloin seuraavat kddnnokset ovat mahdollisia: ' Vx (Q(x) —
ON(z)), V2O(Q(z) — N(z)), OVz(Q(xz) — N(z)). Kaksi ensimméistd ovat
de re -tulkintoja ja viimeinen de dicto -tulkinta. Alkuperéisen lauseen muotoi-
lun perusteella on ilmeisté, ettd de re on luontevampi. Voidaan kayttada myos
hienompaa formalisointia ottamalla kidyttoon seuraavat merkinndt N(x):mn li-
siksi: T'(x): "z on tamperelainen’, P(x): "z on poikamies’; jolloin saadaan seu-
raavat kdfnnokset: Vo (T'(z) A P(z) — ON(z)), V2O(T'(z) A P(z) — N(z)),
Vz(T(z) — O(P(z) — N(x))), OVz(T(z) A P(x) — N(x)). Kolme ensim-
maistéd ovat de re -tulkintoja ja viimeinen de dicto -tulkinta. Kolmas kd&nnos
osoittaa, ettd vilttaméttomyys koskee vain poikamiehié, ei sindnséd tampere-
laisia. Téssd mielessd ominaisuus 'tamperelainen’ ei ole kovin tarpeellinen.

Vrt. teht. 120. Merkitse 'Pekan autoa’ ja 'Mersua’ predikaattisymbolilla.

Merkitse P(x): "z lukee tétéd’ ja tulkitse 'voida’ mahdollisuudeksi. Talloin kadn-
nés on: O3z (P(x) ANO-P(x)). TAmé on de dicto -tulkinta, joka on téssd ilmei-
sempi. Jos de re / de dicto -erottelu hivitetddn, niin yhtépitava de re -kddnnos
on: FzO (P(z) ANO=P(z)). Tém4 ei kuitenkaan ole yhté luonteva kiiénnos kuin
ensin mainittu.

Merkitse P(z): ’x on Suomen presidentiksi valittava henkilo’, N(x): 'z on
nainen’. Télldin saadaan de re -tulkinta Vz(P(z) — ON(z)), mutta myds
seuraava de dicto -tulkinta on mahdollinen: ¢3z(P(z) A N(z)).

Merkitse P(x): 'z on punainen’, jolloin saadaan: (a) YO P(z). Taméi de re
-tulkinta on luontevampi kuin de dicto: OVxP(z).

(b) Molemmat tulkinnat ovat yhtd mahdollisia: 3O P(x), C3zP(x).

Merkitéan kuten ylld ja lisdksi: V' (z): 'z on vérillinen’. (a) Luonteva tulkinta
on de dicto: OVz(P(z) — V(z)).

(b) Vastaavasti de re: Vo (P(z) — OV (z)).
Olkoon P(z): ’x on yksisarvinen’. De dicto: B, 3xP(x). Myts de re -tulkinta

on mahdollinen, jos Maija luulee jotakin tiettyd aktuaalista oliota yksisarvi-
seksi, vaikkapa sarvikuonoa: 3z B,, P(z).

(x # Helsingin pormestari A B,,(z = Helsingin pormestari)). Vrt. harjoitus-
tehtéavid edeltdvéain esimerkkiin.
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

137.

138.

Tarkastele mallia, joka késittdd sekd Maijan "ndkemismaailmat” ettd Maijan
"uskomusmaailmat” ja jossa Matti syo jadtelod edellisissd maailmoissa mutta
Matilla ei ole tatd ominaisuutta jalkimmaisissa. Piirrd Mattia vastaava maail-
manviiva.

Huomaa, ettei Sherlock Holmes -nimelld ole ekstensiota w:ssd mutta on eks-
tensiot maailmoissa w, ws, ...

Kayta esimerkiksi operaattoria M,, merkityksessd "Maija on sitd mielté, etta
...  jayksilovakiota a nimedmé&én kultaista vuorta (oleta siis, ettd on vain yksi
kultainen vuori kussakin Maijan "mielipidemaailmassa”). M,, 3z(x = a) on
lauseen de dicto -tulkinta, ja jos Maija luulee, etté jokin tietty, olemassaoleva
vuori on kultainen, niin my6s de re -tulkinta on mahdollinen: 3z M,,(z = a).
Voit myos kayttasd predikaattia 'kultainen vuori’, jos ajattelet, ettd kussakin
Maijan mielipidemaailmassa on useampia kultaisia vuoria. Vrt. tehtava 126.

Episteemisen vaihtoehtorelaation on oltava refleksiivinen ja doksastisen on ol-
tava episteemisen osajoukko. Jos M = (W, RX, R® P) on mielivaltainen mal-
li, niin jalkimméinen ehto tarkoittaa, ettd kaikille w,w’ € W pitee, etté jos
wRBwW', niin wR¥w'.

Validisuuden toteamiseksi osoita, ettd jos w F K A, niin w F A A B A. Kéén-
teisen implikaation kumoamiseksi muodosta mainitut ehdot toteuttava malli,
jossa A A B A on tosi jossakin maailmassa, mutta K A epétosi.

Doksastisen vaihtoehtorelaation pitééa olla transitiivinen ja melkein refleksiivi-
nen.

Oleta, ettd M, w F =K A. Tastd seuraa, ettd Jw’: wRw' ja M,w' ¥ A. Eukli-
disuudesta seuraa, ettd jos wRw”, niin M, w” F =K A. (Piirrad kuvio ja perus-
tele.) Tehtdvén viite seuraa téista.

Periaate voi olla uskottava esim. tapauksissa, joissa agentti tiedostaa tai on
selvilla tietdméattomyydestaan.

Keksi sopiva esimerkki tapahtumista A, As, ..., A,, jotka erikseen otettui-
na ovat kaikki todennékdisid, mutta jotka yhdesséd otettuina ovat kuitenkin
yhteensopimattomia (ainakin agentin a mielesta).

Osoita, ettd Kripke-semantiikassa siitd, ettd M, w F KA; (i = 1,2,3,...,n),
seuraa, ettd M, w E K A{AAxA- - - A,,. Vaikka tilannetta ei voi kuvailla Kripke-
semantiikassa, jossa maailmat ovat klassisia, sitd voidaan kuvailla sopivassa
ei-normaalien maailmojen semantiikassa.

Koska premissit ovat tosia a:n uskomusmaailmoissa, niin johtop&aatoksetkin
ovat. Koska ristiriita C' A =C' ei ole klassisissa maailmoissa tosi, tilannetta
voi kuvailla normaalissa Kripke-semantiikassa ainoastaan sellaisilla malleilla,
joissa tarkasteltavalla maailmalla w ei ole episteemisié vaihtoehtoja. Télloin a
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139.

140.

141.

142.

143.

144.

146.
147.
148.

149—
151.

uskoo maailmassa w lauseiden Ay, Ao, ..., A, ja By, Bs, ..., B, lisiksi mihin
tahansa muuhunkin lauseeseen, myds ristiriitoihin.

Tilannetta voidaan kuvailla paremmin sopivassa ei-normaalien maailmojen se-
mantiikassa. Todellisuudessa mainitunlainen tilanne, missé a uskoo ristiriitai-
siin premisseihin, on mahdollinen silloin, kun a ei née, mitd premisseisté seu-
raa.

Olkoon w’ sellainen maailma, ettd wRw’. Oletuksesta M,w F OO A seuraa
melkein refleksiivisyyden perusteella, ettd M, w’ F A (perustele). Téaten M, w F
O A.

Sijoita ko. teoreemaan B:n paikalle = A.

Huomaa, ettd kaikissa deonttisissa vaihtoehdoissa voi esimerkiksi B olla epé-
tosi.

Kun milld&n maailmalla ei ole deonttisia vaihtoehtoja, mikéén ei ole sallittua.
Talloin kaava on triviaalisti tosi kaikissa maailmoissa. Téllaisella mallilla ei
vol kuitenkaan kuvailla oikeastaan minkainlaista deonttista tilannetta.

Oleta, ettd M,w F O A. Kun wRw’, niin tistd oletuksesta seuraa M, w’ E
B — A. (Miksi?) Siis M, w F O(B — A).

Olkoon p esimerkiksi 'Maija postittaa kirjeen’ ja ¢ 'Maija liimaa postimerkin’.
Oleta, ettd Maijan velvollisuutena on postittaa kirje.

(A%a) U .

(mA?Q)*A?.
R(aﬁ) = {<17 3)? <174>7 <17 5)? <47 5)}7
R(Oé*) :R(Q)U{<272>7<373>7<575>7 1,4 7< ) >7<375>}7
R(ﬁ*):R(ﬂ>U{<171>a<27 >7<373>7 » 2 \4 }

Voit piirtda kuvion.
150. Vrt. aikaisempiin, analogisiin tehtéviin.
Olkoon M = (W, R, P) dynaamisen logiikan malli ja w € W. Huomaa, ettéi
z(R(a) o R(B))y < Jz: xR(a)z A zR(3)y. Kéytd nyt ko. operaattorin to-
tuusehtoa ja R(af):n mééritelmaa:
wE (a)(f)A < Fw' € W(wR(a)w' Aw' E (B)A)
& Juw' € W(wR(a)w' A Fw" € W(w'R(B)w" Aw" E A))
& Juw" e W ' € W(wR(e)w' Aw'R(B)w" Aw" E A)
& Juw" € W(w(R(e) o R(B))w" Aw" F A)
& Juw" € W(wR(af)w" Aw" + A)
< wE (af)A.
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152.

153.

154.

155.

156.

Huomaa, ettd z(R(a) U R(8))y < xR(a)y tai zR(B)y.

Todetaan aluksi:
(i) R(0*) = UZ,R(a)* = R(a)’ U R(a)' U R(a)? U R(a)* U ..., missi
R = {w,w) | we W} ja R(@)l = R(«)
(ii) Vn,m € N: R" o R™ = R+m
(ii)) ¥n € N: R(0)"! € UpZ, Ra)"

Nyt wR(aa*)w' < w(R(a)o R(a*))w'
< dneN:w(R(a)o Ra))w" (i)
& dneN:wR(a)" (ii)
= wR(a*)uw' (iii)

Niin ollen R(aa*) C R(a).

Olkoon M = (W, R(«), P) dynaamisen logiikan malli ja w € W sellainen, ettd
M,wE (@) A, eli 3w € W:wR(a*)w' : M,w' E A.

Nyt jos 3w’ € W : wR(a)%w' : M,w' E A niin M,w E A silld téllsin w' = w,
joten disjuktion totuusehdon mukaan myos M,w F AV () (o) A.

Jos taas puw’ € W : wR(a)’w' : M,w' E A, niin oletuksen mukaan tiytyy olla,
ettd Jw’ € W :3n € N: wR(a)" ™ w' ja : M,w' F A. Edelld on osoitettu, etti
wR(aa*)w' & In € N : wR(a)" ', joten M, w E {aa*) A. Tehtdvin 151
tuloksen mukaan (aa*) A < () (o) A, siis nyt M, w F (a) (a*) A. Néin ollen
M,wkE AV (a) (a*) A.

Oletetaan sitten, ettd M, w ¥ (a*) A. Siis Vw' € W : wR(a*)w' : M,w' ¥ A.
Relaation R(a*) refleksiivisyydesté seuraa nyt M, w ¥ A ja edelld todistetusta
tuloksesta R(aa*) C R(a*), ettd myos Yw' € W wR(aa*)w' : M,w ¥ A, jo-
ten M, w ¥ (aa*) A. Tehtavén 151 tuloksen mukaan téalloin M, w ¥ («) (a*) A,
joten nyt M, w ¥ AV (o) (a*) A.

(Pesonen)
Huomaa, ettd wR(A?)w', jos ja vain jos w’' = w ja w' F A.

Olkoon M = (W, R, P) jaw € W. Relaation R(a*) méaritelmésté seuraa, etti
jos wR(a*)w', niin joillekin wy, we, ..., w, € W, wR(a)w; Awy R(a)wy A -+ A
wy, R(a)w’. Oletetaan, ettd w F [a*](A — [a]A) ja ettd w' € W sellainen tila,
ettd wR(a*)w', jolloin w' F A — [a]A. Erityisesti w F A — [a]A, silld myos
wR(a*)w. Jos w F A, niin w F [a]A. Téstéd taas seuraa, ettd w; F A, koska
wR(a)wy, joten oletuksen mukaan w; F [a]A, koska myos wR(a*)w;. Néin
jatkamalla saadaan: wy F A, wo E A, ..., w, F A ja lopulta w’ F A. Koska w’
on mielivaltainen tila, jolle wR(a*)w’, niin w F [a*]A, joten w F A — [a*] A.

Esim. M = (W, R, P), missi sopivalle w € W pitéé paikkansa, ettd w F ——A,
mutta w # A, sopii vastamalliksi kumpaankin kohtaan.
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157.

158.

159.

160.

161-

164.

167.

169.

171.

172.

174.

175.

176.

Esim. M = (W, R, P), missad sopivalle w € W pitdd paikkansa, ettd w F
“(AAB),wkF -A wkF -B,wk A, wF B. Tehtiavista seuraa, ettei vastaava
de Morganin laki ole intuitionistisesti validi.

Esim. M = (W, R, P), missi sopivalle w € W pitdd paikkansa, ettd w F =B —
A, wFE-A wF-B wE A wkF B.

Ilmeinen.

Jos M = (W, R, P) jaw E A, niin kaikille w’, joille ja w < w’, pitda paikkansa,
ettd w' E A. Nain ollen kaikille téallaisille w’ pitéd paikkansa, ettd w' F A —
(B— A), jotenwE A— (B— A).

163. Vrt. tehtava 160.

(a)—(b) Materiaalisia implikaatioita. (c¢)—(e), (g) Nami voidaan tulkita tiu-
koiksi implikaatioiksi, jos valttdméattomyys tulkitaan sopivasti. Ne ovat myos
relevantteja. Huomaa kuitenkin, ettd (g) on vain triviaalisti tosi. (f) Materi-
aalinen. (h)—(i) Kontrafaktuaaleja.

On myo6s K-validi.
On myo6s K-validi.

Olkoon A esim. ’Sokrates on ihminen’. Ensin mainitussa kohdassa olkoon B
vaikka ’Sokrates on ihminen ja Sokrates ei ole ihminen’. Jalkimmaéisessé olkoon
B ’Sokrates on kuolematon’. Mika talloin olisi L7

(a) Oleta ensin, ettéd jossakin maailmassa etulause p on tosi. Huomaa, ettd =B
on tosi maailmassa w, jos ja vain jos joudutaan systeemin S, ulkopuolelle, ts.
ei ole tarvittavaa ympyréad, jonka maailmoissa p — —¢ on tosi. Tapaus, ettd
kaikissa maailmoissa etulause p on epitosi, ei tule kysymykseen, koska t&lldin
kumpikin implikaatio on kaikissa maailmoissa tosi eiké siis =B ole maailmassa
w tosi. (b)—(c) Vrt. kohta (a). (d) Voidaan: p on epétosi kaikissa maailmoissa.

Kaikki ovat tosia.
Eivat.

Koska m O— [ ja [ O— s ovat tosia, niin m O— s on tosi riippumatta Maijan
tosiasiallisesta asuinpaikasta. Sailyttad; tutki vastaavien materiaalisten impli-
kaatioiden totuutta ympyréiden maailmoissa.



