Modaalilogiikan harjoitustehtivia

AATU KOSKENSILTA

1 Harjoitustehtavit 16.4

1.1 Tehtava 100

a)

Osoitamme, ettd Th(F; & Fy) # Th(F;) U Th(F,) vastaesimerkin avulla. Otamme kehyk-
siksi Fy =(Z_, @) ja Fy =(Z4,7Z4+ x Z;). Kehyksessd F; jokainen muotoa (A oleva kaava
on selvésti validi, kun taas F:ssd ei. Jos olisi Th(F; & Fy) = Th(Fy) U Th(F,) taytyisi siis
pated jokaisella kaavalle A Fy & Fy, E OA, koska OA € Th(F}) ja siten JA € Th(Fy) U
Th(Fy). Mutta jos valitsemme A = p; A —=p; huomaamme, ettd (A ei voi pdted missdan
Fy:sta Fy @ Fyin tulleessa maailmassa, joten Th(F; @ Fy) # Th(Fy) U Th(F).

Viite Th(Fy @ Fz) = Th(Fy) N Th(F,) pitdd paikkansa. Ekvivalentissa muodossa viite
kuuluu Fi® FhbF As (FiE A ja FoE A).

Osoitamme, ettd kun w € F;, (Fy & F», P), w E A joss (F;, P), w E A. Oletetaan siis,
ettd (Fy @ Fy, P), w E A. Induktiivisen totuusmairitelmin mukaan tieddmme, etti A:mn
totuus riippuu propositiolauseiden totuudesta w:ssd sekd niissd maailmoissa, joihin w:sta
padsee. w:std padsee kuitenkin vain Fj:n maailmoihin, josta seuraa, etti (F;, P),wF A&
(F1 ® F5, P), wF A. Kun huomioimme, ettd jos kaava A on totta kaikissa F; @& F:n mal-
lien maailmoissa, on se edellisen huomion mukaan totta erikseen jokaisessa Fi:n ja Fy:n
mallien maailmoissa, saamme tulokseksi, ettd F; & Fy E A jos ja vain jos FiE A ja FrF A.

1.2 Tehtava 197

Osoitamme, ettd péaittelysaantd (RR)

ANB—=C

TAAOESoc On johdettavissa. Oletetaan, ettd on péatelty

AN B — C. Voimme silloin paatelld seuraavasti:

1.

ANB— C (Oletus)

2. A—»(B—C) (PL, 1)

3. OA—-0O(B—C) (RM, 2)
4.
5
6

OB —C)— (O0B—-0C) (K)

. OA— (OB—0OC) (PL, 2, 4)
. OAAOB—OC (PL, 5)

1.3 Tehtava 203
Todistamme +;x O(AAB)< OAAOB:

1.
2. ANB— B (PL)

3. O(AAB)—0OA (RM, 1)
4,
5
6
7

AANB— A (PL)

O(AAB)— OB (RM, 2)

. O(AAB)—»OAAOB (PL, 3, 4)
. B> (A— AAB) (PL)
. OB—-0O(A— AAB) (RM, 6)
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8. O(A—AAB)— (OA—-DO(AAB)) (K)
9. O(AAB)+OAAOB (PL, 5, 7, 8)

1.4 Tehtava 213

Todistamme induktiolla n:n suhteen, etté A B

O"A-0O"B"
1. Kun n =0 on triviaali tapaus, koska (1A —[1°B = A — B.

2. Oletetaan, etta viite patee lukuun n asti. Talloin voimme siis A — B:std paatella O"A —
O"B. Tamén jilkeen voimme jatkaa todistusta seuraavasti:

1. O0"A - 0O"B (Oletus)
2. O(0"A—O"B) (RN, 1)
3. O(O"A—O"B) - (00"A— 00"B) (K)
4. OO"A—0O0"B (PL, 3, 2)
mutta OO"A=0"t14 ja OO0"B =0"*!B, joten viite on todistettu.

1.5 Tehtava 256

Predikaattilogiikan kaava Yw3w'P(w,w’) méirittelee seriaalisunden. Seriaalisuuden méérittelevi
modaalilogiikan kaava puolestaan on {(p; V —p;). Mééritelmén taustalla on seuraava huomio:
maailman w mielesté ristiriita voi olla mahdollinen vain jos w:std ei paddse mihinkdin maail-
maan.

1.6 Tehtava 257

Todistamme edellisen tehtévin tuloksen oikeaksi, t.s. (W, R)E {$(p1V —p1) < (R on seriaalinen).

( <) Oletetaan, ettd R on seriaalinen, t.s. Yw3w": wRw’'. p; V —p; on lauselogiikan tauto-
logia, joten se pitee jokaisessa maailmassa mallin propositiosymboleille méarittdmésta jakau-
masta riippumatta. Koska jokaisesta maailmasta péddsee jonnekin, ja koska p; V —p; on totta
kaikkialle, pétee jokaisen maailman kohdalla $(pr V —p1).

( = ) Todistamme implikaation kontrapositiivin: (R ei ole seriaalinen) = (W, R) ¥ {(py V -
p1). Koska R ei ole seriaalinen, on olemassa maailma w, josta ei paise mihinkdin. Mallin maa-
rittdméstd propositiosymbolien totuusjakaumasta riippumatta téllaisessa maailmassa pétee
jokaiselle kaavalle A on totta = A, joten erityisesti ={(p1 V —p1) on totta tillaisessa maail-
massa.

2 Harjoitustehtavat 21.4

2.1 Tehtava 211
Todistamme, ettd Fx ($A—OB) = (OA— OB):
1. (BA-B)——A (PL)
2. O(BA-B)—0-4 (K)
3. (GA—OB)A-~(OA— OB) - GAANOBADO-B (PL, DEFO)
4. OB AO-B < O(B A-B) (tehtivi 204)
5. O(BA-B)—0O-A
6. GAAOBAD-B = ~OA
7. 2((0A—=TOB) A~ (OA— OB))
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8. (CA—-0OB)— (CA—=OB)

2.2 Tehtava 223

Jos Fy A+ B, niin lauselogiikan avulla Fy; —A < =B. Mutta télléin voimme tehtdvan 222 ekvi-
valenssin mukaan korvata —A:n AP:114 ja =B:m BP:1l4, jolloin saamme Fx AP <> BP.

2.3 Tehtava 232
Todistamme Fg5s OO(AAOB) - TOAAOB:
1. OO(AAOB) - O(AASOB) (T)
2. O(AAGOB) ¢ OAANDOB (R, ks. tehtivi 230)
3. OOB— OB (1)
4. OO(AAOB) - OAA OB (PL,1,2,3)

2.4 Tehtava 237
Todistamme kaksinkertaisella induktiolla, ettd Fgs 04— {74 kun i, j € N:
1. Kun i =0 on helppoa todeta induktiolla j:n suhteen, etti g5 A — {IA:
i. Tapaus j =0 on triviaali: A — A on tautologia ja siten johdettavissa PL:n avulla

ii. Jos viite pitdd paikkansa lukuun j =n asti, pitee se my6s lukuun n + 1 asti, koska
voimme paitella:

1. O"A—= OO™A (TO)
2. A— $"A (induktio-oletuksen mukaan)
3. A5 OOmA (—A— OnTLA) (1,2,PL)
2. Oletetaan, ettd viite patee tapauksessa i = n. Osoitamme, ettd viite pitee myos tapauk-
sessa i =n + 1 palauttamalla sen tapaukseen i =mn:

1. OO0"A—0O"A (harjoitustehtdvin 228 mukaan)

2. O"A — {7 A jokaiselle j induktio-oletuksen mukaan.

3. O0O"A— $IA (=01 A= $IA) (1,2, PL)

2.5 Tehtava 247

Olkoon X luotettava luokan C suhteen ja olkoon olemassa sellainen F € C, ettd Th(F)=X. Tal-
16in

(] Th(F)=%

Fec
Oletetaan nimittdin ettei niin ole. Koska on olemassa sellainen F' € C, ettd Th(F) = X, ainoa
tapa, jolla kaikkien kehysten teoreemojen leikkaus ei ole ¥ on se, ettd jossakin kehyksessd F' € C
ei jokin X:n lause pdde. Mutta tdlloin X ei ole luotettava: se todistaa lauseen, joka ei ole validi
jokaisessa luokan C kehyksessa.

2.6 Tehtava 248

Oletetaan, ettdi M E B, (i=1,2,..., k) ja M E By A ... A B, = B. Induktiolla voidaan helposti
todistaa, ettd M E B; A ... A By — B jos ja vain jos M F By ja M F By ja ... ja M E Bi. Samaten
induktiolla huomaamme, ettd M F By A ... A By, jos ja vain jos M F By ja M F B, ja ... ja M E By,
joten oletuksen mukaan M E By A ... A Bg. Méaéritelmén mukaan M E By A ... A B — B jos ja vain
jos jokaisessa maailmassa w, jossa M, w F By A ... A By, M, w F B. Mutta oletuksen mukaan
M E By A ... A By, joten jokaiselle w M, w F By, ..., By, ja siten oletuksen M F By A ... A B, —» B
mukaan M,wF B, joten M F B.



4 Osio 3

3 Harjoitustehtavat 28.4

3.1 Tehtava 228
Todistamme, ettd Fg5 DA<« OOA:
1. OOA—UOA (T)
2. OA—-0O0OA (4)
3. DA+ O0OA (PL, 1, 2)

3.2 Tehtava 230
Osoitamme, ettd Fg5sOOA <+ $A
1. O0A—= QA (T)
2. QA—-OGA (5)
3. OQA+ QA (PL, 1, 2)

3.3 Tehtava 236
Todistamme induktiolla, ettd Fg5 G”(AV —A):
1. Kun n =1 osoittaa seuraava todistus suoraan viitteen
1. Av—-A (PL)
2. AV-A—OQ(AV-A) (TO)
3. $(Av-A4) (1,2, PL)

2. Oletetaan, ettd vaite pitda paikkansa johonkin lukuun n asti. T&ll6in siis kg5 (A V =
A). Voimme esittda seuraavanlaisen todistuksen:

1. O"(AV—-A)

2. OM(AV—A) 5 GOM(AV ~A) (TO)

3. OO(AV—A) (—OnTH(AvV-A4)) (1,2, PL)
joten viite pitad siis paikkansa my6s k =mn + 1:lle.

Matemaattisen induktion periaatteen mukaan toteamme siis, ettd g5 O™(A V —A) jokaiselle n €
N.

3.4 Tehtava 274

Todistamme, etta (W, R) E $Op V Op < jokaisella w:n maailmalla joko a) ei ole vaihtoehtoisia
maailmoja tai b) jollakin sen vaihtoehtoisista maailmoista ei ole vaihtoehtoisia maailmoja.

(<) Oletetaan, ettd jokainen maailma w téyttdd ehdon a tai b. Osoitamme, ettd (W, R,
P),wE $OpV Op kummassakin tapauksessa P:sté riippumatta.

a) Jos maailmalle w ei ole vaihtoehtoisia maailmoja, pdtee Op triviaalisti

b) Maailmalla w on vaihtoehtoinen maailma w’, joka tdyttdd ehdon a. Téaten siis
w E $Op, koska Op on totta w':ssi.

(=) Todistamme implikaation kontrapositiivin: ((W, R):n maailmat eivét kaikki toteuta
ehtoa a tai b = (W, R) ¥ $Up VvV Op. Valitaan maailma w, joka ei toteuta ehtoa a eika
ehtoa b, ja konstruoidaan propositiosymboleille totuusjakauma P, s.e. (W, R, P),
w ¥ $Op Vv Op asettamalla P = @. Koska ehtoa a ei tayty, el Op voi péted w:ssd. Koska
ehto b ei myoskdan téyty, pddsee jokaisesta maailmasta w’, johon w:sti padsee, johonkin
toiseen maailmaan. Koska néissidkdin maailmoissa ei pade p, ei w:ssa pade $Op.
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3.5 Tehtava 300

Osoitamme, ettd F F QOAV OA = F F ¢OA v OO(OB —» B) — B). Tehtédvin 274 tuloksen
mukaan tieddmme, etti jos F'F $OpV Op, niin F:n vaihtoehtorelaatiolla R on ominaisuus: jokai-
sesta maailmasta w ei joko a) pa#se mihinkd&n maailmaan tai b) joillakin sen vaihtoehtoisista
maailmoista ei ole lainkaan vaihtoehtoisia maailmoja. Koska erds mahdollinen A:n arvo on p
seuraa tastd tuloksesta, ettd F'F $UA V OA = jokaisella w:n maailmalla joko a) ei ole vaihtoeh-
toisia maailmoja tai b) jollakin sen vaihtoehtoisista maailmoista ei ole vaihtoehtoisia maailmoja.

Oletetaan siis, ettd R:1l4 on tdmé& ominaisuus ja olkoon P jokin totuusjakauma propositio-
symboleille. Otetaan nyt jokin maailma w. Jos w toteuttaa vaihtoehdon b pitee w F (OA,
koska w:n vaihtoehtoisten maailmojen mielestd kaikki on mahdollista, silldi niiden mielestéd
mikddn toinen maailma ei ole mahdollinen. Oletetaan siis, ettd w toteuttaa vaihtoehdon a, t.s.
silld ei ole vaihtoehtoisia maailmoja. Talléin O(O(OB — B) — B) on triviaalisti totta w:ssa.

3.6 Tehtava 301
Tieddmme, ettd kaava $Op— Op ei ole systeemin K(VB) teoreema. Kuitenkin, jos skeema
$UOAvVvO(O(OB— B)— B)

on validi jossain kehyksesséd, edellisen tehtdvin (ratkaisussa osoittamattoman ekvivalenssin
suunnan) mukaan myos $Op — Op on. Tésta seuraa, ettei voi olla kehysten luokkaa, joka maa-
rittéisi kaikki K(VB):n teoreemat, koska kaikissa kehyksissd sekd VB:m ja $Op — Op:n pitédisi
olla valideja.

3.7 Tehtava 305

Olkoon T' maksimaalinen Y-ristiriidaton joukko. Oletetaan, ettd I'' on sen aito laajennus, t.s. on
olemassa A € T', A¢T. Koska I' on maksimaalinen —=A € T', mutta tilléin I'' on Y-ristiriitainen,
koska Fyx —I(A N —IA)

3.8 Tehtava 306
Olkoon T' maksimaalisesti Y-ristiriidaton joukko.

a) Edellisen tehtdvin mukaan mikdin maksimaalisesti Y-ristiriidattoman joukon laajennus ei
ole Y-ristiriidaton. Oletetaan, ettd A € ', mutta =—A ¢ T, mistd edellisen tuloksen
mukaan seuraa, ettd I'U{—=—A} on ristiriitainen. T&lloin kuitenkin I':kin on ristiriitainen,
koska l_Z A+ ——A.

b) Oletetaan, ettd A€l ja A— B €T, mutta B ¢ I'. Tll6in siis ' U {B} on Z-ristiriitainen.
Mutta tdstd seuraa, ettd I' on I-ristiriitainen, koska Fy (A A (A — B) A =B) = —A ja
siten Fx—(AA(A— B)A—-B), miki on ristiriidassa oletuksen kanssa.

c) Tieddmme, ettdi AcT=BeG& BeGV Ag¢T. Oletetaan, ettd B € I'. Télloin jokaiselle
A, A— B €T, koska Fy; =(B A (A — B)). Oletetaan sitten, ettd A ¢ I'. T&lloin —A €T,
ja I''n maksimaalisuuden vuoksi my6s A — B, koska Fy —=(-A A (A — B)). Toisen
suunnan ekvivalenssista saamme edellisen tuloksen perusteella.

4 Harjoitustehtavat 7.5

4.1 Tehtava 214

Osoitamme induktiolla k:n suhteen, ettd
teemissi K.

AINAN ... .NAL— B
OA; AOAS A .OA, - OB

on johdettava paittelysddntd sys-

1. Kun k=1 on kyseessi sdidnté6 RM
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2. Oletetaan, ettéd viite pitdéd paikkansa k:n asti. Talloin voimme péitelld K:ssa seuraavasti:
1. Ay A...ANAg+1— B (Oletus)
2. AyNNAp— (Agp1— B) (PL 1)
3. OA;A...AOAr — O(Aj+1 — B) (Induktio-oletuksen mukaan)
4. O(Ag41 — B) = (04441 —»0OB) (K)
5. OA A...AALA A1 — B (PL, 3, 4)

4.2 Tehtava 218

Osoitamme induktiolla n:n suhteen, ettd kaava $(A1 A Aa A L A,) = QAT A .. A QA, on sys-
teemin K teoreema.

1. Ensimméinen ei-triviaali tapaus on n =2. Seuraavassa K-todistus sille:
1. =A; = —(4A1 A As) (PL)

O(=4; — —(41 A 4y)) (RN, 1)

O(—A4; = —(4A1 A Ay)) = (O-4; - 0O-(41 A A)) (K)

(=0O-(A41 A Ag) —» -0O-A4,) (PL, 2,3)

O (A1 N As) = QAq (4 toisin kirjoitettuna)

-A; = —(A1 AN As) (PL)

O(=4; = —(41 A 4y)) (RN, 6)

O(=A4; = —(4A1 A Ag)) = (O-4; - 0O-(41 A A)) (K)

(-O0-(41 A Ay) » -0O-4,) (PL, 7,8)

O (A1 N Ay) = $Aq (9 toisin kirjoitettuna)

11. O(A1 A Ag) = QAT ANQ Ay (PL 10, 5)

© »® N o otk W N

—
e

2. Oletetaan, ettd vdite pitdd paikkansa lukuun n asti. Talloin voimme paitelld K:ssa seu-
raavasti:

1. <>(A1/\/\(An/\An+1)—)<>A1/\/\<>(An/\An+1) (oletus)
2. S(ApNAnt1) = QA1 AOAL+1 ylld olevan todistusskeeman mukaan
3. O(A]/\/\(An/\An+])—><>A]/\/\<>An/\<>14n+] (PL7 17 2)

4.3 Tehtava 264

Todistamme, ettd kaava (Q(pA @) AO(PAT) AO(gAT)) = O(pA g Ar) madrittda ominaisuuden:
jokaisella maailmalla on korkeintaan kaksi vaihtoehtoista maailmaa, t.s.

(W, RYE(QPAYAD(AT)AO(gAT)) = O(pA g AT) S Yw(w:n vaihtoehtoisten
maailmojen lukuméérd on <2)

(<) Oletetaan, ettd maailman w vaihtoehtoisten maailmojen miird on < 2. T&lldin on
kolme vaihtoehtoa:

i. vaihtoehtoisten maailmojen maara on 0. Talloin $(p A g) AO(pAT) AS(gAT) el
ole totta, jolloin implikaatio on triviaalisti tosi.

ii. vaihtoehtoisten maailmojen maira on 1. Téllgin jos G(p A @) AO(pAT)AO(gAT)
on tosi w:ssd, on myos G(pAqAr) totta.
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iii. vaihtoehtoisten maailmojen méird on 2. Teemme seuraavan havainnon, joka voi-
daan perustella esimerkiksi kyyhkyslakkaperiaatteen avulla tai listaamalla kaikki
kombinaatiot: valitsimmepa mitkd tahansa kaksi joukkoa joukoista {p, ¢}, {p,r} ja
{q, r}, niiden yhdiste on joukko {p, g, r}. Jos O(p A @) AO(pATr)AO(gAT) on
w:ssd totta, talloin joukot {p, ¢}, {p, r} ja {q,r} ovat alkioittain tosia w:ssi saa-
vutettavissa kahdessa maailmassa ja siten kahden n#istd unionin alkiot ovat tosia
viahintddn toisessa niistd maailmoista. Mutta havaintomme mukaan tdlloin kaikki
joukon {p, r, ¢} alkiot ovat tosia téissi maailmassa, ja siten {(p A g A r) on tosi
w:SSa.

(=) Todistamme implikaation kontrapositiivin: (W, RYE (O(pAg) AO(pAT)AO(gAT)) =
O(p A g A r) = Jw(w:std piddsee useampaan kuin kolmeen maailmaan). Olkoon siis w
jokin maailma, josta pddsee maailmoihin wq, wy ja ws (ja tietysti mahdollisesti muihin
maailmoihin, mutta talld ei ole konstruktiomme kannalta vélid). Asetetaan P(p) = w1, wa,
P(q) = wy, w3, P(r) = w2, ws. Selvistikin (W, R, P),wE (A q) AO(pAT) AO(gAT),
mutta kuitenkin (W, R, PYEO(pAgAT).

4.4 Tehtava 269

Osoitamme, ettid (W, R) E $FOFp — O0FOFp < R toteuttaa ehdon ( : : ) Ominaisuuden ( : : )
madrittelee predikaattilogiikan kaava

k k
( bk R & Ywy, wa, wa(wy RFws A wy R*ws — Jwy(waRFwy A wsR*w,)

Intuitiivisesti (: :) sanoo, ettd jos wy ja wsz ovat sellaiset maailmat, joihin wy:std pidsee k:lla

hypylld, on olemassa maailma wg4, johon sekd waq:sta, ettd ws:sta pidsee k:lla askeleella.
(<) Oletetaan, ettd R tayttad ehdon ( : : ) Viitadmme, ettii jokaiselle (W, R) E OFOFp —
O8OFp. Olkoon w jokin maailma, jossa implikaation etujéisen on totta  muutoin impli-
kaatio tietysti pétee triviaalisti. {*[0*p voi olla tosi ainoastaan maailmassa w, josta on

k:n askeleen ketju saavutettavia maailmoja. Ehdon (: :) perusteella tdméan ketjun vii-

meisestd maailmasta wo pédsee k:lla askeleella maailmaan w4 ja jokaisessa maailmassa,
johon wy:sta pédsee on p totta. Pidetddn ws kiinnitettynd ja kiydddn lapi kaikki maa-
ilmat w3 johon w:std pédisee k:lla askeleella. Ehdon ( : : ) mukaan jokaisella maailmalla

ws ja kiinnitetylld ws:lla on yhteinen maailma w,, johon niistd pddsee k:lla askeleella.
Mutta koska p on totta jokaisessa maailmassa, johon ws:sta péddsee k:lla askeleella, on
OFp totta ws:ssa. Siispd OFOFp on totta maailmassa w.

(=) Osoitamme loogisesti ekvivalentin viitteen: (ei ( . )R) = (W, R)¥E OFOFp — OFO .

Koska ei ( : : )R tidytyy olla olemassa maailma w, s.e. siitd padsee k:lla askeleella maail-

moihin wy ja w3, mutta wso:sta ja ws:sta ei pddse k:lla askeleella samaan maailmaan w,.
Asetetaan nyt P(p) = {w'|wy:sta pédsee k:lla askeleella maailmaan w'}. Nyt (W, R, P),
w E $FOFp, koska OFp on totta wo:ssa, johon w:stéi pédisee k:lla askeleella, mutta (W, R,
P),w ¥ O*Fp, koska maailmassa ws, johon w:sté pidisee k:lla askeleella, ei ole totta {Fp.
Niin ollen (W, R) ¥ $FOFp — O Orp.

4.5 Tehtava 309
Kaava D
OA— QA

on luotettava niiden kehysten luokassa, jotka toteuttavat seuraavan ehdon: jokaiselle maailmalle
on olemassa jokin vaihtoehtoinen maailma. Merkitddn tdta kehysten luokkaa merkinnélla C.
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T&ydellisyyden todistamiseksi on todistettava, ettd KD:n kanoninen kehys kuuluu luokkaan
C. Ehto OA — $ A sanoo, ettd jos OA € w, niin $A € w. Vaitdmme, ettd kanoninen vaihtoehto-
relaatio Rgp on sellainen, ettd jokaiselle maailmalle on olemassa jokin vaihtoehtoinen maailma.

D:n mukaan jos OA € w, niin -0-A € w ja siten O0-A ¢ w. Télloin kuitenkin joukko
{B|OB € w} on KD-ristiriidaton. Oletetaan nimittéin, ettd {B|OB € w} on KD-ristiriitainen,
t.s. on olemassa kaavat By, ..., B,, s.e. OB; € w ja Fgp =(B1 A ... A B,). Sdannén RN mukaan
télloin  Fgp O=(B1 A ... A B,). Mutta jo K:ssa voidaan todistaa, ettd OBy A ... A OB, —
O(B1 A ... A By), joten O(By A ... A B,) € w. Talloin kuitenkin w on KD-ristiriitainen, silla
FkD ~(O(B1 A . A Bp) A=O(BLA ... A Bp)) € Fip ~(O(Bi A ... A Bp) AO=(By A ... A By)). Titen
{B|OB € w}:ld on maksimaalisia ristiriidattomia laajennuksia, jotka ovat w:n vaihtoehtoisia
maailmoja. Koska KD:n kanoninen kehys kuuluu luokkaan C, jonka suhteen KD on luotettava,
on KD téaydellinen.



