Yleistettyjen kvanttorien pelikarakterisaatio

0.1. Maaritelma. a) Aakkoston 7 yleistetty kvanttori Q on monotoninen, jos seuraava
ehto pitee: Oletetaan, ettd A, B € Str(r) ja kaikilla R € 7 on voimassa R* C R>.
Talloin jos A € K@, niin B € Kq.
b) Kvanttoria 6 kutsutaan aakkoston 7 kvantorin Q monotonisoinniksi, jos on
olemassa sellainen nimienvaihto f:7 — o, etta
1) TNo =0,
2) 7Uo on Q:n aakkosto

ja
3) K (NQ on niiden 7 U o-mallien 90 luokka, joille

a) Jokaisella R € 7 pitee R™ U f(R)™ = Dom(IM) ja
b) MIT € K tai jollakin R € T pitee RN (R #£0

0.2. Maaritelmd. Olkoot M, N € Str(o) ja Q yleistetty kvanttori, jonka aakkosto
on 7. Osittaisen isomorfismin p € Part(9M, M) sanotaan Q-laajentuvan monotonis-
esti puolin ja toisin joukkoon I C Part(9M, M), jos seuraava patee: Jokaista A € KQ,
Dom(2) = Dom(90), vastaa sellainen B € Kq, Dom(B) = Dom(N) , ettd kaikilla
R € 1jabec R® on olemassa sellainen g € I, ettéi ¢ O p, rg(h) C rg(q) ja ¢~ o b € R™.
Vastaavasti jokaista B € K, Dom(%B) = Dom(9) kohti on olemassa sellainen 2 € Kq,
Dom(2) = Dom(M), etti kaikilla R € 7 ja @ € R* on olemassa r € I, jolle r D p,
rg(@a) C dom(r) jaroa € R®.

0.3. Lemma. Olkoot M, N € Str(o) ja L Q-suljettu logiikkka, missd aakkoston T
kvanttori on monotoninen. Kun R € T, olkoon ¢¥r(Zg,y) logiikan L o-kaava, missa
|Zr| = #(R). Oletetaan, ettd kaikilla g € I, R € T ja ¢ € dom(q) pétee

M = Prc] <= N = Yrlgod.

Oletetaan vield, ettd p € Part(9M, N) Q-laajentuu monotonisesti puolin ja toisin joukkoon]
I. Talloin logiikan L o-kaavalle o(y) = Q(ZrYR)Rrer ja mielivaltaiselle jonolle a €
dom(p)!7! pitee

M = prla] <= N= pglpeal. O

0.4. Maaritelma. Olkoon Q joukko yleistettyja kvanttoreita ja w: QU {3} — N.
a) Logiikan FO(Q) lauseen ¢ painolla w painotettu kvanttoriaste qr,, () madritellddn
induktiivisesti seuraavasti:
1) qr,(p) =0, jos ¢ on atomilause,
2) ar,(—¢) = ar,(¢) ja qr,, (¢ A ¢) = max{ar, (¢), ar, (¥)}, kun ¢, ¢ € FO(Q).
3) ar, (Q(ZrYr)Rrer) = sup{ar,(Yr) | R € 7} +w(Q), kun Q € QU {3}, 7 on
Q:n aakkosto ja ¥r € FO(Q), kun R € 7.
b) Mallit 9, N € Str(o) ovat w:lli painotettuun kavnitoriasteeseen r saakka ekviva-
lentteja, M =,., M(FO(Q)), jos kaikille ¢ € FO(Q)[o], ar,,(¢) < r, pétee M = ¢,
joss M = o.



0.5. Lemma. Olkoon Q aarellinen joukko Lindstromin kvanttoreita, T aarellinen
aakkosto, joka ei sisilli funktiosymboleita, ja w: Q U {3} — N* = N\ {0} . Télléin
lauseita ¢ € FO(Q)[7], ar,(¢) < k, on loogista ekvivalenssia vaille vain darellinen
maara, kun k € w. O

0.6. Maaritelméa. Olkoon Q joukko yleistettyjd kvanttoreita ja w: Q U {3} — N.
Lause ¢ € FO(Q)[7]| on kielessi FO(Q)[7] painolla w painotettuun kvanttoriasteeseen
k € w saakka tdydellinen, jos qr,,(¢) < k ja kaikilla 90, 9t € Str(7) pétee:

jos M, N = ¢, niin M =, N(FO(Q)).

Kun puhutaan 7-kaavan ¢ (z) taydellisyydesta johonkin painotettuun kvanttoriasteeseen
saakka, tarkoitetaan 1:n taydellisyyttd lauseena aakkostossa 7 Urg(z).

0.7. Seuraus. Olkoot Q, 7 ja w kuten edellisessd lemmassa. Talloin kaikilla 9 €

Str(7) ja k € N on olemassa kielessii FO(Q)[7] painolla w painotettuun kvanttorias-
teeseen saakka tdydellinen v, jolle M =. O

0.8. Mairitelméa. Olkoon 9, M € Str(o), x ordinaali, Q joukko yleistettyjd kvanttor-
eita ja w: QU{3} — N. Jono (1;);e, on mallien 9N ja 9 vilinen monotoninen osittaisten
isomorfismien w, Q-systeemi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
0) Jokaisella i € k patee @ # I; C Part(9M, N);
1) jono (I;)icx on laskeva;
2) kun i,j € kK, Q € QU {3} ja j = i + w(Q), niin jokainen p € I; Q-laajentuu
monotonisesti puolin ja toisin joukkoon I;.
Kun k£ =1+ £, titd merkitddn (I;);ex: MM =00 N tai jos vain jonon olemassaolo
on oleellista, 90T =705, N.

0.9. Lause. Olkoon M, N € Str(c), k < w, w: QU {3} — N ja Q joukko monotonisia
kvanttoreita. Oletetaan, ettd 9 ="y N. Talloin M =, N(FO(Q)). O

0.10. Lause. Olkoon 7 aarellinen aakkosto, joka ei sisalla funktiosymboleita, ja Q
aarellinen joukko monotonisia Lindstromin kvanttoreita. Olkoon k < w ja w: QU{3} —
N* sekd M, I € Str(7). Oletetaan, ettd M =g,y M (FO(Q)). Télloin M =0 N, O

0.11. Lemma. Olkoot M, N € Str(7), p € Part(IM,N), I C Part(IM,N) jan € N*.
Talloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavat:
a) p 3™ -laajentuu monotonisesti puolin ja toisin joukkoon I.
b) Jokaista a € Dom(9M)" vastaa sellainen q € I, ettd q D p ja rg(a) C dom(q), ja
jokaista b € Dom(9)" sellainen r € I, ettid r D p ja rg(b) C rg(r) (eli tapauksessa
n =1 p laajentuu puolin ja toisin joukkoon I. [

0.12. Lemma. Olkoon Q joukko kvanttoreita ja F:Str(r) — Str(o), missid o on
relationaalinen, kaavojen (Yr)re, madrdamé tiukasti FO(Q)-eksplisiittinen operaatio.
Olkoon w: QU {3} — N. Talléin jokaista ¢ € FO(Q)|7| vastaa sellainen ¢* € FO(Q)[7],
etta
a) jokaisella A € Str(7) pitee F(A) E ¢ < A | ¢*
ja
b) qr,(¢*) <sup{ar,(¢.) |r €0} +ar,(p). O
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0.13. Lemma. Olkoon Q joukko kvanttoreita ja w: Q@ U {3} — N. Oletetaan, ettd
osajoukon Q1 C Q kvanttoreista jokainen Q € Q; on maariteltavissa lauseella XQ €
FO(Qo)[rQ], missd Qo = Q\ Q1 ja qr,,(XQ) < w(Q). Télloin jokaista ¢ € FO(Q)[]
vastaa sellainen ¢* € FO(Qy)[7], ettd = ¢ <> ¢* ja qr,(¢*) < ar,(p). O

0.14. Lause. Olkoon (NQ Lindstromin kvanttorin QNmonotonisointi. Talloin (NQ on
monotoninen ja FO(Q) = FO(Q). Itse asiassa jos w: {Q, Q,3} — N on painofunktio, niin
Q on miiriteltivissi FO(Q):n lauseella, jonka kvanttoriaste on w(Q), ja Q on FO(Q):ssa
lauseella, jonka kvanttoriaste on max{w(Q),ar(Q) -w(3)}. O

0.15. Maaritelma. Olkoot I, N € Str(7) ja Q aakkoston 7 kvanttori. Osittaisen
isomorfismin p € Part(9M, N) sanotaan Q-laajentuvan puolin ja toisin joukkoon I C
Part(9M, 1) , jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
a) Kun 2 € K, Dom() = Dom(97), niin ainakin toinen seuraavista toteutuu:
1) On olemassa sellainen B € K, ettd Dom(B) = Dom(MN) ja kaikilla R € 7

ja b € Dom(B)#) on olemassa sellainen ¢ € I, ettd ¢ O p, rg(b) C rg(q) ja
g lobe R* <= be R®.
2) Jollakin R € 7 ja b € Dom(0)#(B) on olemassa sellaiset p:n laajennukset
g,¢ €1,etti g lobe R jaq 'ob¢ R2.
b) Vastaava ehto malleille B € Kq, Dom(%8) = Dom().

0.16. Lemma. Olkoot M, N € Str(p), Q yeistetty kvanttori ja Q kvanttorin Q
monotonisointi. Olkoot p € Part(IM,MN) ja I C Part(IM,MN). Oletetaan, ettd n =
ar(Q) € w. Télloin
a) Jos p Q-laa jentuu monotonisesti puolin ja toisin joukkoon I, niin se Q-laajentuu
puolin ja toisin joukkoon I.
b) Josp 3(")_Jaajentuu monotonisesti puolin ja toisin joukkoon I ja Q-laajentuu puolin
Jja toisin joukkoon I, niin se (~Q—laa jentuu monotonisesti puolin ja toisin joukkoon I.
O

0.17. Maaritelma. Olkoot 9, N € Str(7), x ordinaali, Q joukko yleistettyja kvant-
toreita ja w: Q@ U {3} — N. Jono (I;)ic1+x on mallien 9 ja N vilinen osittaisten
isomorfismien w, Q-systeemi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
0) Jokaisella 7 € 1+ k pétee @ # I; C Part(9, N);
1) jono (I;)ic14+ on laskeva;
2) kuni,j €1+ k., Qe QU{3} jaj =1+ w(Q), niin
a) jos Q # 3, niin jokainen p € I; Q-laajentuu puolin ja toisin joukkoon I;,
b) jos Q = 3, niin jokainen p € I; laajentuu puolin ja toisin joukkoon I;.
Tatad merkitdan (I;)ic14+m: M Zpow,o N tai lyhyesti (jono unohtaen) M 2,..,, o N.

0.18. Lause. Olkoon Q &drellinen joukko Lindstrémin kvanttoreita ja w: QU {3} —
N*. Olkoon T aarellinen aakkosto, joka ei sisalla funktiosymboleita. Olkoot I, N €
Str(7) ja k < w. Oletetaan, ettd w(3) = 1 ja jokaisella Q € Q w(Q) > ar(Q). Olkoon
jokaisella Q € Q kvanttori Q kvanttorin Q montonisointi ja merkitiin O = {Q |
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Qe 9}, w:QU{T} - N, w(d) =1, #(Q) = w(Q). Tilléin seuraavat ehdot ovat
yhtapitavia:

a) M =g ‘ﬂ(FO(%)),

b) M=, = N(FO(Q)),

C) m gk;a,é ‘ﬁ,

d me, oM O



