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1. Koulualgebrasta algebraan

Roulun matematiikan opetuksen suurimpia abstraktiohyppayksia on siirtyma aritme-
tiilkasta algebraan — tai kuten pliopistolla tarkemmin asia ilmaistaisiin, alkeisaritmetiikasta
koulualgebraan. Hyppéayksen keskeinen piirre on symbolisten merkint6jen kédyttoonotto: lu-
kuihin ruvetaan viittaamaan kirjaimilla, mikd mahdollistaa ghtalomuotoisten ongelmien suju-
van ratkaisemisen. Roulualgebra onkin paitsi lausekkeiden manipulointia mitd suurimmassa
maarin yhtaldiden ratkaisemista.

Tutkimusalgebrassa koulualgebran péélle tulee uusi abstraktiokerros, nimittain algebral-
liset rakenteet, ja algebran alasta riippuu vahvasti, missa maarin yhtéalot ovat enaa varsinaisia
kiinnostuksen kerroksia. Run siirtyméaa alkeisaritmetiikasta koulualgebraan voi perustella
yhtalonratkaisun sujuvuudella, niin on syyta vastaavasti pohtia, ovatko algebralliset rakenteet
yhta helposti motivoitavissa. Naiivi vastaus olisi, ettd kun reaalilukujen tai kompleksilukujen
jarjestelmissa on kaytettavissa algebrallisia menetelmia tietynlaisten yhtaléiden ratkaisemi-
seksi, niin oltaisiin kiinnostuneita siitd, miten nama tulokset yleistyvat muihin rakenteisiin.

Rouluopetuksen siirtymalla alkeisaritmetiikasta koulualgebraan on vastineensa mate-
matiikan historiallisessa kehityskulussa, vaikkakaan kehitys ei ollut aivan suoraviivaista. Sen
sijaan matematiikan historia ei lainkaan tue naiivia motivaatiota algebrallisten rakenteiden
kayttoonotolle, vaan taustalla on syvéllisempia ja monisyisempia tavoitteita, jotka paljastuvat
véhitellen kurssin kuluessa. Toistaiseksi kehittelemme kuitenkin teoriaa naiivin selityksen
nakokulmasta.

Jotta totutut tekniikat yhtaloiden ratkaisemiseksi onnistuisivat, algebrallisen rakenteen,
jossa toimimme, pitaa yleensa olla kunta.

1.1. Maaritelma. Kahden laskutoimituksen rakenne (K, +, -) on kunta, jos
1) (K, +) on Abelin ryhma, ns. kunnan yhteenlaskuryhmd,
2) (K*, ), jossa K* = K~ {0} ja 0 on ghteenlaskun neutraalialkio, on Abelin ryghma (kunnan
kertolaskuryhmd) ja



3) Yhteen- ja kertolasku osittelevat eli

(x+y)z=xz+yz (oikealta osittelu)

ja x(y+z)=xy+xz (vasemmalta osittelu).

kun x,y,z € K.

Ensimmaisen asteen yhtélot ratkeavat kunnissa totutulla tavalla, mutta heikommissa
jarjestelmissa eteen tulee kaikenlaisia ongelmia: yhtaloilla ei vélttamatta ole ratkaisuja tai
niita voi olla useampia.

Tarkastellaan erityisesti toisen asteen perusmuotoisen yhtalon ratkaisemista reaaliluku-
jen kunnassa. Olkoot a,b € R. Ratkaisu perustuu tunnetusti nelioksi taydentamiseen:

xX>+ax+b=0

= x*+ax+a’/4=a*/4—D
— (x+a/2)* =a’/4—b.

Joreaalilukujen kunnassa tormétaan nyt sithen ongelmaan, etta reaaliluvun neli6 on epénegatiivinen,
joten jos a?/4 — b < 0, niin yhtalslla ei ole ratkaisuja. Jos sen sijaan a*/4 — b > 0, niin on
olemassa jopa epanegatiivinen u € R, jolle u?> = a*>/4 — b (nimittiin u = \/a%/4 — b), ja
ratkaisut ovat x = —a/2 £ u. Edella esitetty diskrimaatin positiivisuusongelma selittaa mita
suurimmassa madrin tarvetta kompleksilukujen kayttoon matematiikassa.

Run toisen asteen yhtalon ratkaisemista yritetaan yleistaa muihin kuntiin, paljastuu toi-
nenkin ongelma: Runnassa on mahdollista, ettd 1 + 1 = 0; tallaisia kuntia kutsutaan karakte-
ristikaa 2 oleviksi kunniksi. Talloin kaikille kunnan alkioille x ja t patee

(x+t)=x?+xt+tx+t =P+ (1+ Dxt+t2 =x* +0-xt + t? =x* + t°.

Téllaisissa kunnissa nelioksi taydentaminen on siis mahdotonta muissa kuin triviaalissa ta-
pauksessa a = 0.

Rorkeampiasteisiin yhtaloihin siirryttaessa tilanne muuttuu edelleen monimutkaisem-
maksi. Monivuosisatainen tavoite oli johtaa naille yhtéaloille juurtamiseen perustuvia ratkai-
sukaavoja. Renessanssin aikana tama onnistuikin kolmannen ja neljannen asteen yhtalaille ja
johdettuja kaavoja kutsutaan Cardanon kaavoiksi. Jo ndamé kaavat paljastivat mielenkiintoi-
sia asioita, nimittdin ettd reaalilukuyhtaloiden ratkaisussa tarvitaan kompleksisia valituloksia.
Rolmannen asteen yhtalon ratkaisukaava on selvésti ja neljannen asteen kaava huomatta-
vasti vaikeampi kuin toisen asteen vastaava, mutta toive, etta yha korkeampiin asteisiin siir-
ryttdessa samanlaisen, mutta vain monimutkaisemman kaavan voisi esittaa, eli vuosisatoja.

1800-luvulla matemaatikot olivat kypsyneet siihen ajatukseen, ettda viidennen asteen
phtélon ratkaisemisen vaikeudet saattoivat johtua halutunlaisen ratkaisun mahdottomuudes-
takin. Vuonna 1824 norjalainen Niels Henrik Abel vihdoin onnistui todistamaan, etta juur-
tamiseen perustuvaa ratkaisukaavaa ei ole olemassa viidennen asteen yhtélolle. Muutamaa
vuotta mydhemmin ranskalainen Evariste Galois analysoi ratkaisuongelmaa pidemmalle, ja
osoitti nykyaikaisin termein kuvailtuna, ettd kuhunkin polynomiyhtalé6n voidaan liittda per-
mutaatioryhma, joka eraalla tavalla kuvaa, miten vaikea yhtélo on ratkaista. Abelin ja Galois'n
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toissa algebralliset rakenteet esiintyvét vain implisiittisesti, mutta modernille matemaatikoille
naiden tulosten esittdminen ilman kuntia ja ryhmia olisi ghta turhauttavaa kuin matematii-
kan soveltajalle yhtélonratkaisu ilman symbolista esitysta kirjaimien avulla. Nama tyot siis
motivoivat algebrallisten rakenteiden kayttoa syvallisella tavalla.

Téssa pitkassa johdannossa kdydaan aluksi lapi kuntateorian perustuloksia nimenomai-
sesti yhtalonratkaisemisen nakokulmasta, jonka jalkeen Cardanon kaavat kaydaan kevyesti
lapi. My6hemmisséa osioissa siirrytdan modernimpaan asetelmaan. Ensin poiketaan renkai-
den jaollisuusteoriaan, sitten palataan jalleen kuntateoriaa ja kasitellaan mm. Galois'n teoriaa
siind maarin, kun se on tallaisella kurssilla mahdollista.

2. Kuntateorian perustuloksia

Esitellaan ensin kunnan karakteristika ja tutkitaan sen vaikutusta kunnan kokoon. Aloi-
tetaan kokonaisluvuilla kertomisesta, joka voidaan maéaaritella missa tahansa renkaassa.

2.1. Merkinta. Olkoon (R, +, -) rengas, jonka nolla-alkiota merkitdéan tassa selvyyden vuoksi
symbolilla Og, siis jotta se erottuisi kokonaisluvusta 0. Maéritellaan kaikille n € Z jax € R
induktion avulla n - x:

O'X=OR,
m+1)-x=n-x+x, kunn € N
n-x=(-m)-(—x), kanne€zZ_ =7~ N.

Run n € N, taméa merkitsee epamuodollisesti, etta

n-X=X+--+Xx.
-

n kpl

Rokonaiskerronnalle voidaan osoittaa tuttuja perusominaisuuksia: Runm,n € Z, x,y €
R, niin

) (mn)x = m(nx),

2) (mn) - (xy) = (mx)(ny),
) (Mm+n)-x=m-x+n-xja
)

m-(x+y)=m-x+m-y.

2.2. Maéritelma. Kunnan K = (K, +, -) karakteristika on pienin p € Z,, jolle patee p -1 =10
kunnassa K, mikali tallainen on olemassa, muuten 0.
Huomattakoon, etté jos kunnan K karakteristika on p, niin kaikilla x € K patee p-x = 0,
nimittain
px=p-(l-x)=(p-1)-x=0-x=0 (0€K,1¢€Z).
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2.3. Esimerkki. a) Rationaali-, reaali- ja kompleksilukujen kuntien karakteristikat ovat nollia,
silla kaikillan € Z, pateen -1 =n #0.

b) Kun p on alkuluku, (Z/pZ, +, -) on kunta, jonka karakteristika on p. Siis p-(1+pZ) = 0+pZ.

3+ pZ . 2+ pZ
AT
y el +pZ
S
| 0+pZ Relloaritmetiikka

N

\\\// (p—1)+'pZ

24. Lause. Kunnan K = (K, +, ) karakteristika on joko 0 tai alkuluku.

Todistus. Oletetaan vastoin vaitettd, ettd kunnan K karakteristika olisi yhdistetty luku p # 0,
ts. p = qrjoillakin q,r € N, g < p jar < p. Téalléin

0=p-1=(qr)-1=(an)-(1-1)=(q- (r- 1)

Runnat ovat kokonaisalueita, joten niissa ei ole epatriviaaleja nollantekijoita. Yllaolevasta
phtélosta seuraa siis g - 1 = 0 tai r- 1 = 0. Nama ovat molemmat ristiriidassa sen kanssa, etta
p on pienin m € Z,,jollem-1=0. O

2.5. Lause. Karakteristikaa 0 olevat kunnat ovat ddrettomid.

Todistus. Jos (K, +, -) on téllainen kunta, niin kaikki ykkosen monikerrat ovat eri lukuja. Jos
nimittdin olisi m - 1 = n - 1 joillakin m,n € Z, m > n, niin

0=(m-1)—(n-1)=(m-1)+(-n)-1)= (m—n)-1,
>0

mika on ristiriidassa sen kanssa, ettd kunnan K karakteristika on nolla. Siis
KD{n-1|n € Z}onaareton. O

Huomautus. Itse asiassa on olemassa kaiken kokoisia aarettomia karakteristikaa nolla olevia
kuntia. Téamaéa perustuu yleiseen malliteoreettiseen faktaan, mutta on todistettavissa myods
algebrallisesti ns. transkendenttikantojen avulla.

Seuraava tulos jatetaan harjoitustehtavaksi:

2.6. Lemma. (Cauchyn lause Abelin ryhmille) Olkoon (G, +) ddrellinen Abelin ryhmd ja
p sellainen alkuluku, eiti p | |G|. Tdlléin on olemassa x € G, jolle ord(x) =p. O

2.7. Lause. Adrellisen kunnan koko on alkulukupotenssi, ts. p* jollakin alkuluvulla p
jak € Zs,.

Todistus. Olkoon K = (K, +, -) dédrellinen kunta ja p sen karakteristika. Edellisten lauseiden
mukaan p # 0 ja p on alkuluku. Tarkastellaan kunnan K yhteenlaskuryhmaa (K, +) ja se
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kertalukua m, joka on tietysti myos kunnan K koko. Cauchyn lauseen mukaan patee, etta
jos on olemassa alkuluku q # p, jolle g | m, niin ryhmassa (K, +) on alkio x, jonka kertaluku
ong,ts.q-x=0,muttam-x #0,kunme Z,, m < q.

Toisaalta p - x = 0. Naista yhdistelemalla saadaan, etta kaikilla «, 3 € Z patee

(op + Ba)x = (ap)x + (Bg)x = alpx) + B(qx) = x- 0+ -0=0+0=0.

Roska syt(p, q) = 1, on olemassa «, 3 € Z, joille ap+pq = 1, jolloin x = 1-x = (ap+pq)x = 0,
mika on mieletonta.

On siis paatelty, ettd p on luvun m ainoa alkutekija, joten n. = p*, missa k € N. Koska
kunnassa on vahintaan kaksi alkiota, k > 0. O

Huomautus. Kaikkien aarellisten kuntien karakteristika on alkuluku, mutta kaikki alkuluku-
karakteristikaiset kunnat eivét ole aarellisia.

3. Y htalonratkaiseminen kunnissa

Jokaiseen kuntaan (K, +, -) voidaan liittda polynomirengas (K[x], +, -) eli K-kertoimisten
polynomien rengas, joka on yksikollinen vaihdannainen rengas. Esimerkiksi patee

(ax + b)(cx + d) = acx® + (ad + be)x + bd.

Yleisemmin polynomirenkaassa (K[x], +, -) pdtee Cauchyn kertoséaénto:
Runp =3 % aixt, q = 351, bjx) € K[x], niin

m+n min{k, m} m+n k
Pq = Z Z aiby_i | x* = Z (Z aibki> x,

k=0 \i=max{0,k—n} k=0 \i=0

misséd jalkimmaiset, yksinkertaisemmat indeksirajat tulevat voimaan, kun sovitaan kertoi-
mista, ettd a; = 0 ja b; = 0, kun i,j € N,1 > m jaj > n. Polynomin p = ZEO a;x', missa
am # 0, aste on m, mitda merkitaan deg(p) = m. Polynomien tulolle patee

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

nimittdin tassa kuntakertoimisten polynomien tapauksessa. Nollapolynomeille méaéritellaan
deg(p) = —oo (useissa esityksissa tama jatetaan maarittelematta).

3.1. Lause. (Jakoyhtdilé) Olkoot p, s € K[x| missd (K, +, -) on kunta. Oletetaan, ettd s # 0.
Tdllsin on olemassa yksikdsitteiset polynomit q,r € K[x] joille pitee p = s + 1, missd
deg(r) < deg(s).

Todistus. Todistetaan ensin polynomien g ja r olemassaolo induktiolla polynomin p asteen

suhteen.
1) Jos deg(p) < deg(s), niin p = 0 - s + p, jossa deg(p) < deg(s).
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2) Oletetaan, etta deg(p) > deg(s) ja induktio-oletus pétee kaikille polynomeille p, joille
deg(p) < deg(p). Merkitaan p = 3 %) aix’, s = 3 L, bjx), missa m = deg(p) > n =

m—n m—n

deg(s). Merkitaan edelleen p = p — (b, )x™ ™s. Talléin (a,,, b, )x™ s on astetta

m —n + deg(s) = m —n+n =m, joten
deg(p) < max{deg(p), deg(—(amby, )x™ "s)} = m.

Koska polynomin p  m. asteen kerroin on a,, — (a,b;;!)by, = 0, niin deg(p) < m.
Siis polynomiin p voidaan soveltaa induktio-oletusta: Kun p jaetaan polynomilla s, niin
saadaan sellainen (vaillinainen) osamaara q ja jakojaannos 7, etta p = q - s + T, missa
deg(r) < deg(s). Tasta seuraa

m—n m—n

p=p+(amb)x s=q-s+7+(ambyl)x s

= (@ +(amby ™)

SSH+T.

Tassa deg(t) < deg(s), joten voidaan valita q = q + (a, b )x™ ™ jaT = 1.
Yksikasitteisyyden todistamiseksi oletetaan, etta p = qos + 19 = 1S+ 71, missd deg(ry) <
deg(s) ja deg(r;) < deg(s). Talloin

0 =(dos +10) — (q1s + 71) = (do — q1)s + (ro — T1).

Jos olisi qy # q1, niin patisi

deg((qo — q1)s) = deg(qo — q1) + deg(s)
> 0 + deg(s) = deg(s)
> max{deg(r;), deg(—¢)} > deg(r; — 19),

mika on ristiriita, silla 1y — 19 = (qo — q1)s. Siis qo = q1ja 0 = (qo — qu)s + (ro — 71) =
0-s+19—T1 =79 —Ty,joten g =1¢. O

Edella olevasta induktio-oletuksesta voidaan tunnistaa myos jako-algoritmi: Kun po-
lynomia p jaetaan polynomilla s, niin alussa jakojaannoksen puolella on p kokonaan ja
osamaaran puolella 0. Ensimmaisessa vaiheessa jakojadnnoksesté poistetaan (a, b, )x™ s
ja osamaaraan lisataan (a, by, 1)x™ ™, jolloin jakojaannokseen jaa p = p — (am by )x™ s.
Prosessia jatketaan, kunnes jakojaannoksen aste on pienempi kuin jakajan.

3.2. Seuraus. Jos a € K on polynomiyhtdilon p(x) = 0 ratkaisu, niin p = (x — a)q jollakin
q € K[x]

Todistus. Run jakoyhtalossa valitaan jakajaksi x — a, niin huomataan, etta jakojaannoksen ¢
taytyy olla vakiopolynomi (deg(r) < deg(x — a) = 1), ts. p = (x — a)q + ¢ jollakin q € K[x] ja
¢ € K. Roska p(a) =0, niin 0 = p(a) =(a—a)-q(a)+c=0-q(a)+c =c. Siisp = (x — a)q
jollakin q € K[x]. O



3.3. Seuraus. Runnassa kirjoitetulla polynomiyhtdlélli on korkeintaan asteensa verran
ratkaisuja.

Todistus. Olkoon p € K[x] \ {0}, n = deg(p). Olkoot ay,...,am—1 € K polynomightalén
p(x) = 0 eri ratkaisuja. Osoitetaan induktiolla luonnollisen luvun k < m suhteen, ettda on
olemassa g € K[x], jolle

p=(x—agp) - (x— ax_1)qk-. ()
Tapauksessa k = 0 voidaan triviaalisti valita qy = p. Oletetaan nyt, etta (*) patee ja k < m.
Roska

0 = p(ax) = (@ — ap) - - (ax — ar—a) gi(ax)
—— —_——
#0 #0
ja (K, +, -) on kuntana kokonaisalue, niin qy(ay) = 0. Edellisen seurauksen mukaan on ole-
massa (qk+1 € K[X], jolle qx = (X — ak)qk+1. Siis pP= (X — a()) .. '(X — (lk_1)(X — ak)qk+1~
Erityisesti p = (x — ap) - - - (X — @m—1)qm. Tastd seuraa helppo astetarkastelu

deg(p) = deg(x — ap) + ... + deg(x — amm—1) + deg(qm) = m + deg(qm) = m. O

4. Cardanon kaavat

Toisen asteen yhtalon muotoisia ongelmia osattiin ratkaista jo vanhalla ajalla, kolman-
nen ja neljannen asteen renessanssiajalla (vuosina 1515 ja n. 1540). Kolmannen asteen komplek-
sikertoiminen yhtélé on muotoa (a, b,c,d € C, a # 0)

a +bx>+cx+d=0

b c d
=X+ —xr+ —x+—=0.
a a a

b b
Sijoittamalla t = x + 1 = x=t— a yhtalé saadaan muotoon
a a

t b3+bt b2+ct b +d—0
3a a 3a a 3a a

2 3 2 3
e ttog. Dy () (2} LR 2 b e be d
3a a 3a? 9a3 a

3a? 27a3 3a? 9a3 a 3a2 a

s (c b? 26> be d
S (- |t e — — =
a 3a? a

—t+qt+r=0,



. c b . 2b°  be . d
missiq=— ——jar= — — — )
q a 3a? ) 27a3  3a? a

4.1. Lemma. Kaikilla u,v € C on olemassa sellaiset «, 3 € C, ettd

{oc+[3:u

x-B=v

Pari{«, 3} on yksikdsitteinen.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lemman perusteella yhtalon tuntemattoman t voi hajottaa kahdeksi tuntemattomaksi «
ja 3, joille
x+pP=t
o-fB=—q/3.

Sijoittamalla tdméa kolmannen asteen yhtaloon saadaan
0=t’+qt+r=(x+B)° +q(ax+P)+r
= o’ + 3B+ 3B’ + B+ q(ax + B) + T
=0+ B3+ (Baf +q)x+ P)+1
W—/
0

=+ B+,

Uusien muuttujien tulee siis toteuttaa

{ o+ B3 =—r
o’ B = (ap)’ = (—q/3)’ = —q*/27"

mutta timéahéan on lemman mukainen vaatimus lausekkeille v = o ja & = 3°.
Raantéen tietenkin havaitaan, etté jos «ja 3 toteuttavat edellisesta yhtéloparista jalkimmaéisen
ja jalkimmaisesta ensimmaisen eli

{oc-f5=—q/3

o+ B3 = -1,

niin t = « + 3 on tarkasteltavan kolmannen asteen yhtalon ratkaisu. Raikkien ratkaisujen
etsimiseksi saadaan siis seuraava menetelma.

Kolmannen asteen yhtalon ratkaiseminen

b
1) Yhtalé6 muuntuu sijoituksella t = x + ia muotoon t3 + gt + 1 = 0.

Y+d=—1

2) Lemman perustella yhtaloparin

5=
Y 27



voi ratkaista parin vy, 6 suhteen ja pari {7y, 0} on yksikasitteinen.

3) Lasketaan kuutiojuuret:
3

x =y
B’ =3
xp = —q/3.

Viimeinen yhtélo voidaan aina toteuttaa, silla kahdesta ensimmaisesta yhtalosta seuraa

(B)® =8 = —g; = (—%)3. Jos («, ) on yhtaléoryhmén ratkaisu, niin muut ratkaisut
ovat (wa, w?B), (w?et, wp), missa w = ™3,

4) Yksinkertaistetun kolmannen asteen ghtélon t* + qt + r = 0 ratkaisut ovat siis t = o+ 3,
t=wax+w’Pjat=wx+ wp.

5) Alkuperaisen yhtalon ratkaisut saadaan tekemalld palauttava sijoitus x = t — I Ne

b b
ovatsiten x = o+ f — —, x = wx + WP — — jax = wra+ WP — —.
3a 3a 3a

Neljannen asteen yhtalon ratkaiseminen

1) Yhtalé ax* + bx? + cx? + dx + e = 0 muuttuu sijoituksella t = x + % muotoon t* + qt? +

rt +s = 0. (Yksityiskohdat ovat hyvin samankaltaisia kuin kolmannen asteen yhtalon

tapauksessa.)
2) Jos T = 0, niin yo. yhtild on toisen asteen yhtild lausekkeelle t%, joten se ratkeaa toisen

asteen ratkaisukaavalla.
3) Oletetaan jatkossa T # 0. Pyritdan jakamaan polynomi t* + qt? + rt + s kahdeksi toisen
asteen polynomiksi, mika palauttaisi yhtalonratkaisun toisen asteen yhtéloiden ratkai-

semiseen:

thegt? +rt+s = (P +jt+ Y(t* + kt + m)
= t' 4+ (§+ K)t® + (m +jk + Dt* + Gm + kD)t + lm.

Jotta tama olisi identtisesti totta, taytyy olla

j+k=0 k=—j
m+jk+1l= —i?4+1=
.) + q — m—j“+l=q
jm+kl=r m—1=r
lm=s lm=s

Roska r # 0, taytyy patea myos j # 0. Tarkastellaan yhtaloryhméan keskimmaisia
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yhtaloita.
m—j*+l=q
jm—y =1
2

m+l=q+j
=

m—1l=1/j
2m=i*+q+1/j
<
2l=3*+q—1/j

Neljan ghtalon ryghmén alimmasta yhtalosta seuraa siis

4s = 4lm = 2m)(2Y) = (i* + q + /j)(i* + 9 — 1/j)
=(i*+ 9P = (/i) =j* + 295" + ¢* = */j*
— 4sj* =% + 2qj* + ¢ —1*
— % +2qj* +(q* —4s)ji* =1 =0
> (i°)° +24(%) + (q* — 4s)i* — 1 = 0.

4) Tama on kolmannen asteen yhtalo lausekkeelle j?, joka ratkeaa edell esitetyin menetel-
min ja josta saadaan nelidjuurtamalla j. Taman jalkeen saadaan laskettua myos k, l, m
ja neljannen asteen yhtalo palautuu toisen asteen yhtéloiden ratkaisemiseksi:

theqt? +1t+s5=0 <= t*+jt+1=0Vt? +kt+m = 0.

Neljannen asteen ghtéalon ratkaiseminen on tietenkin selvasti ty6ladampaa kuin kolman-
nen, koska tehtéva siséltaa osatehtavanaan tietyn kolmannen asteen phtalon ratkaisemisen.
Raikki polynomiyht&l6t ovat silti luonteeltaan samanlaisia neljanteen asteeseen saakka — eri-
tyisesti ne ratkeavat klassisin menetelmin. Ruten Abel ja Galois 1800-luvulla osoittivat, klassi-
set juurtamiseen perustuvat menetelmat eivat kuitenkaan pure korkeampiasteisiin ghtal6ihin.
Aikoinaan nama tulokset merkitsivét osaltaan paradigmaattista murrosta matematiikkaan,
mutta nykymatemaatikolle taméankaltaiset tulokset ovat arkipédivaa: Matematiikan tutkimuk-
seen kuuluu oleellisena osana erilaisten menetelmien rajoitusten tutkiminen.
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