IV Kohti Galois'n teoriaa

1. Hiukan lineaarialgebraa

1.1. Maéritelma. Olkoon K = (K, +,-) kunta (ns. kerroinkunta). Joukko V varustettuna
phteenlaskulla +: V x V — V ja skalaarikerronnalla -: K x V' — V on K-vektoriavaruus, jos

1) (Vi +) on Abelin ryhma,

2 kaikilla a,b € Kjav € V patee

a(bv) = (ab)v
ja
3) kaikilla a,b € K,v,w € V
(a+Dbjv=av+bvijs

a(v+w)=av+ aw.
Useat reaalisten ja kompleksisten vektoriavaruuksien tulokset yleistyvat miltei sanasta
sanaan muuttumattomina.

1.2. Maaritelma. Olkoon V K-vektoriavaruus ja S C V. S on vapaa, jos kaikille eri vekto-

reille vo, ..., vn—_1 € S (n € N) ja mielivaltaisille ay,...,a,_; € K patee: Jos Z?:EI aivi =
0, niin ap = --- = an_{ = 0. S on V:n virittajajoukko, jos jokainen v € V voidaan esittaa
muodossa v = Z{‘:gl aivy joillakin a; € K,v; € S,1 €{0,...,n—1}. Son V:n kanta, jos se

on vapaa virittajajoukko.

1.3. Lause. Jokaisella vektoriavaruudella on kanta. Itse asiassa jokainen minimaali-
nen virittdjdjoukko tai maksimaalinen vapaa joukko on kanta. Rannat ovat keskenddn
yhtdimahtavia, ts. jos B ja B’ ovat molemmat K-vektoriavaruuden V kantoja, niin on
olemassa bijektio f:B — B’. 0O

1.4. Maéaritelma. K -vektoriavaruuden V dimensio on dim(V) = |B|, missa B on mika tahansa
V:n kanta.

1.5. Lause. Olkoon L = (L,+,-) kunnan K = (K, +,-) kuntalaajennus. Tdlloin L voi-
daan tulkita K-vektoriavaruudeksi kdyttimdilld yhteenlaskuna kunnan L yhteenlaskua
ja skalaarikerrontana kertolaskun rajoittumaa -[(K x L).

Todistus. Tulos on ilmeinen pienen teknisen tarkastuksen jalkeen: KRunta-aksioomien mu-
kaan (L, +) on Abelin ryghma. Rertolaskun liitantalaista ja kunnan osittelulaista seuraavat
muut vektoriavaruuden aksioomat. O

Tasta seuraa uusi todistus seuraavalle:

1.6. Lause. Adrellisen kunnan koko on (ykkésesti eroava) alkulukupotenssi.
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Todistus. Olkoon K = (K, +, -) darellinen kunta. Tarkastellaan kuvausta
f:Z — K, fn)=n- 1.
Monikertojen laskusaantéjen mukaan tdméa on homomorfismi: Kun m,n € Z, niin

f(m+n)=(m+n)-1=m-1+n-1="f(m)+f(n)ja

fm-n)=(m-n)-1=(m-1)-(n-1) = f(m)f(n).
Roska Z on aareton ja K aarellinen, f ei voi olla injektio, vaan on olemassa
p=min{n € KRerf[n>0}=min{ne€Z, n-1=0}

ja Rer f = pZ. Toisaalta p on selvésti K:n karakteristika, joten p on alkuluku. Siis ideaali
PZ on maksimaalinen ideaali ja (Imf, +,:) = (Z/pZ,+,-) = Z,. K:lla on siis Z,n kanssa
isomorfinen alikunta, joten K voidaan tulkita Z,-vektoriavaruudeksi. Roska K on &érellinen,
niin k = dimK € Z, ja |[K| = p*. O

2. Algebralliset ja transkendenttiset alkiot

2.1. Maaritelma. Olkoon L kunnan K = (K, +,) kuntalaajennus. Alkion a € L sano-
taan olevan algebrallinen alikunnan K suhteen eli K-algebrallinen, jos se toteuttaa K-
kertoimisen polynomiyhtélon, ts. jollakin p € K[x|\ {0} patee p(a) = 0. Alkio a on transken-
denttinen K:n suhteen (eli K-transkendenttinen), jos se ei ole K-algebrallinen.

Algebrallisella luvulla tarkoitetaan Q-algebrallista kompleksilukua. Vastaavasti trans-
kendenttisella luvulla tarkoitetaan QQ-transkendenttista kompleksilukua.

2.2. Esimerkki. i ja v/2 ovat algebrallisia, silld i2 + 1 = 0 ja \/52 — 2 = 0. Lukujen 7t jae
tiedetdan olevan transkendenttisia. /7t on Q(r) algebrallinen, silla /7 — 7 = 0.

2.3. Maéritelma. Olkoon L = (L, +, -) kunnan K kuntalaajennus, jolloin L on luonnollisella
tavalla K -vektoriavaruus. Taman vektoriavaruuden dimensiota kutsutaan vastaavan kunta-
laajennuksen (K :sta L:aén) asteeksi ja merkitaan [L : K|lla. Siis [L : K] = dim L. Tama
kuntalaajennus on ddrellisasteinen, jos [L K ] € Z.,, muuten ddreténasteinen.

2.4. Lause. Olkoon L kunnan K didrellisasteinen kuntalaajennus. Tdlloin jokainen
t € L on K-algebrallinen.

Todistus. Koska [L : K], niin jono (t' | i € N) ei voi olla vapaa, kun t € L. Siis on olemassa
n € Njakertoimet ag, ..., an € K, joille > 1" a;t' = 0, vaikka a,, #0. Siisp =) I, aix' €
K[x] on polynomi, jolle p(t) = 0, joten t on K-algebrallinen. O
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2.5. Lause. Olkoon L kunnan K = (K,+,-) kuntalaajennus ja t € L K-algebrallinen
alkio. Tdllbin on olemassa yksikdsitteinen jaoton pddpolynomi p € K[x| jolle p(t) = 0.
Tdalloin K[t| = K(t) = K[x|/(p). Tdmd isomorfismi voidaan valita niin, ettd kaikilla
a € K pdtee a — a+ (p) jat— x+ (p).

Todistus. Lahdetaan liikkeelle sijoitushomomorfismista ey: L[x] — L. Téamén rajoittuma h =
et [K[x| on selvasti epimorfismi (eli surjektiivinen homomorfismi) renkaasta K[x] renkaaseen
K]t]. Homomorfismin h ydin Ker h koostuu niista polynomeista p € K][x], joille h(p) = p(t) =
0. Koska t on K-algebrallinen, niin Ker h # {0}. Koska K[x| on paaideaalialue, on olemassa
p € K[x] . {0}, jolle Ker h = (p). Koska (p) = (c~!p), missé ¢ on polynomin p korkeimman
asteen termin kerroin, niin polynomin voidaan olettaa olevan paapolynomi.

P on jaoton, sillé jos olisi p = qr, missé q,r € K[x|, deg(q) < deg(p) ja deg(r) < deg(p),
niin yhtalosta 0 = p(t) = q(t)r(t) seuraisi q(t) = 0 tai r(t) = 0 eli q € (p) tai v € (p),
mistd seuraisi ristiriita deg(q) > deg(p) tai deg(r) > deg(p). Polynomin p yksikasitteisyys
seuraa siitd, etta jos (p) = (p*), niin p ja p* olisivat liittopolynomeja, jolloin niiden pitéisi
olla padgpolynomeina olla sama polynomi.

Renkaiden isomorfialauseen mukaan

K[t] = (Imh, +,-) = K[x]/ Ker h = K[x]/(p).

Koska p on jaoton, ideaali (p) on maksimaalinen, joten K[t| = K][x]/(p) on kunta. Toisaalta
K|t] on pienin L:n alikunta, joka siséltda joukon K U {t}. Siis K[t] = K(t). O

2.6. Seuraus. Olkoot L, K ja t kuten edelld sekd v € L. Jos u on myos K-algebrallinen
alkio ja saman jaottoman pddpolynomin juuri kuin t, niin on olemassa f: K(t) = K(u),
jolle fTK = idk ja f(t) = f(u).

Todistus. Valitaan jaoton paapolynomi p, jolle p(t) = p(u) = 0. Talloin p on yksikasitteinen,
joten lauseen mukaan K(t) = K[t|] = K[x]/(p) = K[u] = K(u), missa lauseen mukaisille
isomorfismeille patee kaikilla a € K a — a + (p) — ajalisdksit — x + (p) —u. O

2.7. Esimerkki.
a) Polynomi x* — 2 on jaoton polynomirenkaassa (Q[x], +, -) Fisensteinin kriteerion nojalla.
V/2 ja e27/3y/2 ovat taman kompleksijuuria. Siis on olemassa isomorfismi

(@[] )= (efe 2.+,

joka pitaa rationaaliluvut paikoillaan. Huomaa, etta Q|[v/2] # Qe 5 v/2], silla Q[v/2] C R,
mutta e’ 7 v/2 ¢ R.

b) Syklotominen polynomi @5 = x*+x*+x*+x+1 € Q[x] on jaoton. Koska (x—1)®@5 = x5—1,
niin @5:n juuret ovat w, w?, w?, w*, missa w = e %, Selvasti Qlw] = Qw?], silla
((w)?)? = w. Edellisen seurauksen mukaan on olemassa isomorfismi

f: (Q[(U], +, ) = (Q[wz]) +, '))

jolle f|Q = idg ja f(w) = w?, mutta timéa isomorfismihan on itse asiassa kunnan (Q[w], +, -)
automorfismi, koska Q(w] = Q[w?].

3
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2.8. Lause. Olkoon L kunnan K = (K, +,-) kuntalaajennus ja t € L K-algebrallinen.
Tdlloin [K(t) : K] = degp, missd p on se yksikdsitteinen jaoton pddpolynomi, jolle p(t) = 0.

Todistus. Merkitdan n = degp. Vaitetaan, etta {1, t, ...,t" '} on K-vektoriavaruuden K(t) =
K[t] kanta. Ensinnakin {1,t,...,t" !} on vapaa, silla jos ay, ..., an_; € K ovat sellaisia, etta

n—1
Z Cl{t1 = 0,
i=0

niin ¢ = 3_1*," aix' = 0 on polynomi, jolle q(t) = 0, ts. q € (p) eli p | g, vaikka deg(q) < n.
Siis @ = 0jaay = --- = an—y = 0. Toisaalta jokaisella k € N on jakoyhtdlon mukaan

olemassa sellaiset g, T € K[x], ettd x* = qp + 1, missa deg(r) < deg(p) = n. Siis

t = q(t) - p(t) + 7(t) = q(t) - 0+ 7(t) = 7(t),

ts. t* on ilmaistavissa summana
n—1

th = Z rith.

i=0

Koska { t* | k € N} on K[t]:n virittajajoukko, timé osoittaa, ettd myods {1, t,...,t"'}on. O

2.9. Lause. Olkoon L = (L, +,-) kunnan K = (K,+, ) kuntalaajennus ja edelleen E =
(E, +, ) kunnan L kuntalaajennus. Tdilléin

[E:K|=[E:L|[L:K].

Huomautus. Aérettomassa tapauksessa timé tarkoittaa ns. kardinaalituloa.

Todistus. Merkitaan m = [L : K|jan = [E : L] Valitaan K-vektoriavaruudelle L kanta A,
jolloin |[A| = m, ja L-vektoriavaruudelle E kanta B, jolle puolestaan |B| = n. Viitetaan, etta

AB={ablac A, beB}

on K -vektoriavaruuden E kanta. Osoitetaan ensin, ettd AB on virittdjagjoukko. Olkoon t € E.
Koska B on L-vektoriavaruuden E kanta, niin

t=) Apb,

beB

missd summa on oleellisesti aarellinen, ts. A, # 0 vain aarellisen monella b € B, ja kertoi-
met Ay, b € B, ovat L:ssd. Koska A on puolestaan K-vektoriavaruuden L virittdjajoukko,
niin jokaista b € B vastaa esitys

Ap = Z Hav @,

acA
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misséd kertoimet qp € K ja summat ovat oleellisesti aarellisia. Siis

t=) Avb=) (Z uaba> b= ) Hav(ab),

beB beB \acA acA,beB

mika osoittaa AB:n olevan virittajajoukko.

Osoitetaan, ettd AB on vapaa (ja itse asiassa myos ab # a’b’, kuna,a’ € A, b,b’ € Bja
(a,b) # (a’,b’)). Olkoot siis g, € K, kun (a, b) € A x B, ja oletetaan, ettd naista kertoimista
vain aarellisen moni on nollasta poikkeava. Oletetaan lisdksi, etta

Z Lapab = 0.

acA,beB

Roska B on vapaa (L-vektoriavaruudessa E) ja

0= uabab=Z<Zuaba>b

aceA,beB beB \a€eA

eL

niin jokaisella b € B patee

Z Hapa = 0.

acA

Roska A on vapaa K -vektoriavaruudessa L, saadaan tasta edelleen qp = 0 jokaisella a € A
ja b € B. Siis AB on vapaa virittdjdjoukko eli kanta ja

[E: K]=|AB|=|A|[B|=mn =[E: L|[L : K].

2.10. Lause. Olkoon E kunnan K = (K, +, ) kuntalaajennus. Merkitddn L:lld kunnan E
K-algebrallisten alkioiden joukkoa. Tidll6in L on suljettu laskutoimitusten suhteen ja itse
asiassa L = (L, +,-) on K:n kuntalaajennus.

Todistus. Jokainen a € K on tietysti polynomin x — a € K[x] juuri, joten téllaiset a ovat
K -algebrallisia. Siis K C L.

Olkoot a,b € L. Roska a ja b ovat K-algebrallisia, on olemassa jaottomat polynomit
P, q € K|[x], joille p(a) = 0 ja q(b) = 0. Edelleen

[K(a): K] = deg(p)
ja

[K(b) : K] = deg(q),

joten vastaavat kuntalaajennukset ovat darellisia. Koska q € K[x| C K(a)[x]ja q(b) = 0, niin
b on myos K(a)-algebrallinen ja

[K{(a)(b) : K(a)] = [K(a, b) : K(a)] < [K(b) : K],
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joten
[K(a,b): K] =[K(a,b): K(a)][K(a): K]

on adrellinen. Roska K(a, b) on darellinen K':n kuntalaajennus, niin kaikki K(a, b)n alkiot
ovat K-algebrallisia. Erityisesti tima pétee alkioihin a + b, ab, —a ja a~! (kunhan a #
0). Summa summarum: L on suljettu laskutoimitusten, vasta-alkioiden ja nollasta eroavien
alkioiden kaanteisalkioiden suhteen, joten L = (L, +, ) on E:n alikunta. Koska K C L, niin L
on K:n kuntalaajennus. 0O

2.11. Esimerkki. v/2, v/7 ja v/11 ovat algebrallisia, koska ne ovat kukin jonkin polynomeista
x? —2,x3 — 7 ja x> — 11 juuria. Siis myos

V11
V2—VT
on algebrallinen.
3. Harppi ja viivotin -konstruktiot

Run a,b € C, a # b, merkitaan C(a, b)lla a-keskista ympyrad, joka kulkee b:n kautta,
ts.
Cla,b)={zeC||lz—a|=|b—d|}

ja merkitaan L(a, b):1la suoraa, joka kulkee pisteiden a ja b kautta, ts.

L(a,b)={Aa+ (1 —A)b|A R}

3.1. Maaritelma. Olkoon U C C. Run a,b € U, niin C(a, b) ja L(a, b) ovat S:sta yhdelld
askeleella konstruoituvia ympyréitd ja suoria. Piste z € C on joukosta U yhdelld askeleella
konstruoituva, jos z € S U T, missa S ja T ovat eri joukkoja ja U:sta yhdella askeleella
konstruoituvia ympyrdita tai suoria.

Rompleksitason piste z € C on konstruoituva, jos on olemassa jono

(agy ...y an),
missd ap = 0, a; = 1 ja jokaisella i € {2,...,n} piste a; on yhdella askeleella konstruoituva
joukosta {ag, ..., a; ().
3.2. Lause. Harpilla ja viivoittimella konstruoituvien pisteiden joukko muodostaa komplek-
silukujen alikunnan. O
3.3. Lause. Jos z on harpilla ja viivoittimella konstruoituva, niin [Q(z) : Q] = 2™ jollakin
neN

Todistus. (hahmotelma) Konstruoituvuudesta seuraa, ettd on olemassa alkiot ay, ..., a, € C,
jOiHC [Q(a()) RS ai)] : Q(am LERS ai—l)] S {1> 2} U
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3.4. Lause. Kuution kahdentaminen harpilla ja viivottimella on mahdotonta, ts. v/2 ei
ole konstruoituva.

Todistus. (Pelkka idea) x> — 2 € Q[x| on jaoton, v/2 sen juuri, siis [Q(v/2)] = 3 # 2", kun
neN 0O

4. Galois’n teoriaa

4.1. Maaritelma. Olkoon K = (K, +,-) ja a € K[x|, missd deg(a) > 0. Runta L = (L, +, ) on
juurikunta, jos L on K:n kuntalaajennus, jossa a jakaantuu ensimmaisen asteen tekijoihin,

ts.
n

a=cH(x—ti)

i=0
joillakin ¢ € K, ty,...,tn_1 € L(n = deg(a)), ja nailla parametrien arvoilla L = K(t¢, ..., tn_1).
4.2. Esimerkki. (Q(v/2), +, ) on polynomin x> — 2 € Q[x| juurikunta.

4.3. Lause. Jokaisella kuntakertoimisella epdvakiolla polynomilla on juurikunta, joka
on isomorfiaa vaille yksikdsitteinen.

Todistus. (hahmotelma) Olkoon a € K|[x], missda K = (K, +, -) on kunta ja deg(a) > 0. Lasku-
harjoituksissa on todistettu, etta on olemassa (K, +, -):n kuntalaajennus (E, +, -), jossa a jakaan-
tuu ensimmaisen asteen tekijoihin. Olkoot ty,...,t,_{ kuten juurikunnan maéaritelmassa;
talloin L = K(tp, . .., tn—1) on halutunlainen. Yksikasitteisyys osoitetaan oleellisesti induk-
tiolla; induktioaskel kayttaa tietoa, etta

K(t) = K(t") = K/(a),
kun a on jaoton ja t, t* a:n juuria jossakin K:n kuntalaajennuksessa. O

4.4. Seuraus. (Moore) Run p on alkuluku ja n € Z,, niin on olemassa isomorfiaa vaille
yhsikdisitteinen kunta, jossa on p™ alkiota.

Todistus. Laskuharjoituksissa on todistettu, ettd tallainen kunta on aina olemassa. Yk-
sikasitteisyyden todistamiseksi riittdéa osoittaa, etta tallainen kunta K = (K, +, -) on aina po-
Iynomin xP" — x € (Z/pZ)[x] juurikunta.

Olkoon a € K. Jos a = 0, niin a?" = 0P" =0, joten a on talloin polynomin xP" —x
juuri. Oletetaan, ettd a # 0, jolloin a on kertolaskuryhman (K*,-) alkio (K* = K ~ {0}).
Alkiolla a on &érellinen kertaluku h, jolle péatee Lagrangen lauseen nojalla h | p™ — 1. Siis
myos aP” ~! = 1, mistd seuraa aP” —a = a(aP" ! —1) = a- (1 —1) = 0. Siis jokainen a € K
on polynomin xP" — x juuri. Koska polynomilla xP" — x on korkeintaan p™ juurta, tima
merkitsee, ettid polynomi xP" — x vaistamatta jakaantuu ernsimmaisen kertaluvun tekijoihin
Kssa, joten K on sen juurikunta. O
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4.5. Maaritelma. Kunta L on kunnan K juurroslaajennus, jos on olemassa sellaiset kunnat
K; = (Ki,+,:), 1 € {0,...,n}, etté jokaiselle 1 € {0,...,n — 1} on olemassa t; € Kj, jolle
patee
Kir = Ki(ti)
ja jollakin h; € Z,
M =1

seka
Ky=KjaK,=L.

Runtia K; kutsutaan vdlikunniksi ja jonoa
K=K< Ki<---<Ku=1L

laajennustorniksi.

Yleinen ongelma on siis: Kun a € K[x|, deg(a) > 0 on annettu, onko olemassa kun-
nan (K, +, -) juurroslaajennus, joka siséltaa a:n juurikunnan.

4.6. Maaritelma. Olkoon K = (K, +, ) kunta ja a € K|[x], missa deg(a) > 0. Polynomin a
sanotaan olevan juurtamalla ratkaistavissa, jos on olemassa kunnan K juurroslaajennus L,
joka siséltaa polynomin a juurikunnan.

4.7. Maaritelma. Tarkastellaan kuntalaajennusta kunnasta K = (K, +, ) kuntaan L = (L, +, ).
Téamaéan kuntalaajennuksen Galois’n ryhmd on automorfismien joukko

Gal(L/K)={f:L=L|fK =idg }

varustettuna kuvausten yhdistamisella.

Huomautus. Selvasti
Gal(L/K) C Sym(L) = {f:L — L | f on bijektio -

On suoraviivaista osoittaa, etta (Gal(L/K), o) on itse asiassa (Sym(L), o):n aliryhma.
4.8. Lause. Olkoon L = (L, +,-) polynomin a € K[x| juurikunta, ty,...,tn—; a:n juuret
L:ssd ja f € Gal(L/K)
a) Run i€ {0,...,n — 1}, niin jollakin j € {0,...,n — 1} pdtee f(t;) = t;.
b) Jos jokaisella i € {0,...,n — 1} pdtee f(t;) = ti, niin f = id;.
¢) (Gal(L/K), o) on isomorfinen symmetrisen ryhmdn Sym({to,...,tn_1}) aliryhmdin
kanssa.
Todistus. (hahmotelma)
a) Merkitdan a = ), axx® € K[x]. Koska t; on a:n juuri ja f € Gal(L/K), niin

n
at) = ) axti* =0,
k=0
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mista seuraa

0 = (0) = - (Z axti ) = Y f@f(t)* = > arf(ty)* = a(f(ty)
= k=0

k=0

eli f(t;) on a:n juuri. Siis f(t;) = t; jollakin j € {0,...,n — 1}.

b) Roska L = K(to,...,tn—1), niin kaikki L:n alkiot voidaan kirjoittaa rationaalilausek-
keina juurten tg, ..., tn_; avulla. Todellakin: L on renkaan K [to, tn_1] jakokunta.
Siis jokaisella u € L on esitys u = cd~ !, missd ¢, d € K[tg,...,tn_ 1] ja on helppoa
nahda, etta f(c) = ¢ ja f(d) = d, joten f(u) =

b) Roska L = K(to,...,tn_1), niin kaikki L:n alkiot voidaan kirjoittaa rationaalilausek-

keina juurten to,...,t, ¢ avulla. Todellakin: L on renkaan K [to, tn_1] jakokunta.
Siis jokaisella u € L on esitys u = cd™ !, missd ¢, d € K[tg,...,tn_ 1] ja on helppoa
nahda, etta f(c) = ¢ ja f(d) = d, joten f( )

c) Ryseinen isomorfismi on f — f[{ty,...,th— 1} O

Edellinen lause palauttaa kysymyksen, onko polynomi juurtamalla ratkaistavissa, rghmateoreettiseksi

ongelmaksi. Galois'n teorian kannalta keskeinen ryghmateoreettinen kasite on ryhmaén ratkea-
vuus. Aikapulan takia tassa tyydytaan hahmottelemaan tahan liittyva teoriankehittely.

4.9. Lause. Juurroslaajennusten Galois’n rghmdit ovat ratkeavia. O

4.10. Fakta. Viiden alkion symmetrinen ryhma ei ole ratkeava.

4.11. Fakta. Polynomin x° — 4x + 2 € Q[x] juurikunnan Galoisn ryhmé on isomorfinen
5 alkion symmetrisen ryhman kanssa.
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