1 Kuntateoriaa

Luonnollisiin kieliin on jo hyvin varhaisessa vaiheessa sisalletytty ilmaisuja, jotka viit-
taavat positiivisiin kokonaislukuihin. Kaytannossa ei myoskéan tulla toimeen ilman murto-
lukuja, ja kieleen ovat muodostuneet esimerkiksi ilmaisut 'puoli’ ja ’kolmannes’. Matemaat-
tiselta kannalta katsoen tama tarkoittaa, etta kokonaislukujen rengas (Z, +, -) on kdytannon
tarpeisiin riittamaton, koska ensimmaisen asteen yhtalolla mx = n ei aina ole ratkaisua, kun
m,n € Z, vaikka pétisi n # 0.

Yleisemmin nousee esille seuraava kysymys, kun tyoskennellaan renkaassa R = (R, +, -):
Roska ensimmaisen asteen yhtalolla ax + b = ¢, missa a,b,c € R, a # 0, ei valttamatta ole
ratkaisua, olisiko R mahdollista laajentaa kunnaksi K? Eraassa tilanteessa tama osoittautuu
mahdolliseksi, ja syntyvda minimaalista laajennusta kunnaksi nimitetdan renkaan R jako-
kunnaksi, mita kasitelladn ensimmaisessa aliluvussa.

Runnassa jokaisella ensimmaisen asteen yhtalolla on ratkaisu. Voidaan ryhtyéa ahneiksi
jaruveta etsimdan kunnalle laajennusta, jossa kaikilla polynomiyhtéaloilla on ratkaisu; tallaista
kuntaa kutsutaan alkuperaisen kunnan algebralliseksi sulkeumaksi. Tassa luvussa ei kuiten-
kaan esiteta algebrallisen sulkeuman konstruktiota, vaan algebran tutkimus on osoittanut, etta
on hedelmallista tarkastella vaatimattomampia kuntalaajennuksia, joissa on lahtokuntaan lii-
tetadn jonkin yksittaisen polynomiyhtélon ratkaisu. Naita tarkastellaan luvun loppupuolella.

1. Jakokunta

Runnan alirenkaat ovat aina kokonaisalueita. Tama heréattdaa luonnollisen kysymyksen,
karakterisoiko tama ominaisuus kokonaisalueet eli onko jokainen kokonaisalue jonkin kun-
nan alirengas. Vastaus on myonteinen.

1.1. Lause. Jokaista kokonaisaluetta R = (R, +, -) vastaa sellainen kunta K = (K, +, -), ettd
R on kunnan K alirengas ja jokainen t € K voidaan esittéd muodossa t = ab™!, missd
a,beR b #0.

Todistus. Todistuksen idea on yksinkertainen: Roska halutaan konstruoida kunta K, jolla
on R alirenkaanaan, niin tassa kunnassa tagtyy tietenkin olla alkio ab—! jokaista alkioparia
(a, b) kohti, missda a,b € R, b # 0. Toisaalta jos a,b,c,d € R, b,d # 0, niin kunnassa K
taytyy olla voimassa

a ¢ ad+bc

o=
b d bd
ts. normaali murtolausekkeiden yhteenlaskumenetelma patee. Runnan tulee siis olla kons-
truoitavissa edellisten kaltaisten parien (a, b) kautta. Toisaalta, kuten lavennussaannoista
tiedetdan, niin jokaisella T € R . {0} pétee (ra)(rb)~! = ab~!, kun a, b € R, b#0. Siis samaa
kunnan alkiota vastaa yleisesti ottaen moni renkaan pari (a, b). Todistus tulee olemaan siten
kaksivaiheinen: Ensin konstruoidaan yo. pareista apurakenne, joka ei toteuta aivan kaikkia
kunta-aksioomia. Sitten samastetaan pareja lavennussaannon mukaisesti, ja konstruktio on
valmis. Suunnitelma ei ole monimutkainen, mutta tekninen toteutus sisaltaa lukuisia vaiheita.
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Varustetaan néin ollen joukko R x (R ~ {0}) sopivilla ghteen- ja kertolaskuilla: kun
a,b,c,d € Rjab,d # 0, niin

(a,b)+(c,d) =(ad + bc,bd) ja
(a> b) ) (C) d) = (CIC, bd)'

Huomattakoon, ettd tulon nollasdannon nojalla bd # 0. Tarkastellaan rakennetta (R x (R ~
{0}), +, -) ja sen perusjoukon relaatiota

(a,b)~(c,d) <= ad =bc.

Olkoot a,b,c,d,e,f € R, b, d, f # 0. Laskutoimitukset ovat liitdnnaisia ja vaihdannaisia
renkaan R vastaavien laskulakien perusteella, silla

((a,b) +(c, d)) + (e, f) = (ad + bec, bd) + (e,

f)
(ad + be)f + (bd)e, (bd)f)
a(df) + b(cf + de), b(df))
a, b) + (cf + de, df)
a,b) + ((c, d) + (e, ),
ac, bd) - (e, f) = ((ac)e, (bd)f)
a(ce), b(df)) = (a, b) - (ce, df)
a,b)- ((c, d)- (e, 1)),
ad + be, bd) = (cb + da, db)

d) +(a, b)

(a,0) - (c,d)) - (e, )

(
(
(
(
(
(
(
(

(a,b)+(c, d) =

- (c,

ja
(a> b) ’ (C> d) = (aC> bd) = (Ca> db) = (C> d) : (a> b)'
Yhteenlaskulla on neutraalialkio (0, 1), silla
(a,b)+(0,1)=(a-1+b-0,b-1)=(a,b)=(0-b+1-a,1-b)=(0,1)+(a,b).
Rertolaskun neutraalialkio on vastaavasti (1, 1), silla
(a>b)'(1>1) = (a' Lb- 1) :(a>b):(1 -a, 1 'b) = (131)'(a>b)'
Siis (R x (R ~ {0}),+) ja (R x (R ~ {0}), ) ovat vaihdannaisia monoideja, eivat kuitenkaan
vélttamatta Abelin ryhmia.
Osoitetaan seuraavaksi, etta ~ on kongruenssi molempien laskutoimitusten suhteen. RKun

a,b,c,d,e, f € R, b,d,f #0, niin

1) (a,b)~(a,b),silla ab = ba,

2) Jos (a,b) ~ (c, d) eli ad = bc, niin ¢b = bc = ad = da, joten (c, d) ~ (a, b),
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3) Jos (a,b) ~ (c,d) ~ (e, f), niin ad = bc ja cf = de, joten adf = bef = bde, josta saa-
daan edelleen kertolaskun vaihdannaisuuden tihden d(af) = d(be). Supistussaannon
mukaan siis af = be eli (a, b) ~ (e, f), silla d # 0.

Siis ~ on ekvivalenssirelaatio. Kun (a, b) ~ (a’, b’) ja (c, d) ~ (c’d’), niin

(a,b)+(c,d) = (ad + bc, bd) ja
(@, b')+(c',d') = (a'd +b'c/,b'd)

seka
ab’ =ba’jacd =dc/,
joten
(ad +be)b’d’ = ab’(dd’) + c¢d’(bb’) = ba’(dd’) + dc’(bb’) = (a’d’ + b’c’)bd
eli
((1, b) + (C) d) ~ (a/) b/) + (C/> dl)'
Lisaksi
(a> b) : (C> d) = (aC> bd) ~ (a/C/> b/d/) = (a/> b/) : (C/> dl)»
silla

(ac)(b’d’) = (ab’)(cd’) = (ba’)(dc’) = (a’c’)(bd).

Siis ~ on kongruenssi molempien laskutoimitusten suhteen. Voidaan siksi muodostaa te-
kijarakenne (R x (R~{0})/~, +, -), jossa laskutoimitusten liitinnaisyys ja vaihdannaisuus séilyy.
Yhteenlaskun neutraalialkio on [(0, 1)]. ja kertolaskun [(1, 1)]-.
Merkitaan yksinkertaisuuden vuoksi|a, b] = [(a, b)]-, kun (a, b) € Rx(R~{0}). Jokaisella
[a, b] pétee
[a,b]+[—a,b]=[a-b+b-(—a),b-b]=[0,b-b]=[0,1],

silla 0- 1 =0 =b?. 0. Lisdksi jos a # 0, niin [b, a] on maaritelty ja
[a,b]-[b, a] =[ab, ba] =[1, 1],

silla ab - 1 = ab = ba = ba - 1. Siis vasta-alkiot ja kdanteisalkiot ovat olemassa.
Run a,b,c,d,e,f € R, b,d, f # 0, niin

(a,b)- ((c, d) + (e, ) = (a, b) - (cf + de, df)
(a(cf + de), b(df)) = (acf + ade, bdf)

ja
(a,b) - (c,d)+(a,b)- (e, f) = (ac, bd) + (ae, bf) = ((ac)(bf) + (bd)(ae), (bd)(bf))
= (b(acf + ade), b(bdf))
~ (acf + ade, bdf),

38



joten
[a,b]- ([c, d]+[e, f]) = [acf + ade, bdf] = [b(acf + ade), b(bdf)]
= [a> b] ) [C> d] + [Cl, b] ’ [e> f]'
Raikkiaan on nyt néaytetty, etta (R x (R ~ {0}), +, -) on kunta. Osoitetaan, etta (R, +, )
voidaan upottaa tdhan kuntaan eli on olemassa injektiivinen homomorfismi h:R — R x

(R \ {0})/~. Maéritellaan tama asettamalla h(a) = [a, 1], kun a € R. h on injektio, silla jos
h(a) = h(b)eli[a,1]=[b, 1] nina=a-1=1-b=>b. Kun a,b € R, niin

h(a) + h(b) =[a, 1] +[b,1]=[a-1+1-b,1-1]=[a+b,1]=h(a+Db)
ja
h(a) - h(b) =[a, 1]-[b,1] =[a- b, 1- 1] =[ab, 1] = h(ab).

Siis h on myos homomorfismi. Koska R voidaan upottaa kuntaan, silld on myos laajennus,
joka on kunta. Kun a,b € R, b # 0, niin

[a, b] = [a, 1]-1, b] = [a, 1] [b, 1] = h(a) - h(b) .

Siis talta laajennukselta K voidaan myos vaatia, ettd jokainen alkio t € K voidaan esittaa
muodossa t = ab~!, missd a,b € R, b #0. O

1.2. Maaritelma. Edella konstruoitua R:n laajennusta kutsutaan R:n jakokunnaksi.

Huomautus. On varsin vaivatonta osoittaa, ettd lauseessa esitetyt ehdot K:lle maarittavat
jakokunnan isomorfiaa vaille gksikasitteisesti.

1.3. Esimerkki.
a) Rationaalilukujen kunta on selvésti kokonaislukujen renkaan jakokunta.
b) Olkoon K = (K, +, ) kunta. Téall6in kunnan K polynomirengas K|[x] on kokonaisalue,
joten silld on lauseen mukaan jakokunta. Tata merkitdaan K(x) = (K(x), +, -)lla.

2. Kokonaisalueet ja kunnat tekijarakenteina

Tarkastellaan, miten ideaalien ominaisuudet heijastuvat tekijarenkaiden rakenteeseen.

2.1. Maaritelma. Renkaan R = (R, +, ) ideaali on maksimaalinen, jos se on maksimaalinen
sisaltyvyyden suhteen joukossa{] C R | ] on R:n ideaali }, ts. R:n aitojen ideaalien joukossa.
Huomautus.
1) Toinen tapa ilmaista ideaalin I maksimaalisuus on, etta jos ] on R:n ideaali, jolle I C
J] € R, niin joko ] = [ tai ] = R.
2) On tietenkin oleellista rajoittaa maksimaalisten ideaalien etsiminen aitojen ideaalien
joukkoon, silld R itse on triviaalisti suurin R:n ideaaleista.

2.2. Lause. Olkoon R vaihdannainen rengas ja 1 sen aito ideaali. Tdlléin
a) R/1 on kunta, jos ja vain jos I on R:n maksimaalinen ideaali.
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b) R/1 on kokonaisalue, jos ja vain jos I on alkuideaali.

Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd I on maksimaalinen. Tiedetaan, etta tekijarakenne
R/I on vaihdannainen rengas ja Ig,; = 1+1 # 0+ 1 = Og/q, silla I on aito ideaali eika
sisdlla ykkosalkiota. On en&a osoitettava, ettd jokaisella nollasta poikkeavalla alkiolla on
kaanteisalkio. Olkoon a € R \ I, jolloin a + I # L. Tarkastellaan ideaalia

J=(lu{a}).

Huomataan, etta
J={t+raltel,reR}

Nimittain jokaisella t € [ jar € R pétee, etta t € Jjara € |, joten t + ra € J, ja toisaalta ] on
ideaali, silla jos t,t' € [, 7,1/, s € R, niin
(t+ra)—(t'+ra)=(t+th)—(r+1)ae]
S~—~— Y~
el €R
ja
sitt+ra)=_st +(sr)ac/.
(t+70)= st + (s1)ac]
el R

] on siis R:n ideaali, jolle I C TU{a} C J. Koska I on maksimaalinen, niin taytyy olla
] = Rja erityisesti 1 € J. Ykkoselle saadaan siis esitys 1 = t + ra joillakin t € Ija r € R. Siis

(r+Da+)=ra+I=ra+(t+)=(ra+t)+I=1+1

ts.T+1=(a+1)"L
Oletetaan sitten, ettd 1 ei ole maksimaalinen. Tama tarkoittaa, ettd on olemassa R:n
ideaali ], jolle I C J C R = (1). Olkoon a € J\. 1, jolloin erityisesti a+1 # 1. Talloin jokaisella
T € Rpédtee ra € ], joten (r+[)(a+1) =ra+1 # 1 + L Siis alkiolla a + I ei ole kaanteisalkiota.
b) Oletetaan ensin, ettd I on R:n alkuideaali. Olkoot a, b € I alkioita, joille (a+I)(b+1) =
[. Téalloin ab € I, joten koska I on alkuideaali, niin a € [taib € Ielia+1=0+1 tai
b +1=0+ 1 Siis R/I on kokonaisalue.
Oletetaan sitten, ettd I ei ole R:n alkuideaalsi, ts. joillakin a,b € R \ I patee ab € 1.
Talloin
(a+Db+)=ab+1=1
vaikka a+1 #[jab+ 1 # L, ts. tulon nollasdanto ei ole voimassa. 0O
2.3. Esimerkki.

a) (Z, +, -)n ideaalit ovat muotoa mZ, missa m € Z. Parametrista m voidaan olettaa, etta
m > 0, silla mZ = (—m)Z. Télla oletuksella patee

m on alkuluku
<= m on alkualkio (Z, +, -):ssa
<= mZ on alkuideaali (Z, +, -):ssa

<= (Z/mZ,+, ) on aarellinen kokonaisalue.
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Toisaalta mZ C nZ <= m € nZ <= n | m, joten mZ on maksimaalinen, jos
ja vain jos m on alkuluku. Siis (Z/mZ, +,-) on kunta, jos ja vain jos se on aarellinen
kokonaisalue, kun m € Z.

b) Varustetaan Z x Z pisteittdisesti maaritellyilla laskutoimituksilla. Selvasti

{0} x Z ja Z x {0}
ovat tdiman renkaan alkuideaaleja. Ruitenkaan
(Z X Z/{O} X Z)"')');(Z X Z/Z X {O}>+>') ;(Z>+>')

ei ole kunta, joten nama ideaalit eivit ole maksimaalisia.

3. Polynomit ja kuntalaajennukset

3.1. Merkinta. Olkoon R = (R, +, ‘) pseudorenkaan S = (S, +, -) alipseudorengas ja A C
S. Merkitaan talloin joukon R U A virittamén alirenkaan perusjoukkoa R[A]lla. Vastaavaa
alipseudorengasta merkitaan R[A]lla. Jos A = {ag,...,an_1} on &arellinen (n € N), niin
merkitaan yksinkertaisesti Rlay, ..., an—1] = R{ao, ..., an_1}| (ja vastaavasti alirenkaille).

3.2. Maéritelma. Olkoon (R, +, -) vaihdannainen rengas ja n € Z,. Renkaan R = (R, +, ")
n muuttujan polynomirengas R[xo, ..., Xn_1] = (R[X0y ..., Xn_1], +, -) maéritellddn induktii-
visesti niin, ettd kaikilla m € N, m < n, R|xo,...,Xm_1, Xm ]| on renkaan Rxg,...,Xm 1]
(yhden muuttujan) polynomirengas,

ts. Rxo, ..., xXm] = R[xo, ..., xm—1]xm] (ja R[] = R).

Huomautus. Merkinnat ovat keskenaén konsistentteja, silla n muuttujan polynomirengas on
joukon RU{xy, . .., X1} virittiama. Huomattakoon myos, ettd muuttujille joudutaan tietenkin
kayttdmaan eri nimid, joten sekaannuksen vélttdmiseksi on jossakin tilanteessa hyva korostaa,
mitka ovat muuttujia.

3.3. Lemma. Olkoon h homomorfismi vaihdannaisesta renkaasta R = (R, +, -) vaihdan-
naiseen renkaaseen S = (S, +, ). Tdlloin

g:R[x] — S[x], g (Z aixi> = Z h(a)x!
i=0 i=0

on homomorfismi polynomirenkaasta R]|x] polynomirenkaaseen S|[x]

Todistus. Olkoot p, q € R[x]. Esitetdédn naméa polynomit kertoimien avulla: p = Y ", aix',
q=) i ,bix", missi n € Nja agp,...,an,by,...,bn € R Merkitdédn myos a; = b; = 0,
kun i € N, 1 > n. Télloin

gp+q) =g (Z(ai + bi)Xi> = Z h(a; + by)x!
i=0 =0
= Z(h(ai) +h(by))x*' = Z h(a)x' + Z h(bi)x' = g(p) + 9(q)
i=0 i=0 i=0

ja
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n n n n
=) (Z h(aoh(bk_») X = (Z h<a1>xl> PIRCHS
k=0 \ i=0 i=0 §=0
= g(p)g(q). O
34. Lause. Olkoon R = (R,+,-) vaihdannainen rengas ja olkoot a,...,an,_; € R

(n € Z,). Tdllsin on olemassa homomorfismi e n muuttujan renkaasta R|xy, . ..
renkaaseen R, jolle e[R = idg ja e(xi) = ai, kuni € {0,...,n— 1}

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla luvun n € Z. suhteen.
1) Kun n = 1, niin laskuharjoitustehtiavian mukaan sijoitushomomorfismi

m m
eq,: R[X0] = R, eq, (Z rix‘) = Z Tiap"
i=0 i=0

on todella homomorfismi. Selvésti e, (r) = 7, kun v € R, ja eq,(x0) = eq,(1 - xo!)

)Xn—d

1- ap = Qgp.

2) Oletetaan, etta vaite patee arvolla n € Z,. Olkoot ay,...a, € R. Induktio-oletuksen
mukaan on olemassa homomorfismi (g, ... , ,)renkaasta R[xy, ...,%n_]renkaaseen
R, jolle e(q,,....a, IR =1idR ja e,,...,a, ,)(xi) = ai, kuni € {0,...,n — 1}. Lemman
nojalla

m
h:R[Xoy -« oy Xn—1][Xn] = R[xn], (Z PiXn ) = Z e(ao,...,an,l)(pi)xn1
i=0

on homomorfismi renkaasta RJxy,...,Xn]| renkaaseen R[x,]. Siis yhdistetty kuvaus
€(ap,...,an) = €an © NiR[Xp,...,Xn] = R on homomorfismi, missé ey, :R[x,] — R on

sijoitushomomorfismi, jolle ean(xn) an. Kun r € R, niin
€(ag,...,an)(T) = €a, (1)) = €a, (€(ay,...,an (7)) = €a,(r) =T.
Liséksi jokaisella i € {0,...n — 1} patee

e(aﬂy---yan)(xi) = ean(h’(xl)) = ean(e(a()y o an— 1)(XL)) = ean(ai) = aq

seka
e(ao,---,an)(xn) = eq,(h(xn)) = ea,(Xn) = an. O

Huomautus. Téssd todistuksessa maariteltyd homomorfismia e(q,, ... ¢, kutsutaan myos

sijoitushomomorfismiksi.

3.5. Seuraus. Olkoon R = (R,+,-) vaihdannaisen renkaan S = (S,+,") alirengas ja

agy ..., an—1 € S,n € N. Talléin on olemassa yksikdsitteinen homomorfismi h: R[xo, . .

S, jolle h|R = idg ja h(x;) = ai, kuni € {0,...,n —1}.
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Todistus. Lauseen perusteella tiedetaén, etta e(q,, ... an - S[x0y + + y Xn—1] = S on homomor-
fismi, joka toteuttaa lisdehdot (erityisesti e(q,,....a, ) ( Lan_)IS)IR =1ids [R = idg),
mutta jonka lahtojoukko on vaara. Sen sijaan h = e(ao,...,an, )[R on halutunlainen.

Yksikasitteisyys: Tapauksessa n = 1 on kyse siitd, ettd jokainen polynomi p € R[x]
voidaan kirjoittaa muodossa p = }_i-, TiXo", jolloin viitteen ehdoista seuraa

= h(i rixoi> = i h(rqu) = i Z rlao =eq,(p
i=0

i=0 i=0
Yleinen yksikasitteisyys seuraa induktiolla tasta. O

3.6. Maaritelma. Rengasta S kutsutaan renkaan R laajennukseksi, jos R on S:n alirengas.
Jos molemmat ovat kuntia, kdytetadn nimitysta kuntalaajennus.

3.7. Seuraus. Jos vaihdannainen rengas S on R:n laajennus ja S = RJay, ..., an_1]joil-
lakin ag,...,an—1 € S,niin S = R[xy, . .., xn—1]/1, missd I on polynomirenkaan R|x, . ..
ideaali.

Todistus. Run h on edellisen seurauksen homomorfismi ja valitaan I = Ker h, niin renkaiden
homomorfialauseesta seuraa

R[Xo,. . .,Xn_l]/I = (Imh, +, ) =S. O

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa L on K:n aito kuntalaajennus ja L = K[a]. Talloin
a ¢ K ja edellisen seurauksen mukaan L = K][x]/I jollakin polynomirenkaan KJ[x] ideaa-
lilla I. Koska K[x] on paaideaalialue, niin puolestaan I = (p) jollakin polynomilla p € K[x].
Roska L = K][x]|/I on kunta, niin ideaalin I on oltava maksimaalinen. Koska K][x| on jopa
faktoriaalinen, niin I = (p) on alkuideaali, jos ja vain jos p on alkualkio, jos ja vain jos p on
jaoton, jos ja vain jos I = (p) on maksimaalinen. Tallaisten kuntalaajennusten analysoiminen
palautuu siis jaottomien polynomien tutkimiseen.

Ensimmainen havainto polynomien jaottomuudesta on, ettd ensimmaisen asteen poly-
nomit ovat ainoita jaottomia polynomeja, joilla on juuria. Toisaalta ne ovat nimittdin selvasti
jaottomia kuntakertoimisessa tapauksessa. Toisaalta jos a € K on polynomin p juuri, niin
X — a | p, joten p ei ole jaoton, jos deg(p) > 1. Juurettomuudesta ei kaédntaen seuraa yleisesti
jaottomuutta, mutta seuraava tulos voidaan alhaisasteisille polynomeille todistaa.

3.8. Lause. Tarkastellaan kunnan K = (K, +, -) polynomirengasta K[x| ja sen polynomia
p € K[x| jolle deg(p) = 2 tai deg(p) = 3. Tdlléin p on jaoton, jos ja vain jos silld ei ole
juuria.

Todistus. Edella on jo todettu, etta p ei voi olla jaoton, jos silld on juuria. Oletetaan kééntéen,
etta p olisi jaollinen, ts. p = qr, missa kumpikaan polynomeista p ja q ei ole vakiopolynomi
(eli tassa tapauksessa yksikko). Koska deg(p) = deg(q) + deg(r) € {2, 3}, niin deg(q) = 1 tai
deg(r) = 1. Voidaan olettaa, etta deg(q) = 1, jolloin q = cx + d joillakin ¢, d € K ja —d/c on
g:n ja siten myos p:n juuri. O
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3.9. Esimerkki. Etsitaan kunnan Z, = (Z/2Z, +, -) polynomirenkaan jaottomat polynomit,
joiden aste on korkeintaan 3.

p p(0) p(1) JJ%EEEE jaottomuus
x 0 1 {0} jaoton
x+1 1 0 {1} jaoton
x? 0 1 {0}
x2+1 1 0 {1}
x2 +x 0 0 {01}
xP+x+1 11 o jaoton
x3 0 1 {0}
X3+ 1 1 0 1}
xS+ X 0 0 {01}
X +x+1 11 o jaoton
x5+ x? 0 0 {01}
¥ +xr+1 11 o jaoton
xX+xr+x 01 {0}
Xext+x+1 10 {1}

Etsityt jaottomat polynomit ovat siis x, x + 1, x* +x + 1, x> + x + 1 ja x> + x* + 1.

Jatketaan esimerkkia tarkastelemalla erityisesti jaotonta polynomia x* + x + 1. Jaot-
tomuudesta seuraa siis, ettd (x> +x + 1) on maksimaalinen ideaali ja Z,[x]/(x* + x + 1) on
kunta. Jokaisella p € (Z/2Z)[x| on jakoyhtédlon nojalla olemassa sellaiset q, v € (Z/27Z)[x],
etta \

p=(x"+x+1)-q+m,

missd deg(r) < deg(x® + x + 1) = 3, jolloin

3 3

P+(xX’+x+1) =1+ (x> +x+1).

Koska polynomeja v € (Z/2Z)[x], joille deg(r) < 2, on 23 = 8 kappaletta, niin kunnassa
Zsy|x]/{(x* + x + 1) on korkeintaan 8 alkiota. Toisaalta jakoyhtalon jaon yksikasitteisyydesta
seuraa, ettd T+ (x> +x+ 1) #7/ + (x3 +x + 1), kun v # 1/, deg(r) < 2 ja deg(r’) < 2.

Merkitdan I = (x* +x + 1). Konkreettisissa laskuissa on kéytannéllista merkita p =
q (mod I), kun p,q € (Z/2Z)x|. Yhteen- ja kertolaskutauluissa esiintyy alkioiden sijasta
ekvivalenssiluokkien edustajia eli polynomeja.

+ 0 1 X x+1 x2 x2+1 xEP+x xPex+1
0 0 1 X x+1 x* x*+1  xF+x xP+x+1
1 1 0 x+1 X x2+1 x2 X +x+1 xP+x
X X x+1 0 1 x2+x xE+x+1 X2 x2+1
x+1 x+1 X 1 0 x*+x+1 x*+x x*+1 x2
x2 x? x2+1  x2+x xE+x+1 0 1 X x+ 1
x2+1 | x*+1 X2 xX+x+1 xXP+x 1 0 x+1 X
x2+x | x2+x xX*+x+1  x? x?+1 X X+ 1 0 1
rx+1Ux2+x+1 x2+x x2+1 x2 x+1 X 1 0
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0 1 X x+1 x2 x2 +1 x2+x  xP4+x+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 X x+1 x2 x2 +1 x2+x xXP4+x+1
X 0 X x? X2 +x x+1 1 ¥ +x+1 x*+1
x+1 ] 0 x+1 x% +x X241 x*P+x+1 x2 1 X
x2 0 x2 x+1 xT+x+1 x*+x X x2+1 |
xX2+1]0 x*+1 1 x2 X x2+x+1 x+1 x2 +x
xX2+x | 0 x*+x xP4+x+1 1 x? +1 x+ 1 X x2
x2+x+10x2+x+1 x*+1 X 1 x% +x x? x+1
Esimerkiksi
x- ==+ +x+1)=x+1 (mod I),

(x+DEE+x) =xd+x* +xP+x =% +x

=x}+x+(C+x+1)=1 (mod I)

ja

2 2

ot =xt =t x (3

+x+D)=xt+xt+xl+x=x*+x (mod I).

4. Rationaalikertoimisten polynomien jaollisuusoppia

4.1. Maaritelma. Kokonaisalueen R = (R, +, -) polynomirenkaan alkiota p € R[x| kutsutaan
pddpolynomiksi, jos sen korkeimman asteen termin kerroin on 1, ts. p = x™ + ¢, missa q €

R[x| ja n = deg(p) > deg(q). Polynomi p = Y ", aix' on primitiivinen, jos sen kertoimien
suurin yhteinen tekija on 1.

4.2. Lemma. Primitiivisten kokonaiskertoimisten polynomien tulo on primitiivinen.

Todistus. Oletetaan vastoin véitettd, etta on olemassa primitiiviset f, g € Z[x|, joille fg ei
ole primitiivinen. On siis olemassa alkuluku p, joka jakaa kaikki polynomin fg kertoimet.
Tarkastellaan kanonista homomorfismia h: Z — Z/pZ ja sithen luonnollisella tavalla liittyvaa

polynomirenkaiden valista homomorfismia h: Z[x] — (Z/pZ)[x],

h <Z aixi> = Z h(a)x'.

Tiedetadn, etta ~ L
0 = R(fg) = R()(g).

Koska Z,, on kunta, niin Z,[x] on kokonaisalue, joten h(f) = 0 tai h(g) = 0. Edellisessi

tapauksessa p jakaa kaikki polynomin f kertoimet, jalkimmaisessa tapauksessa g:n. Siis f tai

g ei ole primitiivinen. [
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4.3. Lemma. Olkoon f € Q[x], f # 0. Tdll6in on olemassa yksikdsitteiset primitiivinen
f* € Z|x] ja kerroin c(f) € Q. ={q € Q| q > 0}, joille f = c(f)f*. Jos f € Z[x], niin
c(f) € Z.

Todistus. Kirjoitetaan
mn

-3
i=0

(11'_ i
—X
by’

missa ai, bi € Z, by #0,kun i € {0,...,n}. Talloin

Olkoon D polynomin f kertoimien positiivinen tai negatiivinen suurin yhteinen tekija sen
mukaan, kumpi on samanmerkkisen tulon []i-, b; kanssa. Talloin f* = f- D~! € Z[x] on
primitiivinen ja ¢(f) = D/ [ [, bi > 0. Selvésti f = ¢(f) - f* ja jos f € Z|x], niin ¢(f) = D € Z.

Todistetaan esityksen yksikasitteisyys: Olkoot e € Q, ja primitiivinen h € Z|x| sellaiset,
etta f = eh. Télloin on olemassa u,v € Z, joille syt(u, v) = 1 ja uf* = vh. Rirjoitetaan

missd s; € Z, kun i € {0,...,n}. Koska uf* = vh, niin u | vs; jokaisella i € {0,...,n}.
Roska syt(u,v) = si, tasta seuraa u | si. Mutta h on primitiivinen, josta seuraa uw = =+1.
Samoin v = £1. Merkkiehdosta seuraa u = v, joten f* = hjac(f)=e. O

4.4. Maaritelma. Lemman vakiota c(f) kutsutaan polynomin f € Q[x]| sisdlléksi.

4.5. Lemma. Kun f, g € Q[x] \ {0}, niin
c(fg) = c(f)c(g)-

Todistus. Koska polynomeille f ja g saadaan esitykset f = ¢(f)f* ja g = c(g)c*, missa f* ja g*
ovat primitiivisia, niin

fg = c(f)c(9)f"g"
Roska f* ja g* ovat primitiivisid, niin lemman 4.2 nojalla f*g* on primitiivinen. Lisaksi
c(f)c(g) > 0, joten edelld on haluttu esitys, jossa ¢(fg) = c(f)c(g). Tulos seuraa siis esityksen
yksikasitteisyydesta. O

4.6. Gaussin lause. Olkoon f € Z|x| Jos on olemassa sellaiset polynomit go, hy € Q[x],
joille
f= 90h0>

niin on olemassa myos sellaiset g, h € Z|[x], joille
f = gh, deg(g) = deg(go) ja = deg(h) = deg(hy).
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renkaassa (Z|x], +, -), niin f on jaoton renkaassa (Q[x], +, -).

Todistus. Taman alaluvun lemmojen mukaan gy = c(go)g; ja hy = c(g)h;, missa g, hj €
Z|x] ovat primitiivisia. Edelleen tiedetdan, etta

c(go)e(ho) = c(goho) = c(f) € Z.

Siis g = ¢(go)c(ho)gg € Z[x] ja h = h§ € Z|x] ovat polynomeja, joille gh = c(go)c(ho)gihs =
goho = f, deg(g) = deg(go) ja deg(h) = deg(hy).
Lauseen lisaviite seuraa suoraan jo todistetusta. [

4.7. Lause. Olkoon f € Z|x| pdadpolynomi ja p alkuluku. Olkoon W:7Z — Z/pZ ka-
noninen homomorfismi ja h: Z[x] — (Z/pZ)[x] siihen liittyvé polynomirenkaiden vilinen
homomorfismi. Télléin jos h(f) on jaoton Z,[x|ssd, niin f on jaoton (Q[x], +, -):ssd.

Todistus. Oletetaan, etti h(f) on jaoton Z,[x|ssid. Koska f on paapolynomi, deg(h(f)) =
deg(f). Koska h(f) on jaoton, se ei voi olla vakiopolynomi. Oletetaan vastoin vaitettd, etta
f olisi jaollinen (Q[x], +, -):ssa. Edellisen lauseen mukaan f jakautuisi talloin alempiasteisiin
tekijoihin jo (Z[x], +, -):ssé, ts. patisi f = qr, missa q,r € Z|x|, deg(q) < deg(f), deg(r) <
deg(f). Koska (Z[x], +, ) on kokonaisalue, q:n ja m:n korkeimpien asteiden termien tulo on f:n
korkeimman asteen termi, ts. 1. Voidaan siis olettaa, ettd g ja r ovat padapolynomeja. Saadaan

h(f) = h(qr) = R(q)h(),

missd deg(h(q)) = deg(q) < deg(f) = deg(h(f)) ja deg(h(r)) < deg(h(f)), miké on ristiriidassa
h(f):n jaottomuuden kanssa. O

4.8. Esimerkki. Onko x* +20x* + 11x + 2013 jaoton (Q[x], +, -):ss4? Muodostetaan homomor-
fismi h: Z[x] — (Z/27)|x] kuten lauseessa, jolloin h(x® + 20x? + 11x + 2013) = x> + x + 1, joka
on jaoton Z[x|ss4, silla se on kolmatta astetta, mutta silla ei ole juuria:

0C+0+1=1#0jal’+1+1=1#0.

Siis alkuperainen polynomi x* + 20x* + 11x + 2013 on jaoton.

4.9. Eisensteinin kriteerio Olkoon a = Y 1'  aix' € Z|x} missd n = deg(a) > 0, ja olkoon
p alkuluku. Oletetaan, etti p | a; jokaisella i € {0,...,n — 1}, mutta p { an, p* 1 ao.
Tdlloin a on jaoton (Q[x], +, -):ssd.

Todistus. Tarkastellaan jélleen kanonista homomorfismia h:Z — 7Z/pZ ja siihen liittyvaa
polynomirenkaiden homomorfismia h: Z[x] — (Z/pZ)[x]. Siis

h(a) = Z h(a)x' = anx™,
i=0

missd a,, = a, + pZ. Oletetaan vastoin vaitettd, ettd a olisikin jaollinen, ts. a = bc, missa
deg(b) < deg(a) ja deg(c) < deg(a). Tasta seuraa

an,x" = h(a) = h(b)h(c).
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Roska Z; on kunta, niin polynomirengas Z, (x| on faktoriaalinen. Téasta seuraa, etta

h(b) = ux™ ja h(c) = vx*,

missa w,v € Z/pZ ~ {0} ja m,k € Z,. Siisp | bgjap | co, missda by on bn ja ¢y c:n
vakiotermi. Téasta saadaan p2 | boco = ap, mika on vastoin oletusta. O

Rasitellaan Eisensteinin kriteerion esimerkkisovelluksena syklotomisia polynomeja.

4.10. Maaritelma. Kun p on alkuluku, p:s syklotominen polynomi on
p—1
O, = in € Z|x].
i=0

Selvasti

4.11. Lemma. Run p on alkuluku, niin jokaisella k € {1,2,...,p — 1} pdtee

v (7))

Todistus. Tiedetéan, ettd (?) = (p)i/k!, missd kertomapotenssi (p),. méaéritellaan induktiivi-

sesti: (p)o = 1, (P)i+1 = (p)i - (p — 1). Selvésti

kun k € {1,2,...,p — 1}, joten

Pl (E) tai p | kl.

Ruitenkaan p 1 k!, koska p 1 j milldan j € {1,...,k}. Siisp | (E) O

4.12. Lemma. Olkoon R = (R, +, ‘) vaihdannainen rengas ja t € R. Talléin
n n .
f:R[x] = R[x], f(Z apc‘) = Z ai(x +t)*
i=0 i=0

on polynomirenkaan R|x| automorfismi. O
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4.13. Lause. Run p on alkuluku, p:s syklotominen polynomi @, on jaoton (Q[x], +, -):ssa.

Todistus. Edellisen lemman mukaan @, on jaoton, jos ja vain jos @, (x + 1) on jaoton. Roska
xP —1=(x—1)0yp,

niin
(x+1)P — 1 =xDp(x + 1),

misté saadaan @ (x + 1) = Z}D:BI (].El)xj. Kertoimista havaitaan, etta

(6-T01)= ()=

jakunj €{0,...,p—2}niinj+1€{l,2,...,p—1}ja

PI(0)
2+

Siis Eisensteinin kriteerion mukaan @, (x + 1) on jaoton. Siis myos @, on jaoton. [

seka
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