[ Vaihdannaiset renkaat

1. Peruskasitteita

Rerrataan ensin talla kurssilla tarvittavia, suurelta osin Algebra I'sta tuttuja algebrallisten
rakenteiden maaritelmia. Kaydaan ensin lapi yhden laskutoimituksen rakenteen tietosana-
kirjamaisesti, esimerkeitta.

1.1. Maéaritelméa. Yhden laskutoimituksen rakenne (S, %) on puoliryhma, jos laskutoimitus
on liitdnndinen eli kaikilla x,y,z € S patee

(xxy)*xz=xx*(y *2).

1.2. Maaritelma. Puoliryhméa (M, %) on monoidi, jos laskutoimituksella x on neutraalial-
kio e, jolle
X*xe=ex*xX=X,

kun x € M. Jos laskutoimitusta merkitdan yhteenlaskusymbolilla +, niin neutraalialkiota
nimitetadn yleensa nolla-alkioksi ja merkitaan symbolilla 0, jos taas kertolaskusymbolilla,
niin neutraalialkiota nimitetaan tavanomaisesti ykkdsalkioksi ja merkitaan symbolilla 1.

1.3. Maaritelma. Monoidi (G, -) on ryhmad, jos jokaisella x € G on kddnteisalkio y, jolle
X-y=y-x=e.

Raanteisalkiota merkitaan yleensa y = x~ L paitsi, etta kaanteisalkioita yhteenlaskujen suh-
teen kutsutaan vasta-alkioiksi ja merkitadn y = —x.

1.4. Maaritelma. Ryhma (A, +) on Abelin ryhmad, jos laskutoimitus + on vaihdannainen, ts.
kaikille x,y € G pétee
X+Yy=Y+X.

Raikkiaan siis saadaan: Yhden laskutoimituksen rakenne (A, +) on Abelin ryhmd, jos
1) + on liitannainen eli kaikilla x, y,z € A pétee

(x+y)+z=x+(y +2),
2) laskutoimituksella + on neutraalialkio e, jolle
X+e=e+x=x,

kun x € A,
3) jokaisella x € A on vasta-alkio —x, jolle

x+(—x)=(—x)+x=e
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ja
4) + on vaihdannainen, ts. kaikille x,y € A patee

X+Yy=Yy+x.

Siirrytaéan tarkastelussa kahden laskutoimituksen rakenteisiin:

1.5. Maaritelma. Kahden laskutoimituksen rakenne (R, +, -) on pseudorengas, jos
1) (R, +) on Abelin ryhma,
2) (R, -) on puoliryhma ja
3) yhteen- ja kertolasku osittelevat molemmilta puolilta, ts.

X(y +z) =xy +xzja(x +y)z = xz + yz,

kun x,y,x € R.

1.6. Maaritelma. Kahden laskutoimituksen rakenne (R, +, -) on rengas, jos
1) (R, +) on Abelin ryhma,
2) (R, -) on monoidi ja
3) yhteen ja kertolasku osittelevat molemmilta puolilta.
(Pseudo)rengas on vaihdannainen, jos sen kertolasku on vaihdannainen.

Renkaat (R, +, -) ovat siis yksikéllisid pseudorenkaita, ts. niissa kertolaskulla on neutraa-
lialkio eli on olemassa sellainen 1 € R, etté kaikille x € R pateex -1 =1-x = x.

Varoitus: Terminologia ei valitettavasti rengasteoriassa ole yhtenaista, vaan eri lahteissa
renkaalla tarkoitetaan eri asioita. Joskus renkaaksi nimitetaan luentojen pseudorengasta,
joskus vaihdannaista rengasta.

1.7. Esimerkki.
Seuraavista esimerkeista suuri osa on Algebra I:sta tuttuja, joten perustelut enimmaékseen
ohitetaan. Rohdan d perustelu lykéataan myohemmaéksi.
a) Tutut lukujoukot Z, Q, R ja C ovat renkaita tavanomaisilla yhteen- ja kertolaskuilla
varustettuina.
b) Zy =(Z/mZ,+, ) on rengas, kun m € Z,.
c) Raikki yllaolevat ovat vaihdannaisia renkaita. Reaalisten 2 x 2-matriisien rengas (M3 (R), +, -)
ei ole vaihdannainen, missa

MZ(R)={(S z) Ia,b,c,dER}.

d Gaussin kokonaisluvut muodostavat renkaan (G, +, -), missa
G={a+bi|la,beZ}.
e) Toisaalta joukkoa X = {a+bw | a,b € Z}, missa w = v/2, ei voi varustaa tavanomaisilla
laskutoimituksilla niin, ettd syntyisi rengas, silla X ei ole kertolaskun suhteen suljettu

(HT).
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f) Rakenteet (mZ, +, -) ovat pseudorenkaita, vaan eivéit renkaita, kun m € Z, jam > 2.
Mikaan alkioista x € mMZ ei nimittain toteuta yhtaloa x*> = x, jonka ykkosalkiot aina
toteuttavat.

1.8. Maaritelma. Pseudorengas S = (S, +/, ) on pseudorenkaan R = (R, +, -) alipseudoren-
gas, jos S C R ja S perii laskutoimitukset R:t4, ts. +' = +[(S x S)ja -/ = -[(S x S). Siis kun
X,y € S, niinx+y=x+yjax’'y=x-y.

Jos tédssa tassa S ja R ovat jopa renkaita ja S ei ole ainoastaan renkaan R alipseudoren-
gas, vaan patee myos 1g = 1g eli renkailla on samat ykkosalkiot, niin rengasta S kutsutaan
renkaan R alirenkaaksi.

Huomautus. Renkaan R alipseudorengas S ei ole siis automaattisesti alirengas, vaikka se
itsessaan olisikin rengas, silla on mahdollista, ettd 1g # 1 (esimerkkeja laskuharjoituksissa).

1.9. Lause. (Alipseudorengaskriteetit) Jos S = (S,+,-') on pseudorenkaan R = (R, +, ")
alipseudorengas, niin kaikilla x,y € S pitee x —y € Sjax-y € S. Lisiksi S # ©O.
Rddntden: Jos S # J on Rin sellainen osajoukko, ettd kaikilla x,y € S pdteex —y € S ja
x -y € S, niin (S, +,-") on R:n alipseudorengas, missi +' = +[(S x S) ja - = -|(S x S) ovat
perityt laskutoimitukset.

Todistus. Olkoon S = (S, +, /) pseudorenkaan R = (R, +, -) alipseudorengas. Téll6in kaikilla
x,y € S pétee x+'y € S, koska S on pseudorengas. Koska S perii R:n laskutoimitukset, niin
x+Y =x+"y € S. Vastaavasti paatellaan x - y € S, ts. perimisehdoista seuraa, etta joukon S
tulee olla R:n laskutoimitusten suhteen suljettu. Koska (S, +’) on Abelin ryhma, niin alkiolla
y € S on vasta-alkio —y € S. Siis kun x,y € S, niin x,—y € Sjax —y = x +(—y) € S.
Lopuksi huomataan, etta S # G, silla 0 € S.

Oletetaan kaantaen, etta S # &, S C R ja S on suljettu R:n vihennys- ja kertolaskujen
suhteen. Téalloin S on myos suljettu yhteenlaskun suhteen, silla kaikilla x,y € S patee 0 = x—
x € Sjax+y =x—(—y) =x—(0—y) € S. Siis S = (S, +, /), missa +' = +[(Sx S)ja-" = -[(S x

€s
S), on kahden laskutoimituksen rakenne, jossa on R:sta perityt laskutoimitukset. Algebra L:lla
on osoitettu, ettd S:n epatyhjyydesta ja vahennyslaskun suhteen sulkeutuneisuudesta seuraa,
ettd (S, +') on Abelin ryhmé. Rakenteen S kertolaskun liitannéaisyys ja osittelulaki seuraavat
nyt siitd, ettd ne ovat universaaleja ominaisuuksia (kaikille kolmikoille patee tietty yhtalo),
jotka kaikki perigtyvat R:sta S:aan. Siis S on pseudorengas. [

1.10. Lause. (Alirengaskriteetit) Jos S = (S,+,-') on renkaan R = (R, +, -) alirengas, niin

1) 1p €S
2) x—Yy €S, kunx,y € Sja
3) x-y €S, kunx,y € S.

Kddntden: Jos S C R toteuttaa ehdot 1-3, niin (S,+,-") on R:n alirengas, missi + =
+[(S x S)ja - =-[(S x S) ovat perityt laskutoimitukset.
Todistus. Roska alirenkaat ovat erityisesti alipseudorenkaita, niin ehdot 2 ja 3 seuraavat

edellisesta lauseesta. Ehto 1 seuraa taas suoraan alirenkaan maaritelmasta. Kaanteinen vaite
seuraa samaten lauseesta ja maaritelmastd, silla jos 1 € S, niin S #0. O
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Huomautus. Roska sekaannuksen vaara on yleensé olematon, alirakenteen laskutoimituksia
merkitadn useimmiten samoilla symboleilla kuin ylirakenteen, ts. yo. alirakennetta merkitaan

S =(S,4+,)

1.11. Esimerkki.
a) Merkitdan G = {a+bi| a,b € Z}, ts. G on Gaussin kokonaislukujen joukko. (G, +, -)
on (C, +, -)n alirengas, silla 1 =1+ 0-i € G C C ja kun a,b € Z, niin

(a+bi)—(c+di)j=(a—c)+(b—d)ie G
€z €7

ja
(a +bi) - (c + di) = (ac —bd)+(bc + ad)i € G.
—_—
€z €z

Gaussin kokonaislukuja tarkasteltaessa on hyva pitaa mielessa niiden geometrinen tul-
kinta: Run joukon G pisteet sijoitetaan kompleksilukujen tasoon, ne muodostavat hila-
pisteiston.

[ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [J [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

b) Merkitaan w = v2jaY = {a+bw + cw? | a,b,c € Z}. Tallsin (Y, +,-) on (C, +,-)n
alirengas (HT).

Huomautus. Yleensid kohdassa a merkittaisiin G = Z[i| ja tassa kohdassa Y = Z|w], mutta
ko. merkintaan liittyy se sisddnrakennettu oletus, etta joukko on renkaan perusjoukko, jota
tassa pyrittiin nimenomaan selvittdimaan. Naista merkinnoista tarkemmin myohemmin.

1.12. Maaritelma. Pseudorenkaan (R, +, -) alkio a jakaa alkion b € R, a | b, jos on olemassa
T € R, jolle ra = b. Voidaan myos sanoa, ettda a on alkion b tekijd.

Huomautus. Tarkemmin ottaen voitasiin erotella toisistaan oikealta ja vasemmalta jakamiset,
jotka eroavat sen mukaan, kirjoitetaanko ehto muotoon ra = b vai ar = b, ja jopa yleisempi
tekijarelaatio, jossa vaaditaan kertoimien 1, s olemassaoloa, joille ras = b. Koska taman
kurssin kiinnostus kohdistuu tekijarelaatioon siina rajoitetussa tilanteessa, jossa rengas on
vaihdannainen tai jopa kokonaisalue, erottelun tekeminen on tasséa epaoleellista.

1.13. Esimerkki. a) Renkaassa (Z, +, -) patee 2 1 3, mutta renkaassa (Q, +, ) on voimassa 2 | 3,
silla 3= 3 - 2.

1.14. Lause. Pseudorenkaan R = (R,+,) jakorelaatio on transitiivinen, ts. jos a | b ja
b | ¢, niin a | ¢, kun a,b,c € R. Renkaassa R jakorelaatio on myos refleksiivinen eli
kaikilla a € R pdtee a | a.

14



Todistus. Olkoot a,b,c € R alkiot, joille a | b ja b | ¢. Talléin on olemassa kertoimet
T,s € R, joille ra = b ja sb = c. Téasta seuraa

c=sb=s(ra)=(sr)aelia]c.
Jos R on rengas, niin jokaisella a € Rpateea=1-aeliala. 0O

Lauseen tuloksen voi ilmaista niin, ettd renkaan jakorelaatio on kvasijarjestys. Roska
pseudorenkaassa R = (R, +, ) pitee aina 0 - a = 0, niin a | 0, kun a € R. 0 on siis tassa
mielessa jakojarjestyksen suurin alkio. Jos R on rengas, niin vastaavasti kaikilla a € R on
voimassa a = a - 1 eli 1 | a, joten pienin alkio tdssd mielessa on 1. Roska kyse on vain
kvasijarjestyksestd, niin pienimpia alkioita voi tosin olla useita.

1.15. Esimerkki. Varustetaan perusjoukko
RR={f|f:R > R}
pisteittaisilla laskutoimituksilla:

f+gR—R, (f+g)(x)="f(x)+g(x),
f-gR—=R, (f-g)x)="~f(x)- g(x)

Voidaan osoittaa, ettd nain syntyva rakenne R = (*R, +, ) on rengas; analysoidaan sen ja-
kojarjestysta. Merkitaan

supt(f) = {x e R | f(x) #0},
kun f € ®R. Jos alkioille f, g € ®*R pétee f | g ja kohdassa x € R on voimassa f(x) = 0, niin

myés g(x) = 0, silld jollakin h € ER pétee g = h- f ja siten g(x) = h(x)f(x) = 0. Siis relaatiosta
f | g seuraa supt(f) O supt(g). Kaantaen: jos supt(f) 2 supt(g), niin voidaan maaritella

h:R — R, h(x) = { g(x)f(x)~!, kunx € supt(g)

0, muuten,

jolloin g = h - f ja siten f | g.
Renkaassa R nolla-alkio on nollakuvaus 0:R — R, 0(x) = 0, jonka pystyy jakamaan
tekijoihin epatriviaaleilla tavoilla: Kun a € R, merkitaan

I, k =
SaiR = R, dalx) = {O) rrllll?u?[(en :
, .

Jos a,b € R ovat eri lukuja, niin 6, - 8y = 0. Naiden ns. nollatekijoiden olemassaolo on
rengasteorian kannalta usein tilannetta komplisoiva asia.

1.16. Maaritelma. Vaihdannainen rengas R = (R, +, ) on kokonaisalue, jos se toteuttaa
supistussddnnén: kaikilla a,b,c € R, jos ab = acjaa # 0, niin b = c.

1.17. Lause. Olkoon R = (R, +, ) vaihdannainen rengas. Tdilléin R on kokonaisalue, jos
ja vain jos tulon nollasddnté on voimassa eli kun a,b € Rja ab =0, niin a=0tai b = 0.
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Todistus. Jos R on kokonaisalue ja ab = 0, mutta a # 0, niin supistussdannén mukaan
yhtalosta ab = a - 0 seuraa b = 0.

Oletetaan kaantaen, etta tulon nollasdantd on voimassa vaihdannaisessa renkaassa R.
Olkoon a, b, ¢ € R alkioita, joille ab = ac ja a # 0. Téalloin

ab=ac=ab—c)=ab—ac=0 = b—c=0=b=c. O
(a#0)

1.18. Lause. Olkoon (R, +, ‘) pseudorengas ja a, b, c,,s sen alkioita, joille a | b ja a | c.
Tdalloin a | vb + sc.

Todistus. Koska a | b ja a | ¢, niin on olemassa alkiot x,y € R, joille xa = b ja ya = c. Siis
b + sc = r(xa) + s(ya) = (rx + sy)a,
jotena|rb+sc. O

1.19. Maaritelma. Vaihdannaisen renkaan R alkiota u kutsutaan yksikoksi, jos u | 1.

1.20. Esimerkki.
a) Kokonaislukujen renkaan yksikot ovat 1 ja —1.
b) Missa tahansa kunnassa K = (K, +, -) yksikkoja ovat kaikki nollasta eroavat alkiot, silla
kun k € K~ {0}, niink -k~ = 1, joten k | 1.
c) Renkaassa ykkosalkio on aina yksikko.

Edella todettiin jo, etta jakorelaatio on kvasijarjestys. Rvasijarjestys ei valttamaétta toteuta
antisymmetrisyyttd, mika tarkasteltavassa tapauksessa tarkoittaa, ettd on mahdollista, etta eri
alkioille a ja b patee a | bjab | a.

1.21. Maéritelma. Pseudorenkaan R alkiot a ja b ovat liittoalkioita, jos a | bjab | a.

1.22. Lause. Olkoon R = (R, +, ) kokonaisalue ja a,b € R. Tdllsin a ja b ovat liittoal-
kioita, jos ja vain jos jollakin yksikélld u € R pdtee b = ua.

Todistus. Jos a ja b ovat liittoalkioita, niin joillakin u € R jav € R patee b = ua ja a = vb.
Josa=0,niinb=u-0=0jab=0=1-0=1"-a. Oletetaan siis, ettd a # 0. Koska

1-a=a=vb=v(ua)=(vu)a,

niin supistussaannon (ja vaihdantalain) nojalla vu = 1, joten u | 1. Siis u on yksikko, jolle
b =ua.

Oletetaan kaantéen, etta jollakin yksikolla u patee b = wa. Selvéasti a | b, mutta lisaksi
havaitaan, etta koska u on yksikko, niin on olemassa v € R, jolle uv = 1. Siis vb = v(ua) =
(w)a =1-a = a,joten myos b | a. Siis a ja b ovat liittoalkioita. [

1.23. Lause. Olkoon R = (R, +, -) vaihdannainen rengas. Merkitddn U(R):lld renkaan R
yksikoiden joukkoa. Tdlloin (U(R), ) on Abelin ryhmd.

Todistus. Koska renkaassa R on ykkosalkio, niin 1 € U(R). Jos u € R on yksikko eli u | 1,
niin on olemassa v € R, jolle vu = 1. Roska R on vaihdannainen rengas, niin uv = vu = 1,
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misté seuraa, ettd myds v = w~! on yksikké. Siis U(R) on kéénteisalkioiden suhteen suljettu.
Run u,v € U(R), niin

v'uuw=v iy =v ! 1ov=vlv =1,

joten uv | 1 eli uv € U(R). Siis U(R) on suljettu myos kertolaskun suhteen. Raken-
teessa (LU(R), -) on voimassa liitantalaki ja vaihdantalaki, koska ne ovat kertolaskulle voimassa
myos renkaassa R. Koska rakenteella (U(R), -) on myos neutraalialkio ja kullakin sen alkiolla
kaanteisalkiot, se on Abelin ryhma. O

2. Polynomirenkaat

2.1. Lause. Olkoon R = (R, +, ‘) vaihdannaisen renkaan S = (S, +, ) alirengas ja t € S.
Tdllsin on olemassa suppein S:n alirengas R = (R, +,-), jolle R C R’ ja t € R'. Lisdiksi

R ={ay+at+at’+ - +apt™ | neN,agp,...,an € R}

Todistus. Merkitaan
R={ay+at+at’+ - +apt™ | neN, agy...,an € R}

ja todistetaan, ettd R’:lla on halutut ominaisuudet.

Olkoon (R*, +, -) S:n alirengas, jolle R C R* ja t € R*. (Téllaisia on tietenkin olemassa,
silla S on itse tallainen.) Induktiolla seuraan suoraan, ettda t™ € R* kaikilla n € Z,. Tasta
seuraa edelleen, etta kaikilla a € R jan € Z, patee at™ € R*. Siis kaikille n € Z, ja
aop, ..., an € R pétee

ap+ait+---+apt™ € R*,
ts. R" C R*.

R’ = (R, +,) on siis suppein S:n alirengas, jolle R C R’ ja t € R/, kunhan osoitetaan,
ettd R’ on ylipaédnsa alirengas. Ensiksikin havaitaan, ettd 1 € R C R’. Olkoot a,b € R/,
jolloin on olemassa m,n € Z,, ag,...,am € Rjabg,...,bn € Rjjoillea=ap+---+ant™
jab="by+---+b,t". Lisaamalla esityksiin tarvittaessa nollakertoimia voidaan olettaa, etta
m = n. Tarkistetaan muutkin alirengaskriteerit: Roska vaihdantalait patevit,

a—b=(a0+alt---+ant“)—(b0+b1t---+bnt“)

= (a() — bo) ( bl) (an —b )tn erR
ja
ab=(ap+ait---+ant™)-(bg+bgt---+bnth)
m n m n
= (D at) (X but) = 3 3 (ayti)(bit¥)
j=0 k=0 j=0 k=0
m+
= Z ajbtk”—z Za]L] tteR. O
je{0,...,m}, ke{0,...,n} i=0
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2.2. Merkinta. Edellisen lauseen perusteella merkitaan
R[t]={ao+ait+ast’+---+ant" [n €N, ag...,a, € R},

kun rengas R = (R, +, -) on vaihdannainen rengas ja t on jonkin R:n rengaslaajennuksen S
alkio.

ot
R[t]) s

Huomautus. Edellisen lauseen voisi muotoilla myos yleisemmilla oletuksilla pseudoren-
kaille. Ykkosalkion olemassaolosta ja jopa vaihdannaisuuden vaatimuksista olisi mahdol-
lista luopua, mutta silloin suppein alkion t sisaltdva R:n rengaslaajennus olisi vaikeampi
kuvailla. Roska lause on alustusta polynomirenkaiden tarkasteluun ja polynomirenkaita har-
voin tarkastellaan tapauksissa, joissa on kerroinrengas on kovin epasaannollinen, niin nama
yleistykset jatetaan tassa esittamatta.

2.3. Esimerkki.
a) Tarkastellaan edellista lausetta seuraavassa tilanteessa: Kokonaislukujen rengas (Z, +, -)
on kompleksilukujen kunnan (C, +, ) alirengas jai € C. Koska i’ = —1,i® = —ijai* = 1,
niin yleisemmin patee kaikilla k € N

, —1ljai —I.
Tasta seuraa

Z[i|={a+bi|a,beZ}

ts. Gaussin kokonaislukuihin paadytéaéan lisadamalla kokonaislukuihin imaginaarigksikko.
b) Toisaalta jos kokonaislukujen tilalle vaihdetaan rationaalilukujen kunta (Q, +, -), jota laa-
jennetaan (renkaana) alkiolla 7t, niin paadytaan renkaaseen (Q[7t], +, -), misséa

@[W]={Zak7'[k‘k€N, ao,...,akEQ}.

k=0

Téassa tapauksessa Q[7t]lle ei voi kirjoittaa yksinkertaisempaa esityst, silla tunnetusti 7t
on transkendenttiluku, mika tarkoittaa, etta ZEZO ay™® # 0, mikali jokin kertoimista
ag, - - -, ax € Q eroaa nollasta. Téstd seuraa, ettd Y _, a7 # > 1 b7, jos ai # by
jollakin 1 € {0,...n}.

Esimerkki herattaa sen luonnollisen kysymyksen, voidaanko annettua rengasta aina laa-
jentaa jollain sellaisella alkiolla, etta laajennukseen syntyvien polynomilausekkeiden valilla
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ei olisi epétriviaaleja riippuvuuksia. Seuraava méaéaritelma on myonteinen vastaus tahan ky-
symykseen.

2.4. Maaritelma. Vaihdannaisen renkaan R = (R, +, -) polynomirengas on R|x| = (R[x], +, -),
missa
R[x| ={(ao, ai, az,...,an,...) | a; € R, vain aarellisen monella i € N patee a; # 0}
={ a:N — R | supt(a) on &érellinen }
ja
supt(a) ={i € N|a; #0},
varustettuna seuraavilla yhteen- ja kertolaskuilla: kun a = (ao, ay,...),b = (b, by,...) €
R[x], niin
a+b =(a0+b0,a1 +b1,...) = (Cln +bn)nEN
ja
n
ab = (Z akbnk> = (a()bo, C1()b1 + alb(), Clobg + Cl1b1 + azbo, . )
k=0 neN

Seuraava tulos on kayty lapi Algebra 1:ssa.

2.5. Lause. Olkoon R = (R, +, ) vaihdannainen rengas. Tdilléin sen polynomirengas on
myos vaihdannainen rengas. Jos R on kokonaisalue, myos R[x|on. O

2.6. Merkinta. Maaritelman tilanteessa merkitaan
x =(0,1,0,0,0,...).

Havaitaan, etta kaikilla k € N pétee

k
x*=(0,...,0,1,0,0,...),
k kpl
mista edelleen seuraa, etté kaikilla n € Nja a¢, ay,...,an € R patee
n
Zakxk =qp+ QX+ +apx" =(ap, ar,az, -+, an,0,0,...).

k=0

Renkaan RJx] alkioita kutsutaan R-kertoimisiksi polynomeiksi, ja polynomin a € R[x| aste
deg(a) = max{i € N | a(i) # 0}, jos a # 0. Asetetaan lisdksi deg(0) = —oo. Yhtapitavasti:

deg(a) = n € N tarkoittaa, etta on olemassa ay, ai,...,an € R, a, # 0, joille
n
a=Zakxk=a0+a1x+---+anx”.
k=0

19



Huomautus. Néaennéisesti merkinnét 2.2 ja 2.6 ovat keskendan ristiriitaisia: toisaalta R[x|
viittaa polynomirenkaaseen, toisaalta jos S on tuo polynomirengas, niin R[x|:n voi ymmartaa
olevan renkaan R suppein laajennus, joka sisaltaa alkion x. Edella tehty tarkastelu kuitenkin
osoittaa, etta ristiriita on vain naennainen.

2.7. Lause. Olkoon R = (R, +, -) vaihdannainen rengas ja a,b € R[x] Tdlloin
deg(a + b) < max{deg(a), deg(b)} ja deg(ab) < deg(a) + deg(b).

Yhtdsuuruudet pdtevit seuraavilla lisdoletuksilla: Jos deg(a) # deg(b), niin
deg(a + b) = max{deg(a), deg(b)}. Jos R on kokonaisalue, niin deg(ab) = deg(a) + deg(b).

Todistus. Jos a = 0 tai b = 0, niin on ilmeistd, etta véitteet patevat. Qletetaan siis, ett?i
a,b # 0 ja merkitddn m = deg(a) ja n = deg(b). Merkitaén a = ) ", aix' jab = Zjnzo bjx,
missd an, # 0ja by, # 0. Merkitdén a; = 0 jab; =0, kun i,j € N,1 > m jaj > n. Talloin

max{m,n}
a+b= Z (Cli + bi)Xi = deg(a + b) < max{m, TL}
i=0

ja tulossa
k
ab = (Z aibki>
i=0

kerroin Z]f:o aiby_i on nolla, kun k € N, k > m + n, silla talloin kaikilla i € {0, ..., k} joko
1> mtai j > n. Tassa kaytettiin siis polynomin muodollista mééaritelmé&a, jonka mukaan
polynomit a ja b ovat R:n alkioiden jonoja, ja saatiin selville, etta

keN

m+n

Kk
ab = Z < aibk_i> xk ja deg(ab) < m+n.
k=0 \ i=0

Jos R on kokonaisalue, niin asteen m+n kerroin ab:ssa on a;, by # 0, joten deg(ab) = m+n.
Jos deg(a) # deg(b), niin asteen max{m, n} kerroin a + b:ssd on Amax(m,n} + Pmax{m,n} ON
joko a, # 0 tai by # 0, mistd seuraa deg(a + b) = max{m,n}. O

Rengasteorian keskeisena esimerkkina algebran peruskursseilla on kokonaislukujen ren-
gas (Z, +, -), jonka rinnalle tassd kohoaa reaalilukujen polynomirengas (R[x], +, -) toiseksi kes-
keiseksi esimerkiksi. Run rengasteoriaan tutustuu kokonaislukujen rengasta mielessa pitéen,
havaitsee opettavaisen seikan, nimittdin ettd paljon alkeellista lukuteoriaa pystytaan tulkit-
semaan algebrallisesti. Esimerkiksi jaollisuusrelaatio ja sen monet ominaisuudet yleistyvat
varsin suoraviivaisesti gksikollisiin vaihdannaisiin renkaisiin. Myéhemmin paneudumme nii-
hin asioihin, jotka ovat jadneet selvittamatta: miten alkulukujen kasite yleistyy renkaisiin,
ja onko aritmetiikan peruslauseella, joka koskee kokonaislukujen alkulukuesityksia, vasti-
neensa. Myos kongruenssilaskennalla on luonnollinen algebrallinen tulkintansa, nimittdin
kokonaislukujen renkaan tekijarenkaiden avulla, mihin tartumme seuraavaksi.
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3. Homomorfismit, ideaalit ja tekijarenkaat

3.1. Maaritelma. Homomorfismi pseudorenkaasta R = (R, +,:) pseudorenkaaseen S =
(S,+',-") on kuvaus h:R — S, jolle pitee

h(x +y) = h(x) +' h(y) ja h(x-y)=h(x)- hly),

kun x,y € R. Homomorfismi renkaasta R = (R, +, -) renkaaseen S = (S, +’, ) on kuvaus
h:R — S, joka toteuttaa lisaksi ehdon

h(1g) = h(ls).

Jos halutaan selventaa, minkatyyppisesta homomorfismista on kyse, voidaan edellisessa ta-
pauksessa puhua pseudorengashomomorfismeista ja jalkimmaisessa rengashomomorfismeista.

Jos homomorfismi on injektio, sitd kutsutaan monomorfismiksi, ja jos surjektio, niin
epimorfismiksi. Jos h on sekd mono- ettd epimorfismi, niin se on isomorfismi, mita mer-
kitadan h: R = S. Homomorfismia (pseudo)renkaasta R itselleen kutsutaan endomorfismiksi
ja isomorfismia automorfismiksi.

3.2. Maéritelma. Pseudorenkaan R = (R, +, ) osajoukko I C R on pseudorenkaan R ideaali,
jos

a) (I, +, ) on R:n alipseudorengas ja

b) kaikilla x € Ija r € R patee rx,xr € L.
Huomautus. Téassa esitetyt ehdot voidaan purkaa alipseudorengaskriteerin 1.9 avulla. Naista
kriteereista se, joka kertoo, etta I on suljettu kertolaskun suhteen, on heikompi kuin ehto b,
joten talloin jéljelle jaavat ehto b ja

a’) I # Jjakaikilla x,y € I patee x —y € L.
3.3. Maéritelma. Joukon R ekvivalenssirelaatio ~ on pseudorenkaan R = (R, +, -) kongruenssi,
jos kaikilla x, x",y,y" € R, joille x ~ x" jay ~y’, patee x+y ~ x'+y’ ja xy ~ x'y’. Kongruens-
sia vastaava tekijipseudorengas R/~ = (R/~, +, -) on pseudorengas, jonka perusjoukko on

R/N={[X]~ | X € R}>

missé [x]. = {y € R| x ~y} on alkion x ekvivalenssiluokka kongruenssissa ~. R/~ on siis
kongruenssia ~ vastaava ositus. Laskutoimitukset maaritellaan niin, etta

[l + [yl =[x +yl
ja
[Tyl =[xyl

Huomautus. Rongruenssilta siis vaaditaan tasmélleen se, etta edellda maaritellyt laskutoimi-
tukset ovat hyvinmaariteltyja.
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Edella on esitetty kolmeen eri kasiteluokkaan liittyvéat maaritelmat:

homomorfismit ideaalit

kongruenssit
tekijarenkaat

Ruvio pyrkii korostamaan sitd, ettd vaikka kyse on muodoltaan hyvin erilaisista kasitteista,
niin rengasteoriassa nama muodostavat vain erilaiset ndkokulmat pohjimmiltaan samaan
asiaan. Aloitetaan luomalla yhteys ideaalien ja kongruenssien vilille.

34. Lause. Olkoon R = (R,+,") pseudorengas ja ~ sen kongruenssi. Tdilloin 1 = [0]. =
{x € R|x ~ 0} on pseudorenkaan R ideaali. Lisdksi kaikilla x,y € R pdtee

X~y < x+I=y+]

missi x + [ = {x+t |t € I} Rddntdien: Jos I on R:n ideaali, niin ehdolla x ~y <=
x + I = y + I mddritelty ekvivalenssirelaatio on kongruenssi, jolle T = [0].

Todistus. Olkoon ~ pseudorenkaan R kongruenssi ja I = [0].. Triviaalisti I # ©. Olkoot
x,y € I, r € R. Télloin x ~ 0 jay ~ 0. KRoska ~ on kongruenssi, niin ehdoista y ~ 0 ja
—y ~ —yseuraa Y +(—y) ~ 0+(—y) eli 0 ~ —y. Edelleen x ~ 0, —y ~ 0 = x—y = x+(—y) ~
0+0 = 0. Siisx —y € Ijal on vahennyslaskun suhteen suljettu. Lopuksi havaitaan, etta
koskax ~0jar~mrniinx-r~0-r=0jar-x~71-0=0. Siis xr, rx € 1. Tama osoittaa, ettd
[ on R:n ideaali.

Olkoot x,y € R. Roska joka tapauksessa y ~y ja —y ~ —y , niin

x~y <= (—y)+x~(—y)+y=0
<— x—y=—y+x€l <= x+Il=y+(—y)+x+I1=y+1L
=1

Olkoon kéaantaen I pseudorenkaan R ideaali. Maéritellaan joukon R ekvivalenssirelaa-
tio ~ ehdolla
X~y <= x+l=y+] < x—y el

kun x,y € R. (Koska relaatio ~ vastaa kuvausta x — x + I, on selvad, ettd se on ekvivalens-
sirelaatio.) Tarkastetaan, etta ~ on kongruenssi. Olkoot x,y,x’,y" € R. Jos x ~ X' jay ~y’,
niin x —x’ € Ijay —y’ € I, joten

(x+y)—('+y)=(x—X)+{y—y)el

22



ja
xy —xy =xy—xy +xy’ —x'y =x(y —y)+(x —xWy €1,
—_—
el cl

joten x +y ~ x' +y’ jaxy ~ x'y’.
Roska kaikilla x € R patee x ~0 <= x=x—0¢€ LninI=[0].. O
Seuraavaksi luodaan yhteys homomorfismien ja ideaalien valille.

3.5. Maéritelma. Olkoon h homomorfismi pseudorenkaasta (R, +, -) pseudorenkaaseen (S, +, ).
Talloin joukkoa
Kerh={x € R|h(x)=0}=h"'{0}

kutsutaan kuvauksen h ytimeksi, ja joukkoa
Imh ={h(x) | x € R} =h[R]
kuvaksi.

3.6. Lause.  Olkoon h homomorfismi pseudorenkaasta R = (R,+,-) pseudorenkaa-
seen (S, +, ). Tdlléin Rer h on R:n ideaali ja (Imh, +, -) on S:n alipseudorengas.

Todistus. Maéritellaan pseudorenkaan R ekvivalenssi ~ ehdon x ~y <= h(x) = h(y), kun
X,y € R, avulla. Ekvivalenssi on kongruenssi, silla kun x ~ x" jay ~ y/, niin h(x) = h(x’) ja
h(y) = "(y’), mista kuvauksen h homomorfisuuden nojalla seuraa
(x +y) = h(x) + h(y) = h(x') + h(y') = h(x' +y)
ja
h(x - y) = h(x) - h{y) = h(x') - h(y) = h(x" - ')

elix+y~x"+y jaxy~xy.

Edellisen lauseen perusteella

[0. ={x€R[x~0}={x€R|h(x)=h(0)=0}=h""{0} = Kerh

on pseudorenkaan R ideaali.
Osoitetaan seuraavaksi, ettda (Imh, +, -) on pseudorenkaan S alipseudorengas. Selvésti
Imh # @. Olkoot a,b € Im h,ts. joillakin x,y € R pétee h(x) = a ja h(y) = b. Téalloin
a—b = h(x) = h(y) = h(x) + h(—y) = h(x + (-y)) = h(x — y)
ja
ab = h(x)h(y) = h(xy),
joten a — b, ab € Imh, ts. (Im h, +, -) tayttaa alipseudorengaskriteerit. [
3.7. Seuraus. Olkoon h homomorfismi renkaasta R = (R, +, -) renkaaseen (S, +, -). Tdlloin
Rer h on R:n ideaali ja (Imh, +, ) on S:n alirengas.

Todistus. Lauseeseen verrattuna oletus on vahvistunut sen verran, etta vaaditaan h(1g) =
g, mistd seuraa, ettd 1g € Imh. Tama takaa sen, ettd (Imh,+,-) ei ole pelkastaan R:n
alipseudorengas, vaan jopa alirengas. 0O
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3.8. Esimerkki. Olkoon R = (R, +, -) pseudorengas ja ~ sen kongruenssi.

a) Talloin kuvaus p:R — R/~, p(x) = [x]. on homomorfismi pseudorenkaasta R te-
kijapseudorenkaaseen R/~ suoraan laskutoimitusten maéritelmien nojalla: kun x,y €
R, niin

p(x+y) =[x +yl. =[x +[yl. = p(x) + p(y) ja

p(x-y) =[xyl = [x]- - [yl = p()p(y)-
Ruvausta p kutsutaan usein kanoniseksi homomorfismiksi. Roska tekijapseudorenkaan
nolla-alkio on [0]. = p(0), niin

Kerp ={x € R[p(x)=[0. } ={x € R|[x]. =[0]. }={x € R|x~0}=[0].

Raikki pseudorenkaiden ideaalit ovat siis homomorfismien ytimia: Olkoon I pseudoren-
kaan R ideaali. Ideaalia I vastaava kongruenssi ~ maaraytyy ehdostax ~y <= x—y € L.
Talloin I = [0]. = Rer p, kun p on kuten edella.

b) Olkoon a € Rja oletetaan, ettd R on vaihdannainen rengas. Osoitetaan, ettd on olemassa
pksikasitteinen homomorfismi eq: R[x| — R, jolle eq[R = idg (ts. kaikilla t € R patee
eq(t) = t) ja eq(x) = a. Oletetaan ensin, ettd tallainen on olemassa. Télloin kaikille
S0y - - -y S € R pétee

n

€q (ZO sixi> ( = ); ea(sixi)( = )Z ea(si)ea(x)i = Z siat.

+:n hom.ehto -:n hom.ehto) < -
i=0 1=0

Ruvauksen e, arvo on siis joka kohdassa valttamatta tietty, joten koko kuvaus on yk-
sikasitteisesti maaratty. Toisaalta on helppoa osoittaa, ettd kuvaus

n n
eqa:R[x] = R, eq (Z sixi> = Z siat
i=0 =0

on todella homomorfismi. (HT)

On varsin luonnollista merkita e, (f) = f(a), kun f € R[x|, vaikka f ei ole kuvaus, vaan
polynomi. Merkinnéssa polynomit ja polgynomifunktiot siis samastetaan keskenaén, vaikka
eri polynomeja voi vastata samat polynomifunktiot.

Sijoitushomomorfismin e, ydin on

KRereq, ={f € R[x]| f(a) = eq(f)=0}={f € R[x]| a on fn juuri}.
Jatkossa télla tematiikalla eli alkion suhteella niihin polynomeihin, joiden juuri se on, on
keskeinen merkitys talla kurssilla.

Rongruenssien ja ideaalien valisen vastaavuuden vuoksi seuraava sopimus on luonnol-
linen.

3.9. Merkinta. Pseudorenkaan R = (R, +, -) tekijapseudorengasta merkitaan yleensa R/1(=
R/~) ja perusjoukkoa R/I(= R/~), missd ~; on R:n ideaalia I vastaava kongruenssi. Huo-
mattakoon myos, ettéd kaikille a € R patee

[al., ={beR|b~a}={beR|b—ael}
={beR|Jtel:b=a+t}={a+t|tel}=a+]1.
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3.10. Esimerkki. Rokonaislukujen renkaan (Z, +, -) ideaalit ovat nZ, n € N. Olkoon ni-
mittéin I renkaan (Z, +, -) ideaali. Jos I = {0}, niin I = 0-Z. Oletetaan sitten, etta I # {0}, jolloin
{0} € L. Koska kaikilla x € I patee —x = 0—x € [, niin on olemassan = min{m €I | m > 0}.
Télloin jokainen m € I voidaan kirjoittaa muodossa m = k-n+1, missa k,l € Zja0 <1l < n.
Roska I on ideaali, niin l = m —k-n € I. Roska n on I:n pienin positiivinen alkio ja 1 on
o
I'n alkio, jolle 1 < n, niin 1 ei voi olla positiivinen, vaan 1 = 0. Siis m = k- n € nZ. On siis
todistettu I C nZ, mutta selvasti toisaalta nZ C I, joten I = nZ.
Vastaava kanoninen homomorfismi on

P:Z — Z/nZ, p(k) = k + nZ,
ja sen ydin on Rer p = nZ.

Ideaalit ja kongruenssit ovat siis tavallaan vain kaksi eri ndkokulmaa samaan asiaan,
nimittdin siihen, miten tekijarenkaita muodostetaan. Homomorfismien ja ideaalien yhtey-
desté taas tiedetaan jo, ettd homomorfismien ytimet ovat ideaaleja. Ydin ei kuitenkaan yksin
maaraa homomorfismia, mika on helppoa ndhda esimerkiksi siitd, etta renkaalla voi olla
runsaasti automorfismeita ja kaikilla nailla on triviaali ydin. Tietyssd mielessa tama on-
kin tasmélleen se ylimaarainen informaatio, mikda homomorfismeihin sisaltyy ytimen liséksi;
tasmallinen formulaatio télle asialle on seuraava lause.

3.11. Pseudorenkaiden homomorfialause. Olkoon h homomorfismi pseudorenkaasta (R, +, -)
pseudorenkaaseen (S, +, -). Tdlléin

(R/Rerh,+,:) = (Imh,+, ).

Itse asiassa on olemassa sellainen isomorfismi f:(R/Rerh, +,-) = (Imh, +, ), ettd h = fop,
missd p:R — R/ Rer h on kanoninen homomorfismi.

R/RKerh

Todistus. Kuvaus h on erityisesti homomorfismi ryhmasta (R, +) ryghmaéan (S, +), joten ryh-
mien homomorfialauseen nojalla

f:(R/Kerh, +) = (Im h, +),

missa f:R/I — Imh, f(a + I) = h(a) ja on merkitty I = Kerh. Taméa f on homomorfismi
myos kertolaskun suhteen, silla kun a, b € R, niin

f((a + I)(b + I)) = f(ab + I) = h(ab) = h(a)h(b) = f(a + I)f(b + ).

Siis f:(R/ Rer h, +, ) = (Im h, +, -).
Ryhmien homomorfialauseen perusteella tiedetaan myos, etta h = f o p, missa p on
kanoninen homomorfismi R — R/I. O
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Huomautus. Homomorfialause on itse asiassa yksi algebran isomorfialauseista. Kyse on
luonnollisesti siitd, nimetaanko tulos oletusten mukaan (homomorfismi oletetaan annetuksi)
vai tulosten mukaan (lauseessa vaitetaan isomorfismin olevan olemassa).

3.12. Seuraus (renkaiden homomorfialause). Olkoon h homomorfismi renkaasta (R, +, -)
renkaaseen (S, +, -). Tdlloin on olemassa sellainen isomorfismi

f: (R/Kerh,+,-) = (Imh, +, ),

ettd h = f o p, missd p:R — R/ Rer h on kanoninen homomorfismi. O

4. Paaideaalialueet ja suurin yhteinen tekija

Seuraavissa kolmessa paaideaali-, euklidisia ja faktoriaalisia alueita kasittelevissa alalu-
vuissa analysoidaan, mitkéd kahden paiesimerkkimme, renkaiden (R[x], +, -) ja (Z, +, -) omi-
naisuuksista ovat keskeisia. Tiedamme jo, ettd ne ovat molemmat kokonaisalueita mutteivat
kuntia. Niilla on kuitenkin paljon oleellisia piirteitd, jotka eivat ole yhteisia kaikille kokonai-
salueille; ne ovat jopa euklidisia alueita. Monien sovellusten kannalta on kuitenkin riittavaa,
ettd ne ovat faktoriaalisia alueita.

4.1. Lause. Olkoon R = (R,+, ) vaihdannainen rengas ja olkoon A C R. Tdlléin on
olemassa suppein (eli pienin sisdltyvyyden suhteen) R:n ideaali 1, jolle A C 1 Itse asiassa

n
I={Zriai‘neN, Ay .-y an € A, Tgy...,Tn € R }.
i-0

Todistus. Merkitaan

n
IO={Zriai}neN, agy---yan € A, Toy...,Tn € R}
-0

Valitsemalla n = 0, ap = a ja 1o = 1 huomataan, ettd a € I jokaisella a € A, joten A C 1.
Osoitetaan, etta Iy on ideaali. Olkoot t,u € I ja r € R. Valitaan sellaiset ag,...,a, € A,
Toy...,Th € Rjasg,...,sn € R, etta

n n
t= E Tiaijau = E Siai,
i=0 i=0

jolloin

n
t—u= Z(ri —si)a; € Iy
i=0
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ja

mn

Tt = Z(rm)ai e Ip.

i=0

Siis Iy on R:n ideaali, jolle A C I,.
Olkoon ] R:n ideaali, jolle A C J. Runn € N, agp,...,an, € Ajar,...Ti € R, niin

ag, ..., an € J,joten myos roqg, ..., ay € J, mistd seuraa Z?:o ria; € J,silla | on ideaali.
SiisIy CJ. O

4.2. Maaritelma. Olkoon R = (R,+,:) vaihdannainen rengas ja A C R. Talloin sup-
peinta R:n ideaalia I, joka sisdltaa joukon A, merkitaan I = (A). Jos A = {ap,...,an}
on aéarellinen, merkitaan lyhyesti (ay, ..., an) = (A). Muotoa (a) olevia ideaaleja kutsutaan
pddideaaleiksi. Jos R on kokonaisalue ja sen kaikki ideaalit ovat paaideaaleja, sita kutsutaan
pddideaalialueeksi (lyhenne: PID).

4.3. Esimerkki.

a) Kokonaislukujen rengas on paitsi kokonaisalue, myos jopa paaideaalialue, silla sen kaikki
ideaalit ovat muotoa nZ jollakin n € Z.

b) Tarkastellaan kunnan (K, +, -) polynomirengasta (K[x], +, -). Tamaén tiedetaan olevan ko-
konaisalue. Olkoon I (K[x], +,-):n ideaali. Jos I = {0}, niin I = (0), joten oletetaan, ettd
{0} € L. Valitaan joukosta I polynomi s # 0 niin, etta sen aste on pienin mahdollinen.
Osoitetaan, etta I = (s) = {qs | q € K[x|}. Triviaalisti (s) C I. Olkoon p € L. Ja-
koyhtélon nojalla on olemassa ¢, € K[x], joille p = gs + 1 ja deg(r) < deg(s). Talloin
r= p — (s € I Roskas minimoi I:n nollasta poikkeavien polynomien asteet, taytyy

o
ollar = 0. Siis p = gs € (s), [ = (s) on padideaali ja (K[x], +, -) on paaideaalialue.

c) Kokonaiskertoimisten polynomien rengas (Z[x], +, -) sen sijaan on kokonaisalue, mut-
tei paaideaalialue. (Z[x],+,-) on kokonaisalueen (R[x], +,-) alirenkaana kokonaisalue.
Merkitaan L:1la niiden polynomien p € Z[x] joukkoa, joiden vakiokerroin on parillinen.
Talloin I on (Z[x], +, -):n ideaali. I ei kuitenkaan ole padideaali: Tietenkin 2 € I. Jos olisi
[ = (s), niin jollain q € Z|[x| patisi 2 = gs, jolloin 0 = deg(2) = deg(qs) = deg(q) + deg(s),
mista seuraa deg(s) = 0. Siis s olisi vakio, jolla on monikertana 2, joten s = £2. Ruiten-
kaan x? + x + 2 ei ole alkion +2 monikerta (Z[x], +, -):ss4, mika on ristiriita.

4.4. Maaritelma. Olkoon R = (R, +, ) vaihdannainen rengas. Alkioiden a,b € R suurin
yhteinen tekijd on mika tahansa alkio d € R, jolle patee

1) d| ajad|Dbeli don alkioiden a ja b yhteinen tekija ja

2) jos alkiolle e € R patee e | ajae| b, niin e | d.

Huomautus. Suurin yhteinen tekija ei aina ole olemassa eika yleisesti ottaen ole yksikasitteinen
silloinkaan, kun se on olemassa, vaan suurimman yhteisen tekijan kaikki liittoalkiotkin ovat
sellaisia. Joissakin renkaissa on mahdollista valita liittoalkioiden joukosta kanoninen edus-
taja. Talloin alkioiden a ja b kanonista suurinta yhteista tekijaa voidaan merkita syt(a, b):1la.
Seuraavat kaksi tapausta valaiskoot tata:
1) Kokonaislukujen renkaassa lukujen a,b € Z suurimmaksi yhteiseksi tekijéaksi kelpaa
edelliseen maaritelméan mukaan luvut, jotka ovat toistensa vastalukuja. Naista valitaan
syt(a, b):ksi epanegatiivinen tapaus. Esimerkiksi 2 | 6 ja 2 | 10, mutta myos —2 | 6
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ja —2 | 10; voidaan paatella, ettd molemmat 2 ja —2 ovat alkioiden 6 ja 10 suurimpia
yhteisia tekijoita. Koska 2 > 0, valitaan syt(6, 10) = 2.

2) Jos K = (K, +,-) on kunta, niin polynomirenkaassa K|x| voidaan valita polynomien
P, q € K[x] suurimmista yhteisista tekijoista se polynomi s, jonka korkeimman asteen
kerroin on 1. Téamaén luvun viimeinen lause osoittaa, etta valinta on yksikésitteinen, ja
voidaan merkita s = syt(p, q).

4.5. Lause. Olkoon R = (R, +, ) vaihdannainen rengas, a,b € R. Jos c ja d ovat molem-
mat alkioiden a ja b suurimpia yhteisid tekijéitd, niin ne ovat toistensa liittoalkioita.

Todistus. Suurimman yhteisen tekijan maaritelmén kohdasta 2 seuraa suoraan c | dja d | c,
joten c ja d ovat liittoalkioita. O

Huomautus. Liittoalkiorelaatio on renkaassa ekvivalenssi. Tarkemmin: Jos merkitaan a ~ b,
kun a | bjab | a, niin
1) a=1-aq,joten a | a, mista seuraa a ~ a,
2) Josa~belia|bjablaelib|ajaalb,niinb~aq,
3) Josa~bjab~c,niina|b,bla,blcjac|b. Ehdoistaa|bjab |cseuraaa |c, kun
taas ehdoista ¢ | bja b | a seuraa c | a. Siis a ~ c.

4.6. Lause. Olkoon K = (K, +, ) kunta ja p, q € K[x| Tdlléin p:lli ja g:lla on suurin yh-
teinen tekijd polynomirenkaassa K[x| Tdmd suurin yhteinen tekijd s on yksikdsitteinen,
jos polynomin s korkeimman asteen termin kertoimen vaaditaan olevan 1 ja p, q # 0.

Todistus. Tarkastellaan ideaalia

I=(p,q)={ap+bq|abeKx].

Roska K|[x| on paaideaalialue, niin on olemassa s € K|x], jolle I = (s) = {cs | ¢ € K][x]}.
Roska
(s) = (p, ),

niin p,q € (s) jas | p, s | q. Siis s on polynomien p ja q yhteinen tekija. Olkoon t € K|x]
myos yhteinen tekija elit | pjat | q. Roska s € (s) = (p, q), niin s = ap + bq joillakin
a,b € K[x|. Siis t | ap + bq = s. Siten s on polynomien p ja q suurin yhteinen tekija.

Jos ¢ on polynomin s korkeimman asteen termin kerroin, niin polynomin ¢~ 's vastaava
kerroin on 1. Koska s ja ¢~!s ovat liittoalkiota, niin ¢! on siis polynomien p ja q suurin
yhteinen tekija, jonka korkeimman asteen termin kerroin on 1. Jos s* on toinen tallainen
suurin ghteinen tekija, niin c~'s — s* € [, joten s | ¢7's — s* ja deg(s) < deg(c™!s —
s*), mika on mahdotonta, koska erotuksessa ¢ 1s — s* korkeimman asteen termit kumoavat
toisensa. Siis ¢~'s on yksikésitteinen p:n ja q:n suurin yhteinen tekija, jonka korkeimman
asteen termin kerroin on 1. [

Eukleideen algoritmi kuntakertoimisessa polynomirenkaassa

Olkoon K = (K, +,-) kunta ja a,b € K[x], a,b # 0. Maéritellaan rekursiivisesti jono
polynomeja py, joille
Po=a,pr=b
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ja
Pi = qiPist + Pis2 ja deg(pis2) < deg(pi+1)-

Palautuskaavassa esiintyva pi.2 on jakoyhtalon mukaan olemassa ja yksikasitteinen, kunhan
pi+1 # 0. Roska asteiden ketju

deg(p:) > deg(pz) > - - -

ei voi laskea loputtomasti, on oltava olemassa sellainen i € N, ettd p; = 0. Olkoon k € N
suurin luku, jolle py # 0.
Merkitaan r = py ja osoitetaan, etta r € K[x] on polynomien a ja b suurin yhteinen
tekija. Kun s € K[x], seuraavat ovat nimittdin yhtapitavat:
1)s|la=po,s|b=py,
2) s|a=pk_1,s|Tr=pkja
3) s | a=p; jokaisellai=0,...,k.
Kohdasta 3 seuraavat nimittdin triviaalisti kohdat 1 ja 2. Kohdasta 1 seuraa toisaalta
kohta 3 induktiolla, missa kaksi aloitusaskelta s | p, s | p; ovat oletuksia ja induktioaskel on

S| Piy S| Pist = s | Pi — qiPi+1 = Pis2-

KRohdasta 2 seuraa kohta 3 vastaavasti takaperoisella induktolla, missa aloitusaskeleet s | py
ja s | px—1 ovat oletuksia ja induktioaskel on

s|pi, s|pict = s| qi—2pi—1 +Pi = pi—2.

Erityisesti, jos s | a ja s | b, niin s | px = 7 eli polynomien a ja b yhteiset tekijat ovat
polynomin T tekijoita. Toisaalta

Pk—1 = qk—1Pk + Pk+1 = qx—1T+ 0 = qx—qT.

Siis T | px— ja triviaalisti v | T = py, joten kun edella todistetusta kohtien 1-3 yhtapitavyydesta
kaytetaan implikaatiota 2) = 1), seuraa r | a ja v | b. Siis T on polynomien a ja b suurin
phteinen tekija.

Roska jakoyhtéalossa jakojaannoksen laskeminen voidaan algoritmisoida, polynomit py,
1 €{0,...,k} voidaan maarittaa algoritmisesti. Nain saatua algoritmia polynomien suurim-
malle yhteiselle tekijélle kutsutaan Eukleideen algoritmiksi.

Eukleideen algoritmista saadaan sivutuotteena suurimmalle yhteiselle tekijalle r esitys

T =ca+db,

missa ¢, d € K[x]. Osoitetaan nimittdin induktiolla, etta jokaisella i € {0, ..., k} on olemassa
sellaiset ¢y, di € K[x], etta
Pi=cCcia+ dib.

Aloitusaskel on selva, silla
po=1-a+0-b,(co=1,do=0),
P1 :O-a+1~b, (01 =O,d1 =1).
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Induktioaskel: Jos pi = cia + dib ja pi+1 = ci+1a + dis1 b, niin

Pi+2 = Pi — qiPi+1
=cia+dib — qi(cis1a + dis(b)
= (ci — qici+1)a + (di — qidisg)b
= Ci420 + disob,

missa Ci;9 = C{ — giCi+1 ja diso=d; — qidi+1- Erityisesti T =Pk =Cka+ dib.

4.7. Esimerkki. Tarkastellaan rationaalikertoimisia polynomeja a = x5 + 1 € Q[x|ja b =
x3 + 1 € Q[x]. Merkitaan py = a, p; = b. Koska

po=a=x"+1=x"+x* x> +1=x*C+ 1)+ (> + 1) = xX*p; + (x> + 1)
ja deg(—x* + 1) = 2 < 3 = deg(p;), niin p, = —x* + 1. Edelleen
pr=xX+1=x—x+x+1=—x(—x*+1)+x+1=—xpy+x+1

jadeg(x+1) = 1 < 2 = deg(ps), joten p3 = x+ 1. Koska py = 1 —x? = (1 —x)(1+x) = (1 —x)p3,
niin p4 = 0. Siis polynomien a ja b suurin yhteinen tekija on p3 = x + 1.

5. Euklidiset alueet

5.1. Maaritelma. Kokonaisalue R = (R, +, -) on euklidinen alue, jos on olemassa astefunk-
tioksi kutsuttu kuvaus d: R \ {0} — N, jolle patee seuraavaa:
1) Run a,b € R~ {0}, niin d(a) < d(ab).
2) Raikilla a,b € R, b # 0, on olemassa sellaiset g, € R, ettd a = gb +rjar = 0 tai
d(r) < d(b).
Huomautus.
1) Kohdan 1 voisi muotoilla myos: jos a | ¢ # 0, niin d(a) < d(c).
2) Kohdan 2 voisi kirjoittaa: joko b | a tai on olemassa q,v € R, joille a = gb + r ja
d(r) < d(b).
3) Useissa ldhteissa vaaditaan lisaksi, ettei euklidinen alue saa olla kunta.

5.2. Lause. Euklidiset alueet ovat pdcdideaalialueita.

Todistus. Olkoon R = (R, +, -) euklidinen alue, jolloin se méaéaritelman mukaan on kokonai-
salue. Olkoon I R:n ideaali, josta voidaan olettaa, etta I # {0}. Merkitdan m = min d[I ~ {0}],
missa d on R:n astefunktio. Valitaan a € I ~\ {0}, jolle m = d(a). Triviaalisti (a) C [;
osoitetaan, ettd itse asiassa yhtasuuruus patee.

Olkoon b € I. Jos b = 0, niin b = 0 = 0 - q, joten oletetaan, ettda b # 0. Koska
euklidisessa alueessa pédtee oma muotonsa jakoyhtélosta, niin on olemassa sellaiset g, € R,
ettib = qa + rjajoko r = 0 tai d(r) < d(a) = m. Roska r = b — qa € I, niin luvun m
minimaalisuuden vuoksi jalkimmainen vaihtoehto on mahdoton. Siis r = 0, joten b = qa ja
b € (a). On paatelty I C (a). O
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5.3. Esimerkki.

1) Kokonaislukujen rengas on euklidinen alue. Astefunktioksi kelpaa d:Z ~ {0} — N,
d(m) = |m/|. Run a | b, b # 0, patee nimittdin d(a) = |a| < |b| = d(b). Lisaksi jakoyhtalo
toimii muodossa a = qb + 1, missa q,r € Z, |[r| < |b|.

2) Edellisessa luvussa huomattiin oikeastaan, ettd kuntien polynomirenkaat (K[x], +, -) ovat
euklidisia alueita. Astefunktio on tuttu d = deg [(K \ {0}). Maaritelméan kohdat 1 ja 2
ovat kuntakertoimisien polynomien tunnettuja ominaisuuksia, kuten d(pq) = deg(pq) =
deg(p) + deg(q) > deg(p), kun p, q € K~ {0}

3) Tarkastellaan Gaussin kokonaislukuja eli rengasta (Z][i], +, -). Maaritellaan d: Z[i]~{0} —
N, d(a + bi) = a* + b% = |[a + bi]?, kun a, b € Z. Tarkastetaan, etta d on astefunktio. Kun
u ja v ovat Gaussin kokonaislukuja, niin

d(uv) = luvl? = [u* v = uf? = d(u),
silla d(v) = v]* > 1.

Maéritelméan 5.1 jalkimmaisen kohdan tarkastaminen on haastavampaa: Olkoot u =
a+bi,v=c+di€ Z[i] missd a,b,c,d € Z jav # 0. Merkitaan

%:x+yi:(e+e)+(f+n)i,

missé |e] < 1/2, m| < 1/2, e,f € Z. Ruvio havainnollistaa esimerkKkitilannetta, johon on
merkitty nelja lukua u/v lahinna sijaitsevaa hilapistetta.

° ° [ [ ° (] [
u
° ° - — ° ° °
e
° ° J\-———‘ ° ° °
e+ fi
[ ] [ [ [ (o] [ [

Téalloin
u = (e + fi)v + (e + ni)v,
~— —
ez ezil

missd r = (¢ + ni)v toteuttaa ehdon

d(r) = 112 = (e + i)V < ((%)2 + (%)2) M = %MZ < W2 = d(v).
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Siis d on astefunktio ja (Z[i], +, -) euklidinen alue.

5.4. Esimerkki. (Z[1 +iV/19],+,-) on pééideaalialue, joka ei ole euklidinen alue. Todistus
kéydaan osittain lapi laskuharjoituksissa.

Huomautus. Edellisessa alaluvussa esitetyn polynomien Eukleideen algoritmin voi helposti
yleistaa euklidisissa alueissa toimivaksi.

6. Faktoriaaliset alueet

6.1. Maaritelma. Vaihdannaisen renkaan (R, +, -) alkio a on jaoton, jos a # 0, a ei ole yksikko
eika alkiolla a ole muita tekijoita kuin yksikot ja a:n liittoalkiot. Alkion b € R tekija ¢ € R
on aito, jos se se ei ole alkion b liittoalkio.

6.2. Maaritelma. Kokonaisalue (R, +, -) on faktoriaalinen, jos

1) jokainen a € R ~ {0}, joka ei ole yksikko, on jaottomien alkioiden tulo, ts. joillakin
jaottomilla ag,...,an_1 €ERRM e Z,, piteea=qp---an_1 = HE;OI Q.

2) Kohdan 1 esitys on siind mielessa yksikésitteinen, etta jos patee myos a = ]_[]“z1 0 ! a;,
missa alkiot ag ovat jaottomia, kun j € {0,...,m — 1} (m € Z,), niin m = n ja on
olemassa joukon {0, . .., n—1} permutaatio o, joka luo seuraavan vastaavuuden esitysten
vilille: jokaisella i € {0, ...,n — 1} alkiot a’d(i) ja a; ovat liittoalkioita.

Huomautus. Rurssilla noudatetaan tassa bourbakilaista terminologiaa. (Bourbaki oli mer-
Kittdvan ranskalaisen matemaatikkoryhman salanimi.) Vaihtoehtoinen nimitys faktoriaali-
sille alueille olisi yksikdisitteisen tekijéinnin alue eli UFD (engl. unique factorization domain).

6.3. Lemma. Olkoon R = (R, +, ) pddideaalialue. Talléin R:ssa ei ole ddreténtd aidosti
nousevaa ideaalien ketjua.

Todistus. Oletetaan vastoin vaitettd, etta olisi olemassa R:n ideaalit I, k € N, joille
L CLCLC---

Tarkastellaan ideaalia

I=UIk.

keN
KRoska R on péaiideaalialue, niin on olemassa a € R, jolle I = (a). Koska toisaalta I =

Uxen Ik, niin jollakin kg € N on voimassa a € Iy,. Siis I = (a) C Iy, C Iy« C I, miké on
ristiriita. [
6.4. Seuraus. Pddideaalialueessa R = (R, +, -) jokainen a € R ~ {0}, joka ei ole yksikko,

voidaan esittdd jaottomien alkioiden tulona.

Todistus. Tarkastellaan niiden alkioiden a € R~{0}joukkoa X, jotka eivat ole yksikoita mutta
joita ei myoskaan voi esittaa jaottomien alkioiden tulona. Run a € X, niin a ei erityisesti ole
jaoton, joten a = bc joillakin b, ¢ € R \ {0}, jotka eivét ole yksikoita eivatka a:n liittoalkioita.
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Ainakin toinen naista alkioista, olkoon se vaikkapa b, kuuluu valttamatta joukkoon X, silla
muuten alkiolle a saataisiin esitys jaottomien alkioiden tulona. Siis jokaisella alkiolla a € X
on aito tekija b € X, jolloin (a) C (b). Jos X on epityhja, on siis olemassa dareton aidosti
nouseva ketju ideaaleja. Siis taytyy olla X = G, joka on yhtépitavaa vaitteen kanssa. O

6.5. Maéritelma. Vaihdannaisen renkaan R = (R, +, -) ideaali I on alkuideaali, jos I # R ja
kaikilla a,b € R pétee: jos ab € I, niina € [taib € 1.

6.6. Lemma. Pddideaalialuessa R = (R, +, ) ideaalit (p) ovat alkuideaaleja, kun p € R
on jaoton.

Todistus. Olkoot a,b € R, p € R jaoton. Oletetaan, ettd ab € (p) eli p | ab. Tarkastellaan
ideaalia ] = (p,b). Roska R on paaideaalialue, niin ] = (d) jollakin d € R. Koska p €
(p,b) =] = (d), niin d | p, mutta p on jaoton, joten d on p:n liittoalkio tai yksikko. Edellisessa
tapauksessap | djad | b,sillab € (p,b) =] = (d). Tassa tapauksessa siisp | beli b € (p).
Jalkimmaisessa tapauksessa d on yksikko ja ] = R. Erityisesti 1 € ] = (p, b), joten 1 = sb+tp
joillakin s,t € R. Koska p | ab, niin p | sab + atp = (ab + tp)a = a eli a € (p). Siis (p) on
alkuideaali. O

6.7. Lause. Pddideaalialueet ovat faktoriaalisia.

Todistus. Olkoon R = (R, +, ). Seurauksena 6.4 on jo todistettu, etta jokainen R:n nollasta
poikkeava alkio voidaan esittaa jaottomien alkioiden tulona. Pitaa viela osoittaa, etta tama
esitys on oleellisesti yksikasitteinen. Olkoon a € R ~ {0} ja

alkion a kaksi esitystd jaottomien alkioiden tulona. Todistetaan esityksen oleellinen yk-
sikasitteisyys induktiolla luvun min{m, n} suhteen. Voidaan olettaa, ettd m < n.
1° Jos min{m,n} = 1, niin a = py on jaoton, joten sita ei voi esittad epatriviaalilla tavalla
jaottomien alkioiden tulona. Siis m =1 =n ja py = qo.
2° Oletetaan, ettd min{m,n} > 1 ja induktio-oletus patee pienemmille positiivisille koko-
naisluvuille kuin min{m, n}. Tiedetaan, etta p.n—1 | a eli H]“:gl 4 = a € (Pm—1)-
Lisédksi edellisen lemman perusteella tiedetaan, etta (p,,,—) on alkuideaali, joten jolla-
kink € {0,...,n—1} patee qx € (pm—1)- Siispm—1 | qk. Roska p ja qx ovat molemmat
jaottomia, tama on mahdollista vain, jos ne ovat liittoalkioita, ts. p;n—1 = uqy jollakin
yksikolla u € R. Roska R on kokonaisalue, saadaan

m—2
a=u<Hpi> qi = IT a]ao
i=0 j >

josta supistussdannon perusteella seuraa



Jalkimmainen yhtalo tarkoittaa tietenkin, etta eraalla alkiolla on kaksi esitysta jaottomien
alkioiden tulona (joista vasemmanpuoleisessa esityksessa yksi on upy), joten induktio-
oletuksesta seuraa, etti m — 1 =n — 1 eli m = n ja on olemassa joukon {0, ..., m — 1}
permutaatio p, jolle p(m — 1) = k ja p; ja g ovat liittoalkioita, kun i € {0, ..., m —1}.
Téama osoittaa alkion a esityksen oleellisen yksikasitteisyyden. O
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Rengasteoria paatetadan kaavioon, joka kuvaa eri rengaskategorioiden vilisia suhteita.
Raaviossa esiintyy sopivissa kohdissa myos muutama esimerkkirakenne.

/ pseudorenkaat \

(4Z, +, -)
/ renkaat \
(M2 (R), +, )
/ vaihdannaiset renkaat \
(Z/6Z, +, ")
kokonaisalueet \

(R[X2> Xs]a +y )

ffaktoriaaliset alueet\
(R[X> y]> + )

4 pddideaalialueet N

(Z[% + i\/E], +, )

/euklidiset alueet

(R[x], +, )
(Z) + )
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