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1. Osoita kahdella eri tavalla käyttämättä säännöllisyysaksioomaa, että jokaiselle jou-
kolle A pätee P(A) 6⊆ A:
a) Todista tulos käyttämällä tunnettuja joukkojen mahtavuuksien vertailuun liittyviä

lauseita.
b) Todista tulos valitsemalla osajoukko sopivasti (Zermelon havainto 1900-luvun al-

kupuolelta).

2. Olkoot A ja B induktiivisia joukkoja. Ovatko myös A ∪ B ja A ∩ B välttämättä
induktiivisia?

3. Todista luennoilla esitetyn rekursiolauseen avulla seuraava muunnelma: Olkoon A

joukko, a ∈ A ja f :A × ω → A. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen h:ω → A, jolle
h(0) = a ja

h(n+) = f(h(n), n),

kun n ∈ ω. [Vihje: Tee rekursiota joukossa A× ω.]

4. Olkoot m,n ∈ ω. Osoita suoraan yhteen- ja kertolaskun määritelmiä käyttäen,
että:
a) m+ n = 0, jos ja vain jos m = n = 0.
b) mn = 0, jos ja vain jos m = 0 tai n = 0.

5. [Cantorin parinkoodauskuvaus, osa 1] Asetetaan S:ω × ω → ω × ω,

S(m,n) =

{

(0, m+ 1), kun n = 0
(m+ 1, n− 1), kun n 6= 0,

missä m + 1 = m+ ja luonnollisten lukujen vähennyslasku määritellään relaationa
− = { (k, l,m) ∈ (ω × ω) × ω | k = m + l }, josta voidaan osoittaa, että se on kuvaus.
(Erityisesti k = n− 1, jos ja vain jos k+ = k + 1 = n).

Osoita, että
a) (0, 0) 6∈ ran(S) ja
b) S on injektio.

6. Olkoon A 6= Ø, ja R ⊆ A × A relaatio, jolla pätee ran(R) = A. Osoita, että on
olemassa funktio f : ω → A siten, että f(n+)Rf(n) jokaisella n ∈ ω. [Käytä valinta-
aksioomaa ja rekursiolausetta.]


