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1. Näytä, että jokainen Dedekind-ääretön joukko sisältää Dedekind-äärettömän aidon
osajoukon.

2. Todista, että luonnollisten lukujen kertolasku on vaihdannainen: kaikilla m,n ∈ ω

pätee
m · n = n ·m.

3. Todista, että luonnollisten lukujen kertolasku on liitännäinen, ts. kaikilla m,n, k ∈

ω pätee
m · (n · k) = (m · n) · k

4. Määritellään luonnollisten lukujen eksponettifunktio mn rekursiolla kuten luen-
noilla: Kun m,n ∈ ω, niin

m0 = 1
mn

+

= mn
·m.

Osoita, että mn+p = mn
·mp kaikilla m,n, p ∈ ω.

5. [Cantorin parinkoodauskuvaus, osa 2] Olkoon S kuten tehtävässä 8.5. Rekur-
siolauseen nojalla on olemassa h:ω → ω × ω, jolle h(0) = (0, 0) ja h(n + 1) = S(h(n)),
kun n ∈ ω.
a) Osoita, että h on bijektio.
b) Näytä, että (ω × ω, S, (0, 0)) on Peanon systeemi.

Cantorin parinkoodauskuvaukseksi kutsutaan kuvausta J = h−1.

6. Olkoot m ja n luonnollisia lukuja, joilla m < n. Osoita, että on olemassa p ∈ ω,
jolla n = m+ p+.


