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Tehtava 1

a) Vastaoletus: P(A) € A — P(A) < A (injektioksi kuvaus idpa)) *
Cantorin lause: A < P(A) - A= P(A) - A < P(A) **
Nyt kohdista * ja ** seuraa, ettd A = P(A), mika ristiriita (CSB-lause). O

b) Vastaoletus: P(4) € A

OlkoonB={x€A|x &x}.
NytB < A, joten B € P(A) € A, eliB€EA.
Siis nyt B € B & B & B, joka ristiriita. |

Tehtéava 2
Olkoon A ja B induktiivisia joukkoja.

Viaite 1: A U B on induktiivinen joukko.

Todistus: Koska A on induktiivinen joukko, niin @ € A4, joten @ € A U B. (Induktiivisen joukon maaritelman
ehto 1)

Olkoonx E AUB.Nytx € A—-> xt €A - x* € AU B, tai
X €B - xT € B> x* € AU B. (Induktiivisen joukon méaritelmin ehto 2)
Siis A U B on induktiivinen joukko.

Viite 2: A N B on induktiivinen joukko.

Todistus: Koska A ja B ovat induktiivisia joukkoja, niin ® € Aja® € B, joten ® € A N B.
Olkoonx € AN B.
Tilloinx EA—> x* € Ajax€B—->xT €B
-»xteAnB.
Siis A N B on induktiivinen joukko. O



Tehtiva 3

Olkoon A joukko,a€ Ajaf: A X w-> A.
Olkoon g: A X w -> A X w, missa g(a, n) = (f(a, n), nt).
Rekursiolause: On olemassa yksikasitteinen kuvaus h': w -> A X w siten, ettd h’(0) = (a, 0) ja jokaiselle
n € w patee: h'(nt+) = g(h’(n)). Olkoon g A X w -> A, g'(a, n) = a’

h=g - h: w->A,jolle

h(0) =a,

Lisadksi helpolla induktiolla ndhdéan, ettd h’(n) = (h(n), n), kunn € w.

Edelleen jokaisella n € w patee:

(h(n*), n+) =h'(n*) = g(h'(n)) = g(h(n), n) = (fth(n)), n*) =>h(n*) = f(h(n), n).
Yksikasitteisyys todistetaan suoraviivaiseti induktiolla. []

Tehtédva 4

a) Viite: m+n =0, joss. m=n=0.

Todistus: Jos m=n=0, niin m+n =m+0 =m = 0.

Jos n#0, niin on olemassa sellainen k, ettd n=k*. Nyt m+n=m+k*+=(m+k)* # 0.
Jos n=0, niin m+n=m+0=m. Nyt jos m=0, niin selvdsti m+n # 0.

Siis oltava m=0=n, jotta m+n = 0. O

b) Vaite: m'n=0, joss. m=0 tai n=0

Todistus: Jos n=0, niin mn=m-0=0 (Mairitelmasta)

Jos m=0, niin m-n=0-n=0 (Harj. 9 todistetaan vaihdannaisuus)

Jos m#0 ja n#0, niin on olemassa sellainen k, ettd n=k-.

Talloin m-n=m-kt=m-k+m. Nyt koska m=0, niin a-kohdan nojalla m-k+m=0.
Siis oltava m=0 tai n=0, jotta m-n=0. ]



Tehtdva 5
a) Viite: (0, 0) € ran(S).

Todistus:

Vastaoletus: (0, 0) € ran(S).

1. Jos n=0, niin S(m, n)=(0, m+1).

Talléin m+1=0 <> m+=0, mika on ristiriita, koska 0 ei ole minkaan luvun seuraaja.
2.]Jos n#0, niin (m+1, n-1)=(0,0)

Talléin m+1=0 <> m+=0, mika on ristiriita, koska 0 ei ole minkaan luvun seuraaja.

Kohdista 1 ja 2 seuraa, ettad (0,0) € ran(S). O
b) Vaite: S on injektio.

Todistus:
Olkoon S(m, n) = S(m’, n").
1. n=0 ja oletetaan, ettid n’+0.
Talldin (0, m+1)=(m+1, n-1)
0 = m+1, mika on ristiriita, joten n'=0.
Talléin (0, m+1)=(0, m'+1)
—-»m+1=m'+1
> mt=m’t
> m=m’
2. Nyt n#0 ja n'#0, kuten kohdassa 1.
Talléin (m+1, n-1) = (m'+1, n’-1)

+>m+1=m’'+1 jan-1=n’-1 Merkitadn k+=n ja k'+=n’
> m+=m'+ jak=K
> m=m’ jan=k+=(k’)*=n’

Kohdista 1 ja 2 seuraa, ettd S on injektio. O

Tehtava 6

Viite: Olkoon A # 0, R € A X A, jolla patee ran(R) = A. Talléin on olemassa funktio f: w -> A siten, ettd
f(n+)Rf(n) jokaisellan € w.

Todistus: Tarkastellaan aluksi relaation R sijaan relaatiota R, jolle patee dom(R1) = A.
Talloin on olemassa funktio g: dom(R1) -> A (lause 3.41) jag S R-L.
Rekursiolauseen nojalla on olemassa f: w -> A, joka on maaritelty seuraavasti:

{f(O) =a,koskaA # 0

f*) =g(f(m)

Nyt, koska f(n) € A, kaikillan € w, f(nt) = g(f(n)) ja g € R4, niin f(n)R-1f(nt).
Siis f(nt)Rf(n) jokaisella n € w. O



