Hyvat jarjestykset

Jatkossa esitettdvd kardinaalien ja ordinaalien teoria tukeutuu oleellisella tavalla valinta-
aksioomaan. Yksi kédyttokelpoisimmista valinta-aksiooman seurauksista on ns. hyvin-
jarjestysperiaate, jonka mukaan jokainen joukko voidaan hyvinjdrjestda eli varustaa
lineaarijdrjestykselld, joka on hyvd. Aiemminhan valinta-aksioomaa kéaytettiin jo jouk-
kojen mahtavuuksien vertailuun (lause 4.15) Tukeyn lemman kautta. Tdssd yhteydessa
Tukeyn lemman todistus jdi rdstiin, mikd seikka korjataan tdssd luvussa.

Suunnitelma on siis seuraava: Rakennetaan ensin transfiniittisen induktion ja re-
kursion teoriaa eli yleistetddn luonnollisten lukujen kasittelystd tuttuja menetelmia hy-
vinjdrjestettyihin rakenteisiin. Todistetaan sitten valinta-aksioomasta hyvinjérjestyspe-
riaate. Cantorin ldhtokohtana oli, ettd hyvinjdrjestysperiaate pétee, mutta sitd on vai-
keampaa hyviksyéd aksioomaksi kuin sitd valinta-aksiooman muotoa, joka tilld kurs-
silla on omaksuttu aksioomaksi. Zermelo omaksui valinta-aksiooman aksioomajdrjestel-
madnsd ja todisti sen avulla hyvinjdrjestysperiaatteen. Todistus on jonkin verran tyolds
ja tekninen, ja siind kaytetyt ideat ennakoivat selvasti my6hemmin esitettdvaa transfi-
niittista induktiota. Hyvinjérjestysperiaatteesta puolestaan seuraa helposti Tukey lem-
ma, kunhan on osoitettu, ettd ddrelliset joukot ja Dedekind-dérelliset joukot ovat samo-
ja joukkoja.

Transfiniittinen induktio ja rekursio

Mairitelmad 7.1. Jos < on joukon A tiukka osittainen jdrjestys ja t € A, niin joukko
seg_t={xecAlx <t}
on alkion t midriami alkupitki. Jos jarjestys < on yhteydesta selvd, alaindeksin voi
jattad pois ja merkitéd yksinkertaisemmin segt = seg_ t.
Erityisesti jos A = w ja < on w:n tavallinen jérjestys, niin jokaisella n € w pétee
segn={mew|m<n}={0,...,.n—1} =n.

Madiritelma 7.2. Olkoon < joukon A osittainen jérjestys. Joukkoa B C A kutsutaan
<-induktiiviseksi, jos kaikilla t € A pétee seuraava ehto: jos segt C B, niin t € B.

Lause 7.3 (Transfiniittisen induktion periaate). Olkoon < joukon A hyuvii jirjestys. Tilloin
ainoa joukon A <-induktiivinen osajoukko on A itse.
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Todistus. Jos B C A, niin A\ B # @, joten joukossa A \ B on pienin alkio t. Nyt t ¢ B,
mutta segt C B. Siis B ei ole <-induktiivinen. O

Todistusta voidaan havainnollistaa seuraavasti: Olkoon ty joukon A pienin alkio.
Nyt segty = @, joten segty C B. Siis ty € B. Olkoon sitten #; joukon A\ {fp} pienin
alkio. Nyt segt; = {fo}, joten segt; C B. Siis t; € B. Ja niin edelleen aina alkioon
saakka, jolla taas pédtee segt,, C B, ja siten t,, € B. Tatd voidaan edelleen jatkaa niin
kauan, kuin joukossa A on alkioita. Kun alkiot loppuvat, voidaan todeta, ettd B = A.

Lause 7.4. Olkoon < lineaarijirjestys joukossa A. Oletetaan, etti A on ainoa <-induktiivinen
A:n osajoukko. Télloin < on hyvinjirjestys.

Todistus. Olkoon C C A. Osoitetaan, ettd joko joukossa C on pienin alkio, tai C = @.
Tarkastellaan tdtd varten C:n “tiukkojen alarajojen joukkoa”

B={te A|VxeC(t<x)}.

Huomaa, ettd BN C = @. Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen sen mukaan, onko B
<-induktiivinen vai ei:

Tapaus 1: B ei ole <-induktiivinen. Siis on olemassa t € A, jolla segt C B, mutta
t ¢ B. Osoitetaan, ettd tdlloin t on joukon C pienin alkio. Koska t ¢ B, on olemassa
x € C,jolla x < t. Toisaalta ei voi olla x < t, koska segt C Bja BNC = . Siis on
oltava x = ¢, joten t € C. Lopuksi vield todetaan, ettd koska segt N C = @, joukossa C
ei ole yhtaan pienempaa alkiota kuin ¢.

Tapaus 2: B on <-induktiivinen. Lauseen oletuksen perusteella talloin patee B = A,
ja koska BN C = @, téstd seuraa, ettd C = @. ]

Kun < on joukon A hyvi jdrjestys ja B on joukko, merkitddn kuvausten joukkoa
jarjestyksen < méddrdamilta alkusegmenteiltd joukkoon B seuraavasti:

<AB = {f | f on funktio segt — Bjollaint € A}.

Transfiniittinen rekursiolause (heikko muotoilu). Olkoot < joukon A hyuvi jirjestys ja
f: <4B — B funktio. Tilloin on olemassa yksikisitteinen funktio h: A — B, jolle piitee

kaikilla t € A ehto
h(t) = f(h | segt).

Todistus. Kdytetaan todistuksessa samanlaista ideaa kuin luonnollisten lukujen rekur-
siolauseessa, ts. osoitetaan, ettd kuvauksen / voi muodostaa pienistd paloista. Sano-
taan, ettd funktio n on hywviksyttivi, jos dom(y) C A, ran(y) C B ja kaikilla t € A
pétee: Jos t € dom(r), niin segt C dom(7) ja y(t) = f(y | segt). Olkoon H kaikkien
hyvidksyttavien funktioiden joukko ja olkoon h = |JH

Todistetaan seuraavat asiat:

a) h on kuvaus,
b) h on hyvéaksyttdva,
c) dom(h) = A,

d) h on yksikésitteinen kuvaus, joka toteuttaa lauseen ehdon.
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a) Osoitetaan transfiniittisella induktiolla alkion 2 € A suhteen, ettd jokaisella a €
A on olemassa korkeintaan yksi b € B, jolle (a,b) € h.

Olkoon siis @ € A, ja oletetaan, ettd funktionaalisuusehto patee h:lle kaikilla x €
seg(a). Jos a ¢ dom(h), niin ei ole mitddn todistettavaa. Olkoot siis (a,b), (a,b") € h,
jolloin on olemassa kuvaukset 7o, 171 € H, joille n9(a) = b ja n1(a) = b'. Koska 7
ja 11 ovat hyvaksyttavid, niin sega C dom(#p), seg, € dom(r). Lisdksi 70,171 C
h, joten jokaisella x € seg(a) patee (x,10(x)) € no C hija (x,71(x)) € n1 C h.
Siis (x,70(x)), (x,71(x)) € hja kun induktio-oletuksen mukaan funktionaalisuuseh-
to pétee kohdassa x, niin 779(x) = #1(x). Kaikkiaan siis g | sega = #; | sega, mistd
kuvauksien g ja 71 hyvéksyttdvyyden nojalla seuraa

b=1o(a) = f(no I sega) = f(i I sega) =(a) =V

Siis funktionaalisuusehto pétee h:lle my6s kohdassa a.

Induktiovdite, eli ettd funktionaalisuusehto pétee kaikilla a € A, osoittaa nyt, ettd h
on kuvaus.

b) Osoitetaan, ettd h = |J#H on hyviksyttivd kuvaus: Olkoon t € dom(h). Vali-
taan 7 € H, jolle t € dom(y), jolloin kuvauksen # hyviksyttivyyden tdhden myos
segt C dom(#y). Koska 7 C hja h on kuvaus, niin 7 | segt = h | segt. Koska 7 on
hyvéksyttdvd, niin saadaan edelleen

h(t) = n(t) = f(n [ segt) = f(h | segt).

Siis h on hyvéaksyttava.

) Viitteen dom(h) = A todistamiseksi osoitetaan transfiniittiselld induktiolla al-
kion a € A suhteen, ettd a € dom(h). Oletetaan siis, ettd sega C dom(h). Selvésti
kuvaus 7 = h | sega on hyviksyttava. Tarkastellaan nyt kuvausta ' =y U {(a, f(y |
sega))}. Kuvaus 7 on myos hyviksyttiva: Jos nimittdin ¢+ € dom(y’) = dom(y) U
{a} = seg(a) U {a}, niin joko t € seg(a) tai t = a. Edellisessd tapauksessa

n'(t) =n(t) = h(t) = f(h | seg(t)) = f(' [ seg(t)),

jalkimmaéisessd tapauksessa suoraan kuvauksen 7’ méaritelmén nojalla

n'(a) = f(n | sega) = f(n' | sega).

Siis ' € H, mistd seuraa 5’ C hjaa € dom(h).

d) Kohtien a—c nojalla / toteuttaa lauseen ehdon. Oletetaan, ettd hg ja 1; molemmat
toteuttaisivat lauseen ehdot. Koska ne ovat siis hyvidksyttavia eli hp, hy € H, niin ho U
hy € UH = h.Jos hg ja hy olisivat eri kuvauksia w — A, niin hg U hy ei olisi kuvaus,
mistd seuraisi, ettei myoskaan h olisi kuvaus, mikd on vastoin kohtaa b. Siis hy = h1(=
h). O

Maiiritelmi 7.5. Rakenteen (A, R) suhteellistumalla joukkoon B C A tarkoitetaan ra-
kennetta (B,S), missd S = RN (B x B). Suhteellistumaa merkitdan (B,S) = (A, R)|B.

Lause 7.6. Olkoot (A, <a) ja (B, <p) hyvinjirjestettyji joukkoja. Tilldin jokin seuraavista
toteutuu:

1) (A, <A) = (B,<B).
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2) Onolemassat € A, jolle (A, <a)|seg_ t= (B, <p).
3) Onolemassas € B, jolle (A, <4) = (B, <p)|seg_,s.

Todistus. Olkoon e alkio, joka ei kuulu joukkoon B. Médritelldan transfiniitisella rekur-
siolla funktio F : A — BU {e}:

_ Jmin(B\ F[segt]), jos B\ F[segt] # @
) = {e, jos B\ Flsegt] =@

Nyt on kolme eri tapausta:

Huomautus (Tapaus 1). e € ran(F).

Olkoon a € A pienin alkio, jolla F(a) = e.
Viite: talloin F° = F | sega on isomorfismi (sega, <) — (B, <g).

Selvésti F° : sega — B on funktio ja F° on surjektio, silld muuten olisi B \ F°[sega] #
@, jolloin F(a) € B.

Edelleen

x <qy<aa = F[segx] C Flsegy]
= B\ F[segy| C B\ Fsegx]
= F(x) <p F(y).

Josx <4y <a a,niin F(x) # F(y), koska F(x) € F[segy], mutta F(y) # F[segy]. Siis
F(x) <B F(y)

Kééntéden, jos x,y <4 aja F(x) < F(y), niin F(y) £p F(x),joteny £ xelix <4 y.

Todetaan vield, ettd F° on injektio: jos x,y <4 ajax # y,onjokox <4 ytaiy <4 x.
Edellisessé tapauksessa F(x) <p F(y) ja jalkimmadisessa tapauksessa F(y) <p F(x);
joka tapauksessa F(x) # F(y).

Siispa F° on isomorfismi (sega, <% ) = (B, <g).

Huomautus (Tapaus 2). ran(F) = B.
Talloin samaan tapaan kuin edelld ndhdéén, ettd F on isomorfismi (A, <4) = (B, <p
).

Huomautus (Tapaus 3). ran(F) C B.
Talloin on olemassa b € B s.e. ran(F) = segb ja F on isomorfismi (A, <y4)
(segb, <3).

112

Hyvinjdrjestysperiaate
Rakennetaan ensin toimiva késitteistd hyvinjdrjestysperiaatteen todistamiseksi.

Madritelmd 7.7. Kun A on joukko, niin joukon A valintakuvauksella tarkoitetaan mita
tahansa kuvausta g: P(A) ~ {®} — A, jolle péitee jokaisella B C A, B # @ ehto
¢(B) € B.
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Jokaisellajoukolla A on olemassa valinta-aksiooman nojalla valintakuvaus, nimittdin
kuvauksen idp 4). (¢} valintakuvaus.

Hyvinjdrjestysperiaatteen todistus rakentuu seuraavasti: Ideana on muodostaa jouk-
koon A jdrjestys joukon A valintakuvauksen g avulla niin, ettd pienimmdksi alkioksi
valitaan a = g(A), sitten b = ¢(A ~ {a}), ja aina uusia alkioita niin, ettd kun joukon B
alkiot on valittu, niin seuraavaksi pienimmaksi alkioksi valitaan g(A ~\ B). Koska ide-
aan kuuluu, ettd alkiot valitaan jdrjestyksessd, niin alkiosta t tulee joukon B komple-
mentin pienin alkio ja B:n alkiot ovat pienempid kuin f; itse asiassa B = segt. Siis
muodostettavan hyvan jarjestyksen < tulisi jokaisella t € A tdyttdd ehto

t=g(A\segt).

Tdama on kuitenkin vain ehto eikd relaation < maéaritelmd. Osoittautuu kuitenkin, etta
ehdon voi toteuttaa ja se mddrda hyvin jarjestyksen < yksikasitteisesti.
Idea johtaa seuraavaan médritelmédan:

Maiiritelmi 7.8. Olkoon ¢: P(A) ~ {®} — A joukon A valintakuvaus ja < lineaa-
rijarjestys, jolle fld (<) C A. Lineaarijdrjestyksen < sanotaan noudattavan valintakuvaus-
ta g, jos jokaisella ¢ € fld (<) patee t = g(A \ seg_t).

Maiiritelmi 7.9. Olkoot < ja < tiukkoja osittaisia jéarjestyksid. Merkitdan B = fld(<) ja
B’ = fld(<’). T4lloin (B, <) on tiukasti osittaisesti jarjestetyn joukon (B’, <') loppulaajen-
nus, jos (B',<') = (B, <)| seg_ t jollakin t € B.

Apulause 7.10. Olkoot < ja <" hyvii jirjestyksii, jotka noudattavat joukon A valintakuvausta
g: P(A) ~{@} — A. Merkitiin B = fld(<) ja B = fld(<'). Talloin tismilleen yksi
seuraavista piitee: (B, <) = (B', <), (B, <) on (B, <"):m loppulaajennus tai (B, <) on (B, <):n
loppulaajennus.

Todistus. Lauseen 7.6 perusteella

(B, <) = (B, <)
tai jollakin t' € B’ patee (B, <) = (B/,<')|seg_, t'
tai jollakin t € B pétee (B,<)|seg t = (B/,<).

Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettd jompikumpi kahdesta ensimmaisestd vaih-
toehdosta toteutuu. Valitaan isomorfismi ¢, jolle joko ¢: (B, <) = (B',<’) tai: (B, <) =
(B',<')| seg_ t' jollakin ' € B’. Koska ¢ on isomorfismi (ja jalkimmaisessd tapauksessa
seg_s t' on alkupitki), niin jokaisella t € B pitee seg_, i(t) = i[seg_ t]. Osoitetaan trans-
finiittiselld induktiolla alkion t € B suhteen, etté ((t) = t. Jos nimittdin induktio-oletus
pétee kaikille b € seg_teli: [ seg t = idseg_t, niin

(1) = g(A~ segy1(t) = g(A fseg, t]) = g(A~seg, 1) = t,

silld <, <" € W. Transfiniittinen induktio menee siis ldpi, mistd seuraa : = idp. Téstd
seuraa edelleen, ettd joko (B,<) = (B/,<) tai jollakin s € B’ pétee idg: (B,<) =
(B/,<')| seg. s. Edellisessd tapauksessa <« = </, jalkimmadisessd < C <’ ja lisdksi B =

seg_ s jollakin s € B'. O

Apulause 7.11. Olkoon W perhe hyvii jirjestyksid. Oletetaan, etti kaikilla eri jirjestyksilli
q,<" € W joko (B, <) on (B',<"):n loppulaajennus tai joko (B’,<") on (B, <):n loppulaajennus,
missi B = fld(<) ja B = fld(<"). Talloin \J W on hyvi jirjestys.



76 LUKU 7. HYVAT JARJESTYKSET

Todistus. Merkitddn < = [J W. Oletuksesta seuraa ensinnéakin, ettd YV on ketju tiukko-
ja lineaarijdrjestyksid, jolloin < on yhteensopivien tiukkojen lineaarijérjestysten yhdis-
teend tiukka lineaarijdrjestys lauseen 5.30 nojalla.

Osoitetaan, ettd jos S C fld(<) on epityhjd, niin joukossa S on <-pienin alkio.
Valitaan nimittdin sy € fld(<), jolloin on olemassa alkio x, jolle x < sp tai 59 < x.
Koska < = [JW, niin jollain < € W pitee siis x < s tai so < x, mistd seuraa sy € fld(<).
Merkitddn s = ming(S N fld (<)), joka on olemassa, silld < on hyvi jérjestys. Osoitetaan,
ettd s on myods <-pienin joukon S alkio. Olkoon x € S.Jos x € fld(<), niin s < x
alkion s madritelmén nojalla, joten myos s < x. Oletaan siis, ettd x ¢ fld(«). Merkitdan
B = fld(«) ja B’ = fld(<’). Valitaan < € W, jolle x € fld(<’). Selvisti < # hyj’ ja (B, <)
ei ole (B’, <'):n loppulaajennus, joten edellisen lemman mukaan (B’, <) ei ole (B,<’)m
loppulaajennus. Valitaan t' € B, jolle (B, <) = (B’,<')| seg_, t'. Talldin s <’ <" x, mista
seuraa s <’ xja s < x. Siis s = min. (S). On osoitettu, etti jarjestys < on hyva. O]

Hyvinjarjestysperiaate (HP). Jokainen joukko A voidaan hyvinjirjestiid, ts. on olemassa
joukon A hyuvii jiirjestys.

Todistus. Vdite on triviaalisti totta, jos A on tyhja joukko tai yksio. Oletetaan siis jat-
kossa, ettd |A| > 2. Kiinnitetddn joukon A valintakuvaus g: P(A) \ {@} — A ja mer-
kitdan W:1ld niiden hyvien jérjestysten < joukkoa, jotka noudattavat valintakuvausta g.
Tietenkin @ € W, joten W # @. Kahdesta edellisestd lemmasta seuraa, ettd < = (JW
on hyva jarjestys. On varsin helppoa my®0s tarkastaa, ettd < noudattaa valintakuvaus-
ta g. Siis < € W, joten < on laajin hyva jarjestys, joka kuuluu joukkoon W.

Osoitetaan vield, ettd fld(<) = A. Merkitddn B = fld(<), ja oletetaan vastoin
viitettd, ettd B # A. Asetetaana = g(A \ B) ja

<'=(<)uU{(x,a) | x € B}.

Selvidsti <’ on hyvé jarjestys. Kun x € B, niin seg_, x = seg_ ¥, joten koska < noudat-
taa ¢:td, niin
x =g(A~seg_x)=g(A~seg_, x).

Liséksi a = g(A \ B) = g(A \seg_,), joten <’ noudattaa myos g:td. Siten <’ € W,
mikd on ristiriidassa jarjestyksen < maaritelmén kanssa. O

Huomautus. Valinta-aksioomaa ei tarvita, kun tehddan valintafunktio w:lle. Voidaan
maadritella

F(A) = ”Am pienin alkio”, kun A C w, A # @.

Valinta-aksioomaa ei mydsk&an tarvita, kun valitaan alkioita ddrellisestd joukosta.

Esimerkki 7.12. Jos on olemassa surjektio f: B — A, niin valinta-aksiooman perus-
teella on olemassa funktio ¢ C f~! s.e. dom(g) = A. Tilloin ¢ on injektio A — B
(ks. lause 3.39), joten A < B. Toisaalta jos A < Bja A # @, niin on olemassa injektio
f: A — B.Tallsin f~1U (B \ran(f)) x {a}), missd a € {A}, on surjektio B — A. (Jos
A = @ja B # @, niin ei ole olemassa surjektiota B — A.)
Siis
A < B« (A = @ tai on olemassa surjektio f: B — A).
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Airellisyys ja Dedekind-darellisyys

Luvussa 6 todistettiin, ettd ddrelliset joukot ovat Dedekind-&érellisid, joten Dedekind-
ddrettomadt joukot ovat ddrettomid. Sen osoittamiseen, ettd kddnteisetkin implikaatiot
ovat tosia, tarvitaan valinta-aksioomaa.

Lause 7.13. Jos A on direton, niin w < A.

Todistus. Valinta-aksiooman nojalla joukolla A on valintakuvaus f: P(A) \ {@} — A.
Siis jokaisella B C A, B # @, pétee f(B) € B.

Maééritelldan rekursiolla funktio h: w — P(A), missd h(n) C A on dérellinen. Ase-
tetaan

h(0) =@ ja
h(n™) = h(n) U{F(A\ h(n))},

kun n € w. Rekursiolauseen perusteella on olemassa yksikédsitteinen kuvaus h: w —
P(A), jolla ndmi ehdot patevit.

Midéritellddn kuvaus g: w — A asettamalla ¢(n) = F(A \ h(n)). Nyt g on injektio,
silld jos n,m € wjan # m, niin joko m < n tai n < m. Oletetaan, ettd m < n. Talloin
m* < nja siis

g(m) € h(m™) C h(n)
Mutta g(n) & h(n), silld g(n) = F(A\ h(n)) € A\ h(n).
Siis g(m) # g(n), joten g on injektio, mika osoittaa véitteen w < A. O

Huom. Edellisestd lauseesta seuraa, ettd jokainen w:n dédretén osajoukko on yhtdmahtava
wmn kanssa. Jos nimittdin A C w on ddretdn, niin sisdltyvyyden vuoksi A < w ja edel-
lisen lauseen nojalla w < A, joten Cantorin, Schrdderin ja Bernsteinin lauseesta seu-
raa A ~ w. Valinta-aksiooman kéyton voi tdssd tapauksessa vailttdd, silld jokaisesta
epdtyhjdsta luonnollisten lukujen joukosta voidaan aina valita pienin.

Seuraus 7.14. Joukko A on direton, jos ja vain jos A on Dedekind-idretin.

Todistus. Aiemman tuloksen perusteella (seuraus 6.39) tiedetddn jo, ettd Dedekind-
ddrettomait joukot ovat dadrettomia.

Oletetaan, ettd A ddreton. Edellisen lauseen perusteella on siis olemassa injektio
frw — A. Asetetaan g: A — A,

) f(n*), kunx = f(n)jollakinn € w
$(x) = {X, kun x ¢ ran(f).

Talloin g on bijektio A — A\ {f(0)}. O

Tukeyn ja Zornin lemmat

Hyvinjdrjestysperiaatteen avulla Tukeyn lemma on varsin helppo todistaa. Todetta-
koon kuitenkin tdtd ennen, ettd Dedekind-dérellisyys todettiin edellisessd alaluvussa
samaksi kuin ddrellisyys, siis ZFC:ssd, valinta-aksiooman ollessa voimassa. Siksi muo-
toiluja voidaan hieman yksinkertaistaa.
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Miiritelma 7.15. Perhe A on diirellisluonteinen, jos kaikille joukoille A pétee seuraavaa:
A € Atdsmailleen silloin, kun kaikille ddrellisille B C A pétee B € A.

Tietenkin perhe A on &dérellisluonteinen, jos ja vain jos se on Dedekind-aarellisluonteinen

Tukeyn lemma (tavanomainen muotoilu). Olkoon A dédrellisluonteinen perhe ja X €
A. Télloin on olemassa maksimaalinen M € A, jolle X C M.

Todistus. Merkitdan A = |J A. Hyvinjarjestysperiaatteen nojalla joukon A voi hyvinjdrjestdd;
kiinnitetddn siis joukon A hyvi jdrjestys <. Médritellddn transfiniittisella rekursiolla
kuvaus h: A — 2,

h(t) = {1, jos {x cseg_t|h(x) =1} € A

0, muuten.

Merkitaan M = h~![{1}]. Transfiniittisella induktiolla voidaan osoittaa, ettd M € A.
On vaivatonta myo6s ndhdd, ettd M on maksimaalinen. O

Kéydaan lapi vield Zornin lemma, joka on varsin yleisesti kiytetty tapa soveltaa
valinta-aksioomaa.

Maidritelmd 7.16. Perheen A joukon M sanotaan olevan maksimaalinen, jos se on mak-
simaalinen sisdltyvyyden suhteen eli maksimaalinen jérjestetyssd joukossa (A, C), ts.
kaikille A € A patee, ettd jos M C A, niin M = A. Perheen A osaperhe K on ket-
ju, jos (K, C) on lineaarijarjestetty joukko. A on suljettu ketjujen yhdisteiden suhteen, jos
jokaiselle A:n ketjulle K patee |J K € A.

Zornin lemma. Jokaisessa ketjujen yhdisteiden suhteen suljetussa perheessd on mak-
simaalinen alkio.

Todistus. Olkoon A ketjujen yhdisteiden suhteen suljettu perhe. Muodostetaan uusi
perhe
C={C C A|Conketju}.

Tama osoittautuu ddrellisluonteiseksi: Olkoon B joukko.

1) Jos B € A, niin on olemassa B € B, jolle B ¢ A. Talloin {B} Z A on &érellinen
B:n osajoukko, jolle {B} ¢ C. Tietenkin myo6s C ¢ C.

2) Jos B C A ei ole ketju, niin on olemassa vertaamattomat B, B’ € B, ts. B £ B’ ja
B’ Z B. Tallsin {B, B’} C C on &érellinen perhe, joka ei ole ketju. Siis {B, B’} ¢ C
jaB ¢ C.

3) Jossensijaan B € C, niin B C A on ketju, jolloin sen kaikki dédrelliset osaperheet-
kin ovat .A:han sisédltyvia ketjuja ja siten C:n alkioita.

Koska C on dérellisluonteinen, siind on Tukeyn lemma nojalla maksimaalinen al-
kio Cmax. Analysoidaan tdta perhetta.

Koska Cmax € C, niin Cmax € A ja Cmax on ketju. Koska A on ketjujen yhdisteiden
suhteen suljettu, niin M = [ Cmax € A. Selvésti Cmax U {M} C A on edelleen ketju ja
siis Cmax U {M} € C, mutta koska Cpmax on C:n maksimaalinen alkio, niin tiytyy olla
M € Cmax. Téstd seuraa, ettd M on ketjun Cmax suurin alkio sisdltyvyyden suhteen.



79

Joukon M tdytyy olla maksimaalinen myos A:ssa, silld jos olisi olemassa joukko
A € A, jolle M C A, niin Crpax U A olisi A:han sisdltyva ketju vastoin Cmax:n maksi-
maalisuutta C:ssd. Siis M on etsitty .4:n maksimaalinen joukko. O






