Kardinaaliluvut

Tdydentavia huomioita yhtaimahtavuudesta

Kun luonnollisten lukujen joukko w on nyt tuttu, voidaan tehdd muutama uusi yhtimahtavuuteen
liittyvd havainto.

Esimerkki 8.1. w X w ~ w
Erés bijektio J: w X w — w on

J(m,n) = % ((m-l—n)z-l—?)m-i—n).

Se saadaan viereisestad kuviosta. (Huom: samalla tavalla
nahdaan, ettd w? ~ w.)

Esimerkki 8.2. w ~ Q

Idea: Rationaalilukujen joukko Q voidaan maééritelld kaikkien osamédrien r /s jouk-
kona, missd r € Zjas € Z,s > 0. Namd osamaédarit r/s voidaan puolestaan esittdd
jarjestettyind pareina (7, s) tason Z x Z ylapuoliskossa; kukin rationaaliluku tosin esiin-
tyy ddrettoman monta kertaa, silld /s = 2r/2s = 3r/3s = - - - . Kdymalla lapi sopivas-
sa jarjestyksessd kaikki parit (7,s), ja jattamalld valiin saman rationaaliluvun toistot
saadaan bijektio w — Q.

Sopiva bijektio saadaan esimerkiksi kuviosta:

-2 -1 0 1 2 3
Lause 8.3. (Cantor 1873) w # R.

Todistus. Olkoon f: w — R funktio. Osoitetaan, ettd f ei ole surjektio.
Aloitetaan listaamalla reaalilukujen f(0), f(1), f(2), ... desimaalikehitelmét:
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f(0) = my, ap1 o2 Aoa
f(1)= m, ap Mo 13
f(2)= my, ayy ax a3
f(8)= m3, azg az; asp

Listassa m; on f (i) kokonaisosa (m; € Z) ja a;; on f(i)m j+ 1:s desimaali (a;; €
{0,1,2,...,9)).
Muodostetaan taulukon diagonaalin avulla uusi reaaliluku z:
7, i LT
z=0,bobibs..., missi b; = { -~ 1°° 0 7
6, josaj; =7

Nyt z # f(i), koska z:n (i + 1):s desimaali on eri kuin f(i):n (i + 1):s desimaali:
b; # a;;. Siis z ¢ ran(f), joten f ei ole surjektio. O

Nyt kun luonnolliset luvut on jo konstruoitu, voidaan esittdad vaihtoehtoinen todis-
tus Cantorin, Schroéderin ja Bernsteinin lauseelle.

Cantorin, Schroderin ja Bernsteinin lauseen toinen todistus. Olkoot A ja Bjoukkojaja f: A —
Bja g: B — A injektioita. Tarkoitus on muodostaa ndiden avulla bijektio h: A — B.
Maééritellddn ensin rekursiolla joukot C,,, n € w:

Co= A\ ran(g)
Cot = gf1Cull.
Nyt voidaan maéadritelld funktio i: A — B asettamalla
h(x) = fEJi), kun x € Uyew Cn
8 (x)/ kun x g Unew Cy-

Osoitetaan seuraavaksi, ettd /1 on injektio. Oletetaan, ettd x, xX'e A jax # x'. Talloin on
neljd tapausta sen mukaan ovatko x ja x’ joukossa ¢, Cy vai eivit:

1) Jos x,x" € Upew Cun, niin h(x) = f(x) # f(x') = h(x'), silld f on injektio.
2) Jos x,x" & Upew Cn, niin h(x) = g7 1(x) # ¢~ (x') = h(x"), silld ¢! on injektio.

3) Josx € Upew Cnjax’ & Unew Cu,niin x € Cpy, jollain m € w, jolloinh(x) = f(x) €
f[Cp). Toisaalta h(x') = ¢~ 1(x') ¢ f[Cu], koska muuten olisi x' € g[f[Cn]] =

Crt1-
4) Tapaus x € Uyew Cnja x’ € Uyecw Cn menee samoin kuin edellinen.

Todistetaan lopuksi, ettd /1 on surjektio. Oletetaan, ettd y € B. Jos y = f(x) jollain
X € Unpew Cn, niin y = h(x), joten y € ran(h). Oletetaan sitten, ettd téllaista x ei ole
olemassa. Todistetaan induktiolla, ettd tilloin g(y) ¢ C, kaikilla n € w. Olkoon siis

I=incwl|gly) & Cul.
1) Ensinndkin g(y) ¢ Co = A \ ran(g), joten 0 € T.

2) Oletetaan sitten, ettd n € T. Koska y ¢ f[C,|, patee my6s ¢(y) & C,+ = glf[Cul]-

Siis ¢(y) € A\ Unew Cn, joten h(g(y)) = ¢ '(g(y)) = vy, josta ndhdaan, ettd y €
ran(h). O
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Kardinaalit

Samalla tavoin kuin luonnolliset luvut edustavat darellisten joukkojen mahtavuuksia,
kardinaalien on tarkoitus edustaa yleisesti joukkojen mahtavuuksia. Kardinaalien teo-
rian perustulokset ovat kohtuullisen helppoja. Teorian esittdmisen tielld on vain yksi,
mutta perustavanlaatuinen este: itse késitteen “kardinaali” mééritteleminen on tekni-
sesti haastavaa, ja vaatii ensin ordinaalien maéérittelemistd. Ordinaalien teoria taas on
selvéasti vaativampaa kuin kardinaalien. Téstd syysta tdssa esityksessd turvaudutaan
varsin poikkeukselliseen esitystapaan: Kardinaalin méaritelma lykédtdan ordinaalilu-
kuun, ja kardinaalien teoriaa késitellddn vain kardinaalien perusominaisuuksien poh-
jalta. Siksi tehddédn seuraava kardinaalilupaus.

Kardinaalilupaus. Jokaiseen joukkoon A voidaan liittdd toinen joukko card(A), jou-
kon A kardinaali eli mahtavuus eli koko, niin, etta seuraavat ehdot ovat voimassa kaikille
joukoille A ja B:

KL1) card(A) = card(B) <= A~B

KL2) card(card(A)) = card(A).

Muotoa card(A) olevia joukkoja kutsutaan kardinaaliluvuiksi tai lyhyemmin kar-
dinaaleiksi. Merkinndn card(A) tilalla kédytetddn usein lyhyempdd merkintdd |A| =
card(A).

Muutama nopea huomio on paikallaan: Ensinndkin kun yhdistetddn kardinaalilu-
pauksen kohdat, saadaan kaikille A tulos

card(card(A)) = card(A) = card(A) ~ A.

Lisdksi huomataan, etté jos x on kardinaali, niin kohdan 2 perusteella card(x) = « eli
jokainen kardinaali on itsensd kardinaali.

Edelleen kardinaalilupaus edellyttdd, ettd seuraavat tulokset ovat voimassa kaikille
joukoille A, Bja C:

card(A) = card(A) = A= A,
A~ B = card(A) = card(B) = card(B) = card(A) = B~ Aja
A~ B~ C = card(A) = card(B) = card(C) = card(A) = card(C) = A ~ C.

Toisaalta ndmaé tunnistetaankin lauseen 4.4 tuloksiksi, joten havaittu edellytys on voi-
massa.

Koska aiemmin on havaittu, ettd jokaista darellistd joukkoa A vastaa yksikéasitteinen
n € w,jolle A =~ n, vaikuttaa mahdolliselta tdydentdad kardinaalilupausta seuraavilla
ehdoilla.

3) Jos A ~ n, niin card(A) = n.

4) w on kardinaali. Kuitenkin kun halutaan korostaa w:n kardinaalimerkitystd, sitd
merkitddn yleensd symbolilla R.
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Ylldolevassa merkinndssd N on heprealaisen aakkoston alef. Muuten kardinaalilu-
kuja merkitddn tyypillisesti pienilld kreikkalaisilla kirjaimilla kirjaimesta x alkaen (aak-
kosjdrjestyksessd), siis k, A, u, v jne.

Kun « on kardinaali, merkitaan

Ky = {X | card(X) = «}.
K on aito luokka, jos k¥ # 0. Kun x = 0, Ky = {@}.

Kardinaalin kisite olisi jokseenkin hyddyton, ellei olisi olemassa menetelmid kon-
kreettisten joukkojen mahtavuuksien laskemiseksi ja arvioimiseksi. Téllaisia menetel-
mid onneksi on, ja kardinaaliluvuille voidaan mééritelld aritmeettisen operaatiot, jotka
liittyvat suoraan joukko-opillisiin perusoperaatioihin: yhdisteeseen, karteesiseen tu-
loon ja kuvausjoukkoihin.

Madiritelma 8.4. Kardinaalien yhteenlasku @, kertolasku & ja potenssiinkorotus T maaritelladn
seuraavasti: Olkoot x ja A kardinaaleja. Talloin

a) kardinaalien x ja A summa onx & A = card((x x {0}) U (A x {1})),
b) ndiden fulo on k ® A = card(x x A) ja
c) « korotettuna potenssiin A on x T A = card(*«).

Huom. a) Symbolit ®, ® ja 1 ovat viliaikaismerkintojd, joiden tarkoitus on erottaa
kardinaalien laskutoimitukset luonnollisten lukujen vastaavista. Mydhemmin osoi-
tetaan, ettd luonnollisille luvuille ndmaé tuottavat saman lopputuloksen, joten
mitddn konfliktia merkintdjen vélilld ei olekaan, ja viliaikaismerkinnoistd voi-
daan luopua.

b) Syy siihen, miksi summan mé&aritelméassi kiytetdadn joukkoja « x {0} ja A x {1}
joukkojen x ja A sijasta, on, ettd ne ovat erillisid joukkoja, joille kuitenkin pétee
k x {0} =~ xjaAx {1} =~ A. Sen sijaan joukoista x ja A ei ainakaan a priori
tiedetd, ovatko ne erillisid, ennen kuin kardinaalien mééritelmd on kayty lapi.
Itse asiassa myohemmin osoittautuukin, ettd aina pdatee xk C A tai A C «, joten
erillisyys toteutuu ainoastaan, kunx =0 =@ taiA =0 = Q.

Esimerkki 8.5.
1) 3d2=5=3+2,silla

3®2=card((3x {0})U(2x{1}))
= card(({0,1,2} x {0}) U ({0,1} x {1}))
= card({(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1)}) = 5.

Sen sijaan card(3 U 2) = card(3) = 3 # 5.
2) Kaikilla kardinaaliluvuilla k péatee:

k®0=x, k®0=0 ja x®1=x.
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Summalle seuraa nimittdin maaritelmastd suoraan

kD0 =card((x x {0})U (0 x {1})) = card((x x {0}) U (@ x {1}))
= card((x x {0}) U®) = card(x x {0}) = x,

silla x x {0} ~ «. Tuloille saadaan ¥ ® 0 = card(x x 0) = card(kx x @) =
card(®) = 0jax®1 = card(x x 1) = card(x x {0}) = card(x) = x, missi
jalleen kaytettiin havaintoa x x {0} ~ .

3) Jokaisella kardinaaliluvulla x pdtee myos

k10=1 ja
01 x=0, kunhanx # 0.

Nimittdin méaritelman mukaan « 1 0 = card (%) = card(“x) = card({®}) = 1,
silld on olemassa tdsmalleen yksi kuvaus @ — «, nimittdin tyhjd kuvaus @. Sen
sijaan *@ = @, jos k # 0 eli k # @. Huomattakoon, ettd erityisesti 0 1 0 = 1.

Kardinaalien laskutoimitukset ovat siind mielessd kombinatorisia, ettd ne liittyvat
tunnettuihin kombinatorisiin laskuperiaatteisiin: erillisen yhdisteen mahtavuus voi-
daan laskea summalla, karteesisen tulon tulolla, ja kuvausjoukon potenssiinkorotuk-
sella.

Lause 8.6. Olkoot A ja B joukkoja. Tallvin:
a) Jos A ja B ovat erillisid, niin |A U B| = |A| @ |B| (summaperiaate).
b) |A x B| = |A| ® |B| (tuloperiaate).
&) Bl = |B| 1 |A].
Todistus. Merkitddn k = |A|ja A = |B|, ja sovelletaan lausetta 4.5.
a) Oletetaan, ettdi AN B = @. Joukot x x {0} ja A x {1} ovat erillisi, silld jos x €
k x {0} jay € A x {1}, niin joillakin v € xja p € A pdtee x = («,0)jay = (B, 1),

jotenx # y.Koska ANB = @ja(k x {0})N(Ax{1}) =Dsekd A ~ x ~ k x {0}
jaB =~ A~ A x {1}, niin lauseen 4.5 kohdan a nojalla

AUB= (k x {0})U (A x {1}).
Kardinaalilupauksen mukaan saadaan lopuksi

|AUB| = card((x x {0}) U(A x {1})) =x @A = |A| @ |B|.

b) Koska A =~ «x ja B =~ A, niin lauseen 4.5 kohdan b nojalla A x B ~ x x A eli
|AXB|=|kxA|=x®@A=]|A|®|B]|.

c) Vastaavasti yhtamahtavuuksista A ~ x ja B = A seuraa lauseen 4.5 kohdan c
nojalla 4B ~ *Aeli |4B| = [FA| = A T« = |B| 1 |A|. O

Esimerkki 8.7.
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1) Kaikilla n € w pétee:

n+No = N,
Yl-NozNo, kunn;éO.
(0-Ng = card(? x w) = 0)

Edelleen

No + Ng = Ny ((UX{O}U(UX{l}%w)
No-NOZNo. ((,UX(U%(,U)

2) Koska P(A) ~ 42, kaikilla joukoilla A pétee card(P(A)) = 2%rd(4)_ Erityisesti
card(P(w)) = 2%,

3) Cantorin lauseen 8.3 perusteella kaikilla kardinaaliluvuilla x,
K # 2° (erityisesti Rg # 2™).

4) Kaikilla kardinaaliluvuilla ¥ on voimassa
k+x=2-k (Ax{0JUAX {1} =Ax2~=2xA).
Todistetaan seuraavaksi, ettd kardinaalilukujen laskutoimitukset toteuttavat suu-
ren osan tavallisista laskusdadannoista.
Lause 8.8. Kaikilla kardinaaleilla x, A ja y on voimassa:
1) kDA =ABkjak @A = A® « (kardinaalien yhteen- ja kertolasku ovat vaihdannaisia),

)kdAdp)=(kdA)du jax@A@u) = (k@A) u (kardinaalien yhteen-
ja kertolasku ovat liitdnndisii),

3) k@(Adu) = (k@A) D (k@ u) (yhteen- ja kertolasku osittelevat),
DrtAou) =@KTA) (KT,

5 (k@A) Tpu=(kTu)@ (AT u)ja

6) (kTA)tu=x1(A@p).

Todistus. Edellisen lauseen soveltamiseksi valitaan erilliset K, L ja M, joille card(K) =
k,card(L) = Ajacard(M) = p.

1) Yhteenlaskulle saadaan edellisen lauseen kohdan a nojalla
k@®A=|K|@|L|=|KUL|=|LUK|=|L|®|K|=A&x,

silla KN L = @. Kertolaskun vaihdannaisuus seuraa siitd, etti K x L =~ L x K
(kuvaus (x,y) — (y, x) on helposti havaittavissa bijektioksi), ja siis

k@A =|K|®|L| =|KxL=|LxK|=|LI®|K=A®«k.
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2) Edellisen lauseen nojalla

k@ Aop) =Ko (Ll e[M])

= |K| & (|LU M]) (LNM=0Q)

= |[KU (LU M)|)] (KN(LUM) = (KNL)U(KNM) =0UQ = Q)
= |(KUL)U M|

= |[KUL|® |M| (KUL)NM)=(KNM)U(LNM) =Q)

= (K| @ |L|) & |M]| KNL=0

=(kDA) Dy,

silld K, L ja M ovat erillisid. Koska kuvaus f: (K x L) x M — K x (L x M),
f((x,v),2z) = (x,(y,z)) on bijektio, niin (K x L) x M =~ K x (L x M) ja edellisen
lauseen avulla saadaan myos kertolaskun liitdntélaki:

k® (A ) = K| ® (Ll & [M]) = K| © |L x M|
= |Kx (L x M)|
= [(Kx L) x M| = [Kx L[ @ [M| = (K| @ |L]) © [M]
= (k@A) @ p.
3) Koska LN M, niin myos (Kx L)N (K x M) =K x (LNM) =K x @D = Q, joten
k@ (Ao =Kl (L oM])=[Ke[LuM]|
=|Kx (LUM)|
=|(Kx L)U(Kx M)
= |Kx L| & |K x M|
— (k@A) B (K p).

4) Todistetaan ensin, ettd "MK ~ LK x MK. Asetetaan F: \WMK — LK x MK,

F(f) =(fILf M)
jaG: LK x MK — IUME,
G(g h) =gUh.

F ja G ovat hyvinmaariteltyja kuvauksia: Jos nimittdin f € ""MKeli f: LUM —
K, niin f | L on kuvaus L — Kja f | M kuvaus M — K, joten (f [ L,f |
M) € LK x MK. Jos sen sijaan (g,h) € 'K x MKelig: L — Kjah: M — K,
niin joukkojen L ja M erillisyydestd seuraa, ettd g Uh on kuvaus LUM — Keli
gUh € UMK,

Jokaisella f € F"MKeeli f: LUM — K pitee
(GoF)(f) =G(F(f)) =G(Uf ILfIM)=(fIL)U(fIM)=fT(LUM) =],

joten G o F = idrumy. Kaikilla (g, 1) € LK x MK saadaan puolestaan

(FoG)(g h) =F(G(gh)) =F(gUh)=((gUh) I L,(gUh) | M)
=(§ILURILgIMUR|IM)=(gUQD,QUh)=(gh),
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silld g on kuvaus L — K, h kuvaus M — Kja LUM = @. Siis myo6s Fo G =
idLKX MK-

Koska G o F = idiumg ja F o G = idrg, mg, niin F ja G ovat molemmat bijektioita ja
toistensa kadnteiskuvauksia. Siten 'YMK ~ LK x MK, ja viitteen kohta 4 saadaan
todistettua:

kKt (Aeu) =K1 (L] & [M])
= [K| T (JLUM]) (LNM =)
= KLU M|
= ["K x MK| = |"K| @ [MK]
= (IK[ 1 [L]) @ (K] 1 [M])
=(kTA)® (kT p).

5) Harjoitustehtdvaksi jatetdan sen todistaminen, ettd M(K x L) ~ MK x ML. Tasta
seuraa

(k@A) Tp = (K[@]L]) M| = ([Kx L[) 1 [M]
= MK x L| = MK x ML|
= [MK| @ ML|
= (K[ 1 [M]) @ (|L| T |M])
=@ T @@Atp).

6) Todistetaan aluksi, ettd M(*K) ~ L*MK. Joukon M(LK) alkiot ovat funktioita
f: M — LK, joten

f(m) € 'K kullakin m € Mja
(f(m))(1) € K kullakin! € L.

Joukon FXMK alkiot ovat funktioita g: Lx M — K, joten kun (I,m) € L x M,
niin
g(l,m) € K.
Miiritellidan funktio H: M(LK) — (EXM)K asettamalla
H(f) =g jokaisella f € M(FK),

(LxM)K on se funktio, jolla jokaisella n € Mjal € L pétee

g(L,m) = (f(m))(1).

missd ¢ €

Osoitetaan sitten, ettd H on bijektio.

H on injektio: Jos f,f' € M(*K) ja f # f', niin on olemassa m € M s.e.
f(m) # f'(m). Télloin on olemassa myds | € L s.e. (f(m))(I) # (f'(m))(1).
Siis H(f)(1,m) # H(f)(1,m) eli H(f) # H(f’).
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H on surjektio: Jos g € *MIK, niin ¢ = H(f), missi f € M(LK) on funktio,
jolla (f(m))(l) = g(I,m) kaikillal € Ljam € M.

Lopuksi saadaan

(Kt A) T = (K| T |L]) T M|
= ['K| 1 |M| = [M(*K)|
= |PMK| = |K| 1 |L x M| = |K| 1 (|L| ® |M])
—xt (A ) -

Luonnolliset luvut darellisind kardinaaleina

Luvussa 6 médriteltiin luonnollisten lukujen yhteenlasku, kertolasku ja eksponentti-
funktio rekursiolla. Toisaalta edelld mddriteltiin kardinaaliluvuille samat laskutoimi-
tukset, jotka siis erityisesti koskevat myos luonnollisia lukuja. Luonnollisten lukujen
kohdalla ndmad osoittautuvat samoiksi.

Lause 8.9. Kun m,n € w, niin

m+n=modn,
m-n=modnja
m" =m 7 n.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kaikilla kardinaaleilla x ja A on voimassa seuraavat yhtalot:

k®0=x k®0=0 kt0=1
kOAD) =kdA) B, |kAdl)=xA)dk, |kT(AB1)=((xTA) R«

Ylempien yhtédloiden laskut on esitetty esimerkissd 8.5. Alemmat yhtdlot seuraavat
lauseesta 8.8, nimittdin vasemmanpuoleisin yhteenlaskun liitdntilaista, keskimmdinen
osittelulaista (kun huomataan myos esimerkin 8.5 tulos ¥ ® 1 = «) ja oikeanpuoleisin
potenssilaista (kohta 4) ja siitd, ettd x T 1 = «.

Lisdksi huomataan, ettd jokaisella n € w pétee n™ = card(n™) = card(n U {n}) =
n @ 1. Siis ylldolevat tulokset voidaan kirjoittaa luvuille m, n € w muotoon

ma0=m m®0 =0 m7T0=1
ment =(mdn)T, ment = (men)®dm, mtnt = (m1tn)m.

Téamaén jdlkeen lauseen todistuksen pddttdd puhtaasti tekninen péittely. Kiinnitetdan
m € w. Talloin rekursiolauseen nojalla on olemassa yksikasitteinen f: w — w, jolle
f(0) =mja f(n') = f(n), kun n € w. Yhteenlaskun méaéaritelmén nojalla kuvaukselle
f saadaan lauseke f(n) = m +n, kunn € w, mutta yo. yhtdldiden nojalla my6s kuvaus
g w — w, g(n) = m & n tayttad rekursioehdot. Siis f = g, mistd saadaan jokaisella
necwyhtdlom+n = f(n) =gn) =modn.

Kertolaskun kohdalla todistus etenee aivan samalla tavalla, mutta lisdksi tarvitaan
tietoa, ettd luonnollisten lukujen yhteenlasku ja kardinaalien yhteenlasku luonnollisille
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luvuille yhtyvit. Kiinnitetdan siis jdlleen m € w, ja tarkastellaan nyt kuvausta f € w —
w,jolle £(0) =0ja f(n™) = f(n)+ m. Kertolaskun méaritelman mukaan f(n) = m - n,
mutta kuvaus ¢: w — w, g(n) = m & n toteuttaa samat rekursioehdot, silld g(0) =
m0=0jagn™)=ment = (men)d&@m=men)+m=gn)+mkunn € w.
Siis rekursiolauseen nojalla f = g, mistd seuraa m-n = f(n) = g(n) = m ® n, kun
new.

Potenssiinkorotuksen kohdalla todistus noudattaa tdsmaélleen samaa kaavaa. Tulos
kertolaskulle tunnetaan jo, joten toinen rekursioyhtdldistd saadaan muotoon m 1 n* =
(m 1 n) - m. Siis luonnollisten lukujen potenssiinkorotus ja kardinaalien potenssiinko-
rotus w:aa rajoitettuna toteuttavat samat rekursioyhtalot, mistd seuraa m" = m 1 n,
kunm,n € w. O

Seuraus 8.10. Jos A ja B ovat direllisii, niin AUB, A x B ja B A ovat direllisii.

Todistus. Olkoot card(A) = m ja card(B) = n, missd m,n € w. Talloin card(A x B) =
mn=m-n€ wijacard(BA)=mtn=m" € w.

Yhdisteen kohdalla on syytd olla tarkempi, ja palauttaa ongelma ensin erilliseen
yhdisteeseen: AUB = AU (B\ A), joten

card(AUB) =card(AU(B\A))=m@®p=m+p € w,
missd p = card(B\ A) < n. O

Edellinen lause osoittaa, ettd tdssd vaiheessa voidaan luopua véliaikaismerkinnoista
@, ® ja 1 kardinaalien laskutoimituksille. Luonnollisten lukujen kohdalla voidaan siis
kdyttdd tilanteen mukaan hyvéksi sitd, ettd rekursiivinen mééritelmd ja kombinatori-
nen madritelmd tuottavat saman lopputuloksen.

Kardinaalilukujen jarjestys

Maaritelma 8.11. Kardinaalien jirjestys < madritelldadn seuraavasti: Olkoot « ja A kardi-
naaleja. Talloin k¥ < A, jos k < A. Kardinaalien tiukka jirjestys méadritelldadn tavalliseen
tapaan: k < A, josk < Ajak # A.

Kardinaalien jdrjestystd voidaan kdyttdd luonnollisella tavalla joukkojen mahta-
vuusvertailussa:

Apulause 8.12. Olkoot A ja B joukkoja. Télloin
1) A < B, jos ja vain jos card(A) < card(B).
2) A < B, jos ja vain jos card(A) < card(B).
Todistus. Merkitddn x = |A|ja A = |B|. Télloink ~ Aja A ~ B.

1) Jos A X B,niink ~ A X B = A, jotenkx < Aeli x < A. On ilmeistd, ettd timdn
paéttelyn voi kaantaa.

2) Edellisen kohdan ja kardinaalilupauksen nojalla

A<B << AXBANA%EB < k< ANK# A <= k<A
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Esimerkki 8.13.
1) Kaikilla kardinaaleilla x on voimassa 0 < «, silla triviaalisti @ < «.

2) Kaikilla darellisilld kardinaaleilla n patee n < Rj. Edelleen dérellisten kardinaa-
lilukujen jarjestys on sama kuin luonnollisten lukujen jérjestys: kaikilla m,n € w
patee

m<n < m<un,

missd kardinaalien vertailussa kédytetddn viliaikaisesti symbolia < symbolin <
asemesta. Jos nimittdin m < n, niin seurauksen 6.29 nojalla m C n,joten m < n
eli m < n. Jos taas m £ n, niin trikotomialauseen 6.27 mukaan m > n, joten
seurauksen 6.29 nojalla m 2 n. Koska m on lokeroperiaatteen nojalla Dedekind-
adrellinen, niin tdstd seuraa m # njasiis m > n.Siis m £ nelim 4 n.

3) Jokaisella kardinaalilla ¥ on voimassa ¥ < 2. Nimittdin Cantorin lauseen 8.3
nojalla ¥ # 2*. Toisaalta funktio f: k — P(x), f(x) = {x} on injektio, joten
Kk < P(k) = *2,joten x = |k| < |*2| = 2"

Esimerkki 8.14. Edellisen kohdan perusteella card(R) = card(“2) = 2%. Edelleen
joukon R x R mahtavuus voidaan laskea seuraavasti:

card(R x R) = 2% . 2% — pRo+Ro — oo,

Seuraavaksi halutaan osoittaa, ettd < jdrjestdd lineaarisesti kardinaalien luokan. Tu-
los seuraa helposti siitd, mitd luvussa 4 on esitetty.

Lause 8.15. Kaikilla kardinaaleilla x, A ja yu on voimassa
1) x <« (refleksiivisyys),
2) k <AANA<u = k< u (transitiivisuus),
3) Kk <ANA <k = k=A (antisymmetrisyys),
4) jokox < Atai A <« (vertailullisuus).
Todistus. 1) Tiedetddn, ettd jokaisella A pdtee A < A, joten erityisestix < xelix < «.
2) Josk <A<pelix A< pniink g pelix < pu.

3) Josxk < AjaA < xkelix X AjaA < «, niin Cantorin, Schroderin ja Bernsteinin
lauseen 4 nojalla |k| = k =~ A = |A|, joten k = A.

4) Lauseen4.15nojallax s Ataid s xelix < Ataid < x.
O

Kardinaalilukujen jdrjestykselle ja laskutoimituksille on voimassa tutut yhteenso-
pivuussaannot:

Lause 8.16. Olkoon «, A ja y kardinaaleja.
a) k<A = xk+pu<Atupu
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b) k<A = x-u<A-pu
c) k<A =« <A
d) kK <A = p* <y’ paitsijosk =u=0jar #0

Todistus. Olkoot K, L ja M joukot, joilla card(K) = «, card(L) = A ja card(M) = p.
Oletetaan lisdksi, ettd K C Ljaettda LN M = @. (Talloin myés KN M = @.)
Kohdat a, b ja ¢ seuraavat vilittdmasti siitd, ettd

KUMCLUM, KxMCLxM, ja MKCML

d) Oletetaan ensin, ettd y = 0. Talloin oletuksen mukaan ¥ # 0 tai A = 0, joten
P =0< pttaip* <1=pl

Oletetaan sitten, ettd y # 0 eli M # @. Olkoon a € M. Madritelldadn kullakin
f: K — M funktio G(f): L — M asettamalla

f(x), josx €K

(GAE) = {a, josx € L\ K

T&llsin on suoraviivaista todeta, ettd G: XM — LM on injektio. O

Esimerkki 8.17. Mitd on X - 2%0? Kayttamalld edellisen lauseen kohtaa (b) kahteen
kertaan saadaan seuraava epédyhtédloketju:

2% < N - 280 < oRo . o®o — oo

Siis N - 280 = 2%o,

Numeroituvat joukot

Maiiritelma 8.18. Joukko A on numeroituva, jos A < w eli card(A) < Rg. Edelleen
joukko A on ylinumeroituva, jos se ei ole numeroituva.

Siis A on numeroituva, jos A on dérellinen tai card(A) = N,.

On suoraviivaista osoittaa, ettd jokainen numeroituvan joukon osajoukko on nu-
meroituva. Edelleen kahden numeroituvan joukon A ja B yhdiste A U B ja tulo A x B
ovat numeroituvia.

Lause 8.19. Numeroituvan monen numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva.

Toisin sanoen: jos .A on numeroituva ja jokainen A € A on numeroituva, niin |J A
on numeroituva.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd A # @, silld | J@ = @ on numeroituva. Edelleen voidaan
olettaa, ettd jokainen A € A on epétyhji, koska kaikilla joukoilla B pitee UB = |J (BU
(@)).

Olkoon A siis numeroituva epétyhjd joukko numeroituvia epatyhjid joukkoja. Kon-
struoidaan surjektio f: w x w — |J.A. Tdstd seuraa, etti UA 5 w X w < w.
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Koska A on numeroituva ja epétyhjd, on olemassa surjektio G: w — A. Siis A =
{G(m) | m € w}. Edelleen koska G(m) on numeroituva ja epétyhja, on joukko

H(m) = {g | g on surjektio w — G(m)}

epatyhjd jokaisella m € w. Siis valinta-aksiooman (muotoilu II) perusteella on olemas-

sa funktio F: w — U,,e, H(m), jolla F(m) € H(m) jokaisella m € w.
Nyt F(m) on surjektio w — G(m) jokaisella m € w, ja voidaan madritelld funktio
f:wxw — |JAasettamalla f(m,n) = F(m)(n). On helppo todeta, ettd f on surjektio.
[]

Esimerkki 8.20. Olkoon A joukko. Jonojoukossa A on funktio f: n — A, missd n € w.
(Jos n = 0, niin f on tyhjd jono, eli tyhja funktio ©.) Kaikkien joukon A jonojen joukkoa
merkitddn

Sq(A) = {f | f onjono A:ssa}
=%4AulAu?AuU...

(a) Osoitetaan ensin, ettd Sq(w) ~ w.
Tama voidaan todistaa Schroderin ja Bernsteinin lauseen avulla seuraavasti. Madritellddan
funktio H: Sq(w) — w asettamalla
_ 5f(0)+1 1)+1 f(n=1)+1
H(f)—Zf( )+1, 3f(D)+ e ,

kun f € "w ja p; on i:s alkuluku. Koska jokaisella kokonaisluvulla on yksikésitteinen
esitys alkulukujen tulona, péatee

f#f = H(f) #H(f)

Siis H on injektio. Toisaalta funktio G: w — Sq(w), jolla G(n) = f € lw, missa
f(0) = n, on selvésti injektio.

(b) Yleisemmin pétee, ettd jos joukko A on numeroituva, niin myos Sq(A) on nu-
meroituva. Nimittdin jos ¢: A — w on injektio, ja f: Sq(w) — w on bijektio, niin
funktioiden g ja f avulla voidaan muodostaa injektio Sq(A) — w (harjoitustehtdva.)

Airettomien kardinaalilukujen aritmetiikkaa

Edelld huomattiin, ettd valinta-aksioomaa tarvittiin jo sen todistamiseen, ettd nume-
roituva yhdiste numeroituvista joukoista on numeroituva. Sikili ei ole mikdan ylldtys,
ettd valinta-aksioomaa tarvitaan muutenkin ddrettomien kardinaalien aritmetiikassa.
Zornin lemma on se nimenomainen valinta-aksiooman seuraus, jota tdssd yhteydessa
sovelletaan.

Apulause 8.21. Jos x on direton kardinaali, niin x - k = «.

Todistus. Olkoon B joukko, jolla card(B) = k. Osoitetaan Zornin lemman avulla, ettd
B x B =~ B. Asetetaan

H ={@}U{f | f onbijektio A x A — A jollain ddrettomélla A C B}.
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Osoitetaan aluksi, ettd H on suljettu ketjujen yhdis-
teiden suhteen. Olkoon siis B C H ketju. Voidaan (
olettaa, ettd B sisdltdd jonkin epatyhjan funktion,
sillda muuten olisi B = @ € H. Kuten aikaisem-
missa todistuksissa on néhty, |J B on joka tapauk-
sessa injektiivinen funktio. Merkitddn
A
A:ran(UB). Bi ’ :40\
- ~

On helppo todeta, ettd A = U{ran(f) | f € B}, ja B

ettd A C B on ddreton joukko.

Osoitetaan nyt, ettd dom(|J B) = A x A; tdsté jo seuraakin, ettd | B € H. Olkoon
(a,b) € A x A. Télldin on olemassa funktiot f,¢ € B, joillaa € ran(f)ja b € ran(g).
Koska B on ketju, on joko f C gtai g C f; symmetrian perusteella voidaan olettaa,
ettd ndistd ensimmdinen ehto on voimassa. Nyt voidaan pédatelld, ettd

(a,b) € ran(g) x ran(g) = dom(g) C dom(| | B).

Siis A x A C dom(|J B). Kédéntéen, jos ¢ € dom(|J B), niin ¢ € dom(f) jollain f € B.
Koska dom(f) = ran(f) x ran(f) jaran(f) C A, ndhdddn, ettd c € A x A.

Nyt voidaan kdyttdd Zornin lemmaa: on olemassa maksimaalinen funktio fy € H.
Olkoon ran(fy) = Ay, ja olkoon card(Ag) = A. Osoitetaan ensin, ettdi A > Ry. Koska
B on &éreton joukko, silld on osajoukko A, jolla card(A) = N,. Talloin on olemassa
bijektio f: A x A — A, jaselvisti f € ‘H. Nyt ndhdéan, ettd fo # O, silld muuten olisi
fo € f vastoin oletusta, ettd fy on maksimaalinen. Joukon H maééritelmaéstd seuraa, ettd
Ap on ddreton, eli A > N,.

Koska fo: Ag x Ag — Ap on bijektio, on A - A = A. Jos voitaisiin osoittaa, etta
Ao = B, niin lauseen vdite seuraisi valittdimaésti. Tdma ei kuitenkaan valttamattad pida
paikkaansa! Osoitetaan sen sijaan funktion f; maksimaalisuuden avulla, ettd A = «,
joka toki riittaa.

Osoitetaan titd varten, ettd card(B \ Ag) < A. Tehd&én vastaoletus: A < card(B \
Ap). Téllsin joukolla B\ Ap on osajoukko D, jolla card (D) = A. Tarkastellaan nyt jouk-
koa (AgU D) x (AgU D). Se voidaan jakaa erilliseksi yhdisteeksi neljasté osasta:

(Ag x Ag) U (Apgx D)U (D x Ap) U (D x D).

Kolmen viimeisen osan mahtavuudet ovat kaikki A - A = A, joten joukon (Ag x D) U
(D x Ap) U (D x D) mahtavuus on A + A+ A < 3-A < A-A = A. Siispé on ole-
massa bijektio g: (Ag x D) U (D x Ap) U (D x D) — D. Nyt fo U g on bijektio (Ag U
D) x (ApUD) — ApUD, joten foUg € H.Tamai on ristiriidassa sen kanssa, ettéd f
on maksimaalinen. Vastaoletus on siis vddrd, joten kardinaalilukujen vertailtavuuden
perusteella card(B \ Ap) < A.

Nyt todistus voidaan saattaa loppuun seuraavasti:

kK = card(Ag) + card(B\ Ap) <A+A=2-A<A-A=A<x,
joten A = x ja siis k - ¥ = «. O
>

Absorptiolaki kardinaaliaritmetiikassa. Jos x ja A ovat kardinaaleja, joilla max(x, A)
Ng ja min(x,A) > 0, niin k + A = x - A = max(x, A).
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Todistus. Oletetaan, ettd A < k. Talloin

K§K+/\§K+K:K-2§K~K8§1K

Siis K + A = x = max(x, A).
Toisaalta
k<k-A<kKk-K=k&,

joten k- A = x = max(x, A). O

Huom. Tarkastellaan mahdollisuuksia maéritelld vdhennyslasku kardinaaleille. OI-
koot x ja A kardinaaleja. Tarkoitushan on, ettd erotus x = x — A olisi yksikdsitteinen
yhtdlon k¥ = x + A ratkaisu. Luonnollisten lukujen joukossa téillaista ratkaisua ei ole
aina olemassa, mutta jos on, niin se on yksikésitteinen (tdméa on tietenkin suora syy
sille, miksi luonnollisten lukujen laajennus kokonaislukujen joukoksi on kehitetty).
Adrettdmien kardinaalien luokassa vihennyslaskun méérittely tormaa uusiin ongel-
miin: Kun x on dédreton, niin erotusta x — « ei voida maéaéritelld sen tdhden, ettd yhtalolla
K = x + k on adrettoman monta ratkaisua, nimittdin kaikki kardinaalit x < x. Sen si-
jaan voidaan asettaa xk — A = x, kun A < x, silld x = x on ainoa yhtdlén x = x + A
ratkaisu.
Samanlaisiin ongelmiin joudutaan tietenkin my®os jakolaskun kohdalla.

Esimerkki 8.22. x* = 2% kun x > w:
KK S (2K)K — 2K'K — 2K S KK.

Esimerkki 8.23. a) Kuinka monta funktiota R — IR on olemassa? Toisin sanoen, mita
on card(RIR)? Vastaus voidaan laskea seuraavasti:

Card(IR]R) = (2N0)2N0 = 2N0'2N0 = 22N0 > ZNO.
1]

card(P(R))
b) Kuinka monta jatkuvaa funtiota R — R on olemassa? Kysytéén siis, mikd on card (C(RR)),

kun
C(R) = {f: R — R | f onjatkuva funktio}.

Tunnetusti jatkuvat funktiot maaraytyvat yksikéasitteisesti rationaaliluvuilla saamiensa
arvojen perusteella: jos f,g,€ C(R)ja f [ Q = ¢ | Q, niin f = g. Tdmé&d ndhddan
seuraavasti: jos f # g, niin

Jx € R(f(x) # g(x) eli f(x) — g(x) # 0)

Téalloin on olemassa avoin véli A = Jx — 6, x + d[ s.e. f(y) — g(y) # 0jokaisellay € A.
Koska Q on R:n tihed osajoukko, on olemassa ¢ € Q N A. Nyt f(q) # g(q), joten

f1Q#g1Q.
Kuvaus H: C(R) — @R, missda H(f) = f | Q on siis injektio. Siispa

card(C(R)) < card(R) = (2%0)%0 = 2R — pNo

Toisaalta kdyttamalld vakiofunktioita, voidaan muodostaa injektio F: R — C(R),
joten card(C(R)) > card(R) = 2%,
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Kontinuumihypoteesi

On osoitettu, ettd Ny < 2% mutta onko niiden kahden kardinaalin vilissda muita kar-
dinaalilukuja? Tdmad on yhtd pitdva seuraavan kysymyksen kanssa:

Kysymys: Onko olemassa joukkoa A, jolla piatee w C A C Rjaw % A %2 R?

(Tassd ajatellaan, ettd luonnolliset luvut ovat reaalilukuja; tdimé ei reaalilukujen
joukko-opillisen méaritelmdn mukaan pidd paikkaansa, mutta toki R sisdltdad osajouk-
konaan w:n kanssa isomorfisen joukon.)

Kontinuumihypoteesi on oletus, ettd tdllaista joukkoa ei ole olemassa, eli se on viite

Kontinuumihypoteesi (CH) Ei ole olemassa kardinaalilukua «, jolla

Ry < k < 2N,

Kurt Godel osoitti vuonna 1940, ettd kontinuumihypoteesin negaatiota (—CH) ei
voi todistaa edelld esitetyistd Zermelon-Fraenkelin aksioomeista edes valinta-aksiooman
kanssa (ZFC aksioomat). Vuonna 1963 Paul Cohen osoitti pakottamismenetelmalld
edelleen, ettei kontinuumihypoteesia itseddnkddn voi todistaa ZFC-aksioomeista. Kon-
tinuumihypoteesi on siis riippumaton joukko-opin ZFC aksioomista.

Kontinuumihypoteesi voidaan yleistd kardinaaleista X ja 2% muihin mahtavuuk-
siin. Milld hyvénsa ddrettomalld kardinaalilla x patee x < 2%, joten voidaan kysyd, onko
niiden vélissd muita kardinaalilukuja. Yleistetty kontinuumihypoteesi on olettamus,
ettd vastaus on kielteinen kaikilla ddrettomilld kardinaaleilla «:

Yleistetty kontinuumihypoteesi (GCH) Jos x on ddreton kardinaali, niin ei ole ole-
massa kardinaalia A, jolla
k<A< 2M

My6s yleistetty kontinuumihypoteesi on riippumaton joukko-opin aksioomista: sité
ei voi todistaa, eikd sen negaatiota voi todistaa ZFC:ss4.



