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Luonnolliset luvut

Kuten aikaisemmin on selitetty, joukko-opin tavoitteena on, ettd kaikki matemaatti-
set oliot voidaan rakentaa joukkoina. Luonnolliset luvut ovat perustavanlaatuisim-
pia olioita, joiden kohdalla on epitriviaalia, miten rakentaminen pitdisi tehdd. Aset-
takaamme konstruktiolle seuraavat tavoitteet:

A) Koska luonnollisilla luvuilla lasketaan ddrellisten joukkojen alkioiden lukumaéaéria,
tulisi luonnollisen luvun edustaa kuvastamaansa mahtavuutta. Siis esimerkiksi
luvun 7 tulisi olla seitsenalkioinen joukko.

B) Luonnolliset luvut pitdisi pystyd kerddmddn yhteen yhdeksi joukoksi w. (Tadssa
siis merkintd eroaa totutusta, koska luonnollisten lukujen joukkoa useimmiten
merkitddn symbolilla IN.)

C) Luonnollisten lukujen késitteen ympérille tulee muodostaa myds rakennetta. Jarjestelmdan
liittyy siis luonnollisten lukujen lisdksi laskutoimitukset ja jarjestys.

Namad tavoitteet kytkeytyvat melko monimutkaisella tavalla toisiinsa. Tarkastel-
laan ensin tavoitteita B ja C. Jos tavoitteen A voisi unohtaa, niin olisi pitkalti samante-
kevad, miten luonnolliset luvut konstruoidaan. Oleelliseksi jda silloin, ettd luonnolliset
luvut muodostavat ddrettdéman joukon, jossa alkiot seuraavat induktiivisesti toisiaan:

O—=1—=2—=3--—=n—- -
Jos tama seuraajakuvaus tunnetaan, niin loput rakenteesta voidaan madaritelld rekur-
siolla. Tama oli Giuseppe Peanon ldhtokohta, kun hdan vuonna 1889 esitti luonnollisten
lukujen aksioomansa [ 1.

Peanon postulaatit

Madiritelma 6.1. Peanon systeemi on epétyhjdstd joukosta N, funktiosta S: N — N ja
alkiosta e € N muodostuva kolmikko:

(N,S,e)

joka toteuttaa seuraavat ehdot:
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52 LUKU 6. LUONNOLLISET LUVUT

P1) e ¢ ran(S).
P2) S on injektio.
P3) JosBC NAee€ BAVx(x € B— S(x) € B), niin B= N.

Ennen Peanon systeemin kisitteen pureskelua todettakoon, mitd tdméa merkitsee
kiinnitettyjen tavoitteiden kannalta: Jos kdytettdvissad olisi yksikin Peanon systeemi,
niin tavoitteet B ja C voitaisiin toteuttaa. Seuraajakuvauksen S avulla voitaisiin ni-
mittdin rakentaa Peanon systeemiin laskutoimitukset ja jdrjestys rekursiivisesti; tdhan
palataan myohemmin konkreettisen luonnollisten lukujen jarjestelmén kohdalla. Tassa
lahestymistavassa on vain joukko-opillisesti se ongelma, ettd jo kisiteltyjen aksioo-
mien avulla ei voida osoittaa yhdenkddn Peanon systeemin olemassaoloa, vaan tarvi-
taan ddrettomyysaksiooma.

Aéirettémyysaksiooma tullaan muotoilemaan huolellisesti niin, ettd tavoite A ote-
taan alusta alkaen huomioon. Ensin kiinnitetddn itse asiassa seuraajamekanismi sopi-
vasti niin, ettd tavoite saadaan triviaalisti toteutettua. Tama kaikki toteutetaan seuraa-
vassa alaluvussa.

Peanon postulaattien tarkoituksena on aksiomatisoida luonnollisten lukujen struk-
tuuri, missd e vastaa lukua 0, ja S vastaa seuraajafunktiota n — n + 1. Myohemmin
osoitetaan, ettd aksiomatisointi on tdydellinen: kaikki Peanon systeemit ovat isomor-
fisia sen systeemin kanssa, joka tullaan konstruoimaan ja joka kiinnitetddn oikeaksi
luonnollisten lukujen systeemiksi.

Kaikki kolme Peanon systeemien ehtoa ovat vilttdimattamid. Jos ehto P1 jitettadisiin
pois, sallittaisiin kolmikot, joissa N on dérellinen ja S muodostaa syklin: N = {ay, ..., a,},
e =ap, S(a;) = a;y1, kuni < njaS(a,) = ap.

Jos puolestaan ehto P2 jatettdisiin pois, sallittaisiin niin ikddn déarellisid tulkinto-
ja, joissa S muodostuu syklistd sekd polusta joka yhdistdd e:n tihdn sykliin: N =
{ag,...,an}, e =ay, S(a;) = aj11, kuni < nja S(a,) = a;jollain i > 0.

Lopuksi, jos ehto P3 jatettdisiin pois, sallittaisiin tulkintoja, joissa on luonnollisten
lukujen struktuurin lisdksi erillisid syklejd ja/tai erillisid kokonaislukujen kopioita.

Induktiiviset joukot

Jotta luonnolliset luvut saadaan maédriteltyd, pitdisi siis kiinnittdd sopiva seuraajame-
kanismi, jonka avulla luonnollisia lukuja voidaan muodostaa. Zermelon [ ] ehdo-
tus luonnollisiksi luvuiksi oli seuraava:

o, {0}, {{2t}, {{{2}}) ...
0, 1y 2, 3,

Alaindeksi Z viittaa toisaalta Zermeloon, mutta myos korostaa sitd, ettd ndita Zer-
melon luonnollisia lukuja ei yleisesti (nollaa ja ykkostd lukuun ottamatta) hyviksyta oi-
keiksi luonnollisiksi luvuiksi. Zermelo kédytti luonnollisten lukujen muodostamiseen
alun perin siis seuraajamekanismia a — {a}. Tdméan ajatuksen heikkoutena on, etti ta-
voite A ei toteudu: 0z on tosin tyhjdna joukkona nollan alkion joukko ja 17 yksio, mut-
ta nollaa lukuun ottamatta kaikki muut Zermelon luonnolliset luvut olisivat yksioita.
Luvusta 2 ldhtien tavoite A ei siis toteudu.



53

Myo6hemmin von Neumann [ ] ldhestyi luonnollisten lukujen konstruoimisen
ongelmaa eri tavalla:

0=0,

1={0} = {2},

2={0,1} = {2, {2}},
3=10,1,2} = {0, {2}, {2, {2}}},

n+1=1{0,1,...,n}

Luonnolliset luvut saadaan siis rekursiivisesti méadriteltyd edeltdjiensd avulla, ja
tavoite A selvésti toteutuu. Von Neumannin mddritelméstd onkin tullut joukko-opin
standardiméaritelmad. Huomataan (ja myohemmin todistetaan), ettd sen mukaan pétee

0€1,0€20€3,...,1€2,1€3,...,2€3,...
0C1C2C3C...
Luonnollisten lukujen jdrjestys voidaan siis palauttaa alkiorelaatioon:
n<m < necm.
Toisaalta niiden jdrjestys voidaan myds ilmaista osajoukkorelaation avulla:
n<m <= nCm.
Edelleen havaitaan, ettd von Neumannin ideassa
n+1={0,1,...,n} ={0,1,...,n =1} U{n} =nu{n},

joten tdhdn ideaan liittyy seuraajamekanismi a +— a U {a}.

Maiiritelma 6.2. Kun a on joukko, sen seuraaja on

at =aU{a}.

Huom. MyShemmin pystytddn tarkastamaan, ettd von Neumannin méédritelmén pe-
rusteella luonnollisilla luvuilla pitee n™ = n 4 1.

Von Neumannin idean voi seuraajan késitteen avulla nyt ilmaista niin, ettd kaikki
luonnolliset luvut voidaan muodostaa tyhjdstd joukosta seuraajaa kdyttden. Tatd in-
tuitiivista ideaa ei kuitenkaan pysty suoraan pukemaan muodolliseksi méaaritelméksi,
joten teknisesti joudutaan etenemadin kiertotietd: Joka tapauksessa pyritddn tavoittee-
seen B eli muodostamaan luonnollisten lukujen joukko w. Téstd joukosta tiedetddn,
ettd sen pitdisi olla nollan ja seuraajan virittdma eli suppein joukko, joka sisdltdd tyhjan
joukon ja on seuraajan suhteen suljettu.

Mairitelma 6.3. Joukko A on induktiivinen, jos se sisdltda tyhjan joukon ja on suljettu
seuraajien suhteen, ts.

a) e A ja
b) Vae A (at € A).
Luonnollisten lukujen joukon tulisi olla siis suppein induktiivinen joukko, mutta

kuten todettiin, aikaisemmista aksioomista ei seuraa tidllaisen olemassaolo. Tarvitaan
siis uusi joukko-opin aksiooma.
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Airettomyysaksiooma. On olemassa induktiivinen joukko:

JA(@ € AAVa e A(a® € A)).

Seuraavaksi maaritelldan luonnollisen luvun kiasite.

Maaritelma 6.4. Luonnollinen luku onjoukko, joka on alkiona jokaisessa induktiivisessa
joukossa:

x on luonnollinen luku <= VA(“A on induktiivinen” — x € A).

Lause 6.5. On olemassa joukko, jonka alkioita ovat tismiilleen ne joukot, jotka ovat luonnollisia
lukuja.

Todistus. Olkoon A induktiivinen joukko. Erotteluaksioomalla saadaan A:n osajoukko
w, jossa ovat ne A:n alkiot, jotka kuuluvat kaikkiin induktiivisiin joukkoihin, ts.

w = {x € A | x kuuluu jokaiseen induktiiviseen joukkoon}.

Jos siis x € A, niin x kuuluu jokaiseen induktiiviseen joukkoon, joten x on luonnol-
linen luku. Jos kddntden x on luonnollinen luku eli kuuluu jokaiseen induktiiviseen
joukkoon, niin erityisesti x € A, silld A on induktiivinen, ja koska x kuuluu muihinkin
induktiivisiin joukkoihin, niin x € w. Siis w on kaikkien luonnollisten lukujen jouk-
ko. [

Ekstensionaalisuusaksiooman nojalla kaikkien luonnollisten lukujen joukko on yk-
sikdsitteinen, joten voidaan kiinnittdd todistuksessa kadytetty merkintd: Luonnollisten
lukujen joukkoa merkitddn jatkossa symbolilla w. Tarked huomio on my®ds, ettd w on
suppein induktiivinen joukko.

Lause 6.6. w on induktiivinen ja w on jokaisen induktiivisen joukon osajoukko.

Todistus. @ € w, silld @ on luonnollinen luku, koska @ € B jokaisella induktiivisella
joukolla B.

Jos a € w, niin a € B jokaisella induktiivisella joukolla B. Téllsin 4™ € B jokaisella
induktiivisella joukolla B, joten a™ € w. O

Téssd vaiheessa on syytd myos todeta, ettd koska @ on luonnollinen luku, jolla ei ole
alkioita, niin periaatteen A mukaisesti sen kuuluu olla luonnollinen luku nolla. Mer-
kitdan siis 0 = @. Tyypillisesti merkintdd 0 kdytetddn jatkossa, kun halutaan korostaa
tyhjan joukon roolia luonnollisena lukuna. Koska w on induktiivinen, myos 01, 07,
0" ** jne. ovat luonnollisia lukuja ja w:n alkioita. Niille kiytetdan tuttuja merkintoja

1=0"2=1%3=2"jne.

Periaatteessa “ja niin edelleen” pystyttdisiin korvaamaan tasmadlliselld esitykselld siitd,
miten kymmenjdrjestelmdesitys toimii, mutta kdytannollisistd syistd tédllainen selitys
ohitetaan.
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Induktioperiaate w:lle. Edellisen lauseen nojalla jokainen w:n induktiivinen osajouk-
ko on w itse
VB(B C w A “B induktiivinen” — B = w).

Saman asian voi my0s pyoOrittdd seuraavaan muotoon:

Lause 6.7 (Induktiotodistus.). Olkoon P(x) jokin luonnollisten lukujen x ominaisuus. Ole-
tetaan, etti

1) P(0) pitee eli nollalla on ominaisuus P.

2) Jokaiselle luonnolliselle luvulle n piitee, ettii jos P(n), niin P(n™).
Tilloin Vx € w P(x).
Todistus. Tarkastellaan joukkoa

B={xcw|P(x)}.

Oletuksista seuraa, ettd B on induktiivinen:

1) @ € B.

2) Josn € B,niinn™ € B.
Siis induktioperiaatteen nojalla B = w (koska B C w) eli Vx € w P(x). O
Lause 6.8. Kaikki luonnolliset luvut paitsi 0 ovat toisen luonnollisen luvun seuraajia.
Todistus. OlkoonB={x € w |x =0V 3y € w (x =y™) }. Talloin:

1) @=0¢€B.

2) Oletetaan, ettd x € B. Talloin myds x™ € B, silld kaava Jy € w(x™ = yT) on
selvasti tosi.

Siis induktioperiaatteella saadaan, ettd B = w, joten kaikki luonnolliset luvut x # 0
ovat toisen luonnollisen luvun seuraajia. O

Huom. 0 ei ole minkdan luonnollisen luvun seuraaja: luvun a seuraaja on a U {a}, joka
on aina epétyhjd joukko, kun taas 0 = @.

Luonnollisten lukujen joukko Peanon systeemina

Madiritelma 6.9. Luonnollisten lukujen seuraajafunktio on joukko

c={(nn")|necwl

Apulause 6.10. (w, 0, 0) toteuttaa Peanon systeemin ehdot P1 ja P3.
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Todistus. Koska w on induktiivinen, niin 0 € w ja ¢ on funktio w — w. Koska jokaisella
n € wpiteec(n) =nt =nU{n} # @ =0,niin 0 ¢ ran(c). Siis P1 on voimassa.
Olkoon B C w joukko, jolle pétee 0 € B ja jokaisella x € B myds o(x) = x™ € B.
Télloinhdn B on induktiivinen w:n osajoukko, joten w:n induktioperiaatteen nojalla
B = w. Siis my0s P3 pitee. O

Jokseenkin ylldttaen ehto P2 onkin vaikenkin asia tarkastettavaksi, kun todistetaan,
ettd (w,0,0) on Peanon systeemi. Tétd tarkastelua varten esitellddn tarked tekninen
joukko-opillinen kisite, joukon transitiivisuus.

Maairitelma 6.11. Joukko A on transitiivinen, jos jokainen A:n alkion alkio on A:n alkio:

VaxVa(x eaNae A —x e A)

Transitiivisuus voidaan maéaéritelld usealla keskenddn ekvivalentilla tavalla:
Apulause 6.12. Kun A on joukko, seuraavat ovat yhtipitivii:

a) A on transitiivinen.

b) UA C A.

c) Jokaisella a € A piitee a C A.

d) ACP(A).

Todistus. Todistetaan kohtien yhtépitavyys syklin a) = b) = ¢) = d) = a) kautta.

a) = b): Oletetaan, ettd A on transitiivinen. Olkoon x € J A, jolloin on olemassa
a € A,jolle x € a. Koska x € a,a € Aja A on transitiivinen, niin x € A. Siis JA C A.

b) = c¢): Oletetaan, ettd JA C A.Kuna € A, niina C JA C A, miki todistaa
kohdan c.

c) = d): Oletetaan, ettd Va € A (a C A). Siis jokaisella a € A péteea € P(A), joten
ACPA).

d) = a): Oletetaan, ettd A C P(A). Testataan, onko A transitiivinen. Olkoot a € A
jax € a.Koskaa € A C P(A),niina € P(A)elia C A.Siis x € a C A, mistéd seuraa
x € A. Siis A on transitiivinen. ]

Esimerkki 6.13. A = {@, {{D}}} eiole transitiivinen, koska {@} € {{?}} € A, mutta
{®} ¢ A.Sensijaan B = AU {{®@}} on transitiivinen: Kédytetddn edellisen apulauseen
kohtaa c. Joukon B alkiot ovat @, {®} ja {{@}}. Triviaalisti @ C B. Lisdksi {@} C B,
sillda @ € B,ja {{®}} C B, silld {@} € B. Siis B on transitiivinen.

Lause 6.14. Jos a on transitiivinen, niin | Ja* = a.

Todistus. Koska a on transitiivinen, niin Ja C aja

Uat =J@u{a}) = (Ua) U (U{a})

(Ua) Ua=a.

Lause 6.15. Jokainen luonnollinen luku on transitiivinen.
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Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n € w suhteen, ettd n on transitiivinen.
1) 0 on transitiivinen, silla Y0 =@ =0 =0 C 0.
2) Oletetaan, ettd n on transitiivinen. Talloin edellisen lauseen mukaan

UnT=ncnu{n}=n",

joten apulauseen 6.12 nojalla nt on transitiivinen.

Lause 6.16. w on transitiivinen eli jokainen n € w on w:n osajoukko.

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n € w suhteen, ettd n C w.
1) Triviaalisti0 = @ C w.

2) Oletetaan, ettd n C w. Tdlldinn C wija {n} C w,joten n™ = nU {n} C w. Siis
myds n C w.

]

Lause 6.17. (w, o, 0) on Peanon systeemi.

Todistus. Apulauseen 6.10 nojalla tiedetdédn jo, ettd Peanon systeemin ehdot P1 ja P3
ovat voimassa. Riittda siis tarkastaa, ettd myos ehto P2 tayttyy eli o on injektio. Olete-
taan, ettd o(m) = o(n) elim™ = n™, missd m,n € w. Koska m ja n ovat transitiivisia
(lause 6.15), niin lausetta 6.14 soveltamalla saadaan m = Um™ = Un™ = n. Siis ¢ on
injektio. O

Téssd vaiheessa voidaan todeta, ettd luonnollisille luvuille asetetut tavoitteet B ja
C saadaan toteutettua, kunhan osoitetaan, ettd systeemiin (w, 0, 0) voidaan rakentaa
aritmetiikka ja jdrjestys. Nditd konstruktioita varten tarvitaan rekursiota.

Rekursio

Olkoon A joukko, f: A — A funktio, ja a € A. Intuitiivisesti on selvédd, ettd funktion
h: w — A voidaan maaritelld rekursiolla seuraavasti:

Funktion h olemassaolo ja yksikésitteisyys pitdd kuitenkin todistaa joukko-opin ak-
sioomeista.
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Rekursiolause. Olkoon A joukko,a € Aja f: A — A. Tilloin on olemassa yksikisitteinen
sellainen kuvaus h: w — A, etti

ja jokaisella n € w piitee

Todistus. Kuten todettiin, tulos on uskottava, mutta sen todistus vaatii huolellista tek-
niikkaa. Ideana on, ettd kuvaus & muodostetaan pienistd paloista. Sen perustelemisek-
si, ettd h(n) = m, tarvitaan nimittdin kuvauksen h arvot kohdissa 0, 1, ..., n — 1, ts.
kuvauksesta h pitdd tuntea ainakin rajoittuma

h1{0,1,...,n} ={(0,h(0)),(1,h(1)),...,(n,h(n))}.

Tamd idea johtaa seuraavaan apukdasitteeseen: Sanotaan, ettd funktio  on hyviksyttivi,
jos dom(7) C w, ran(y) C A ja seuraavat ehdot ovat voimassa:

H1) Jos 0 € dom(n), niin #(0) = a.
H2) Jos nt € dom(n), niin myés n € dom(n) jan(n™) = f(n(n)).
Olkoon H kaikkien hyvéaksyttdvien funktioiden joukko ja olkoon h = |J H. Siis
(%) (n,y) € h <= n(n) = yjollakin hyvaksyttavalld funktiolla 7.
Todistetaan seuraavat asiat:
a) dom(h) = w,
b) & on funktio,
¢) hon hyvidksyttava,

d) h on yksikéasitteinen kuvaus, joka toteuttaa lauseen ehdon.

a) Viitteen dom(h) = w todistamiseksi osoitetaan induktiolla luvun n € w suh-
teen, ettd n € dom(h).

al) Funktio {(0,4)} on hyvéksyttdvi, joten (0,a) € hja siis 0 € dom(h).

a2) Oletetaan, ettd n € dom(h). On siis olemassa 7 € H, jolla n € dom(#). Jos
nt € dom(y), on myds n* € dom(h). Jos taas n* ¢ dom(r), madritellddn ' =
nU{(n*, f(n(n)))}. Selvisti 5" on kuvaus, dom(y') C wijaran(y’) C A.Kuvaus 7’ on
my0ds hyvaksyttava:

1) Jos 0 € dom(7’), niin ' (0) = 5(0) = a, silla y € H.

2) Jos k* € dom(#'), niin joko k* € dom(y) tai kt = n™ eli k = n; molemmissa
tapauksissa k € dom(y) C dom(n’). Edellisesséd tapauksessa patee n'(k™) =

n(k™) k) f(n(k)) = f(y'(k)). Jalkimmaisessad tapauksessa puolestaan péitee
n'(k7) =n'(n™) = f(y(n)) = f(n'(n)) = f(n' (k).
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Koska 7" on hyviksyttidva funktio ja n € dom(y'), pitee n™ € dom(h).

b) Osoitetaan induktiolla luvun n € w suhteen, ettd jokaisella n € w on olemassa
korkeintaan yksi y, jolle (n,y) € h.

b1) Induktion aloitusaskel n = 0: Jos (0,y1) € hija (0,y2) € h, niin ehdon (x)
mukaan on olemassa hyviksyttavat funktiot 7o ja #1, joilla 70(0) = y1 ja 171(0) = yo.
Talloin kohdan H1 perusteella 779(0) = a = #1(0), joten y1 = y» = a.

b2) Oletetaan sitten, ettd induktiovéite pétee arvolla n. Jos (n,y9) € hja (nt,y1) €
h, niin ehdon (x) perusteella on olemassa kuvaukset 79,71 € H, joille 1o(n™) = yo
jan1(n™) = y1. Télloin kohdan H2 perusteella n € dom(7g), n € dom(;). Induktio-
oletuksen nojalla 79(n) = #1(n), joten hyvéksyttivyysehdosta H2 seuraa yo = o(n") =
f(no(n)) = f(n1(n)) = n1(n*) = y;. Siis induktiovéite patee myos arvolla n'.

Induktiovdite, jonka todettiin siis olevan tosi kaikilla n € w, on itse asiassa funktio-
naalisuusehto eli on néytetty, ettd & on kuvaus.

c) Osoitetaan, ettd 1 = |J H on hyvéksyttavd kuvaus: Kohtien a ja b nojalla tiedetdaan
jo, ettd h on kuvaus w — A.

H1) Koska 0 € dom(%), niin on olemassa hyvéksyttava funktio 7, jolle 7(0) = h(0).
Koska 7 € H, on #(0) = aja siis h(0) = a.

H2) Olkoon n™ € dom(h). Tillin on olemassa y € H, jolla h(n™) = n(n™)jan €
dom(y). Siis n € dom(h) ja h(n) = n(n), silld h on funktio. Siispd h(n™) =
n(n") = f(n(n)) = f(h(n)).

d) Oletetaan, ettd hg ja h; toteuttavat lauseen ehdot. Koska ne ovat siis hyvaksyttavid
eli hg,hy € H, niin hg Uhy C |JH = h. Jos hy ja hy olisivat eri kuvauksia w — A, niin
ho U hy ei olisi kuvaus, mistd seuraisi, ettei myoskdan h olisi kuvaus, mikd on vastoin
kohtaa b. Siis hg = hi(= h). O

Rekursiolause on luonnollisten lukujen rakenteessa piteva tulos, joka ei yleisty
luonnollisella tavalla kokonaislukujen rakenteeseen saatikka laajempiin tavanomaisiin
lukualueisiin; tdstd esitetddn myohemmin luonnollisten lukujen késittelyn yhteydessa
esimerkki. Sen sijaan ordinaalien yhteydessd huomataan, ettd induktiolle ja rekursiolle
on olemassa hyvinjérjestetyissa joukoissa yleistykset, joita kutsutaan transfiniittiseksi
induktioksi ja transfiniittiseksi rekursioksi.

Jatkossa rekursiolausetta sovelletaan toistuvasti luonnollisten lukujen aritmetiik-
kaa rakennettaessa. Ensimmaisena rekursiolauseen sovelluksena kuitenkin todistetaan,
ettd Peanon systeemit ovat keskendan isomorfisia.

Lause 6.18. Olkoon (N, S,e) Peanon systeemi. Tillvin (w,c,0) ja (N,S,e) ovat keskendiin
isomorfiset: on olemassa sellainen bijektio h: w — N, etti h(0) = e ja jokaisella n € w piitee

h(o(n)) = S(h(n)).

Todistus. Rekursioteoreeman nojalla on olemassa yksikésitteinen funktio h: w — N,
joka toteuttaa ehdot

h(0) =e,
h(n™) = S(h(n)) kaikilla n € w.

Koska o(n) = n, funktio h toteuttaa vaatimuksen h(c(n)) = S(h(n)) kaikilla n € w.
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Pitd4 vield osoittaa, ettd 1 on bijektio.

Osoitetaan ensin, ettd i on surjektio kdyttamalld Peanon induktiopostulaattia jou-
kolle ran(h) systeemissi (N, S, e). Ensinnékin e € ran(h), koska h(0) = e. Toiseksi, jos
x € ran(h), niin on olemassa n € w, jolla h(n) = x. Talléin h(n™) = S(h(n)) = S(x),
joten my6s S(x) € ran(h). Siis ran(h) on induktiivinen, joten ran(h) = N.

Osoitetaan lopuksi, ettd /i on injektio. Télld kerralla kdytetddn luonnollisten lukujen
induktioperiaatetta. Olkoon

T={necw|Vmewim#n— h(m)#h(n))}.

Jos m # 0, niin m = p* jollain p € w. Tallsin h(m) = h(p™) = S(h(p)) # e = h(0).
Siis0 € T.

Oletetaan sitten, ettd k € T. Jos h(k™) = h(m), niin &skeisen perusteella m # 0,
joten m = p™ jollakin p € w. Siis S(h(k)) = h(k™) = h(p™) = S(h(p)). Koska S on
injektio, on oltava h(k) = h(p), joten k = p (koska k € T) ja siis kt = p™ = m. Siis
kteT. O

Aritmetiikka

Aloitetaan tarkastelemalla funktiota w — w, joka liittdd lukuun »n luvun 5 + n. Sille
voidaan antaa seuraava rekursiivinen maddritelma:

5+0=5
5+nt =(5+n)"

Yleisemmin voidaan maéaéritelld jokaisella luonnollisella luvulla m funktion w — w,
joka liittdd lukuun n luvun m + n seuraavasti:

{Am(()) = m
Au(n™) = (Am(n))*

Rekursioteoreeman perusteella on olemassa yksikésitteinen A,,: w — w, joka toteut-
taa ylld olevat ehdot.

Mutta miten nédiden funktioiden avulla saadaan maéaériteltyd luonnollisten lukujen
yhteenlasku? Yhteenlasku on joukon w kaksipaikkainen laskutoimitus eli kuvaus

froxw— w.

Mairitelmad 6.19. Luonnollisten lukujen yhteenlasku + on niiden kolmikoiden (m, n, p) €
w X w X w joukko, jotka toteuttavat seuraavat ehdon: On olemassa kuvaus f: w — w,
jolle f(n) = p jajoka toteuttaa rekursioehdot

{f<o> =m
fkt) = f(k)t  kunk € w.
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Maééritelmé on hyvin tekninen, mutta pienen pureksinnan jalkeen on késitettdvissa,
ettd se on itse asiassa tdysin luonteva. Ensiksi huomataan, ettd yhteenlasku + muo-
dostetaan erottelulla joukosta w X w X w = (w X w) X w, joten + on relaatio. Toinen
havainto on, ettd kun m,n € w on annettu, niin rekursiolauseen nojalla on olemassa
yksikésitteinen f: w — w, jolle rekursioehdot f(0) = mja f(k*) = f(k)*, kunk € w,
pétevit. Itse asiassa tdma f riippuu vain luvusta m ja on yll4 esitelty kuvaus A,. Siispa
paria (m, n) vastaa vain yksi luku p = f(n) = Ap(n),jolle ((m,n),p) = (m,n,p) € +.
Tama tarkoittaa, ettd + on kuvaus w X w — w eli joukon w laskutoimitus, joten kun
(m,n,p) € +, voidaan merkitd +(m,n) = n tai tutummalla tavalla m +n = p.

Maééritelmén rekursioehdot voidaan siis purkaa — tavanomaisia merkint6jd kdyttaen
— yhteenlaskun rekursiokaavoiksi: Kaikilla m, n € w pétee

(A1) m+0=m,
(A2) m+nt=(m+n)t.

Huom. Soveltamalla ehtoja tapauksessa n = 0 ndhdédén, etta

(AZZ) ( )Jr (Al) —+

m+1=m+0" m=+0)T =" mt.

Siis seuraajakuvaukselle o patee c(m) = m™ = m+1, kunm € w, eli o liittda jokaiseen
lukuun m luvun m 4 1, niin kuin pitdédkin.

Maéaéritelladn seuraavaksi luonnollisten lukujen kertolasku samalla idealla. Lahtokohtana
on havainto, ettd jotta osittelulaki olisi voimassa, niin on padettivd m - (n +1) =
m-n+m.

Olkoon m € w. Madritelladan funktio M,,;: w — w rekursiolla seuraavasti:

M (0) =0
My (n™) = My, (n) + m.

Koska yhteenlasku on jo médritelty, rekursiolauseen perusteella on olemassa yksikésitteinen
funktio M;,: w — w, joka toteuttaa ylldolevat ehdot.

Maiiritelma 6.20. Luonnollisten lukujen kertolasku - on niiden kolmikoiden (m,n, p) €
w X w X w joukko, jotka toteuttavat seuraavat ehdon: On olemassa kuvaus g: w — w,
jolle g(n) = p ja joka toteuttaa rekursioehdot

{g<o> =0
¢(k™)y=g(k)+m kunk € w.

Kertolaskusta voidaan tehd& vastaavat huomiot kuin yhteenlaskustakin: Ensinndkin
rekursiolauseen avulla saadaan perusteltua, ettd se on kuvaus -: w x w — w elijoukon
w laskutoimitus. Korvaamalla yleinen kuvausmerkinté laskutoimitusmerkinnalld, ts.
merkitsemédlld m - n = -(m,n), kun m,n € w, saadaan rekursioehdot kirjoitettua luon-
nollisemmin: Kaikilla m, n € w pétee

(M1) m-0=0,
(M2) m-nt =m-n+m.
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Huom. Merkinndssa m - n 4 m oletetaan tavalliseen tapaan, ettd kertolasku suoritetaan
ennen yhteenlaskua. Kdytetddn tdtd sopimusta myos jatkossa.

Saman mallin mukaisesti voidaan médritelld luonnollisten lukujen potenssiinkoro-
tus eli kuvaus (m,n) — m", kun sovitaan erityisesti, ettd 0% = 0. Samoin kuin ker-
tolaskussa iteroitiin yhteenlaskua, niin potenssiinkorotuksessa iteroidaan kertolaskua.
Kun tdsséd vaiheessa on jo selvdd, miten aritmeettisten laskutoimitusten méarittelyssa
kdytetddn rekursiolausetta ja merkintdjd, niin méadritelméan voi esittdd lyhyemmin:

Maairitelma 6.21. Luonnollisten lukujen potenssiinkorotus on se joukon w laskutoimitus
(m,n) — m", joka toteuttaa seuraavat rekursioehdot:

(E1) md =1,
(E2) m" =m" - m.
Esimerkki 6.22. Lasketaan 2 4 3 kdyttden yhteenlaskun rekursiivista mdaritelmaa.

240 =2 (A1)

241 210t =2t =3

2428 241t =3+ =4

243 242t =4t =5
Todistetaan seuraavaksi yhteenlaskun ja kertolaskun tutut perusominaisuudet.

Lause 6.23. Seuraavat laskulait pitevit kaikilla m,n, p € w:

m+n+p)=m+n)+p (yhteenlasku on liitdnniinen)
m+n=n+m (yhteenlasku on vaihdannainen)
m-(n+p)=m-n+m-p (yhteen- ja kertolasku osittelevat)
m-(n-p)=(m-n)-p (kertolasku on liitinniinen)
m-n=mn-m. (kertolasku on vaihdannainen)

Todistus. Jokainen laskulaki todistetaan induktiolla, mutta tissd tyydytddn todistamaan
yhteenlaskun vaihdantalaki ja osittelulaki. Liitdntélait ja kertolaskun vaihdantalaki
jadvat harjoitustehtaviksi.

Yhteenlaskun vaihdannaisuuden todistus: Yhteenlaskuhan toteutti rekursioehdot

{m+0:m

m+nt=(m+n)",

kunm,n € w. Rekursio siis toteutettiin oikean muuttujan suhteen, ja on perusteltua ky-
syd, eikd vasemmanpuoleinen rekursio olisi ollut mydskin mahdollinen eli patevatko
rekursioehdot

O+n=mn

mt+n=(m+n)"
kaikilla m,n € w. Vastaus on myonteinen, ja ndméa ehdot voidaan todistaakin aputu-
loksina vaihdannaisuuden osoittamista varten.
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a) Viite: 0 +n = n jokaisella n € w.

Todistus. Osoitetaan vdite induktiolla luvun n € w suhteen. 0 + 0 = 0 pétee suo-
raan ehdon Al perusteella. Oletetaan sitten, ettd 0 4+ n = n. Talloin

0+mt @D (04 )t LN

joten induktioviite patee myos arvolla n™.

b) Viite:m™ +n = (m+ n)™ kaikilla m,n € w.

Todistus. Kiinnitetddn m € w ja todistetaan vdite induktiolla luvun n € w suhteen.

A1) 4 @D

Viite pdtee arvollan = 0, silla m™ + 0 m +0)". Oletetaan, ettd viite

pétee luvulle n. Tdlldin

m +nt D ()t Y ) D (gt

joten viite pdtee arvolla nt.

Kun nyt tiedetédén, ettd rekursioehdot patevat myods vasemman muuttujan suhteen,
niin yhteenlaskun vaihdannaisuus on mahdollista todistaa. Kiinnitetddn n € w ja to-
distetaan induktiolla luvun m € w suhteen, ettd m +n = n + m.

Aputuloksesta a ja rekursioehdosta Al seuraa 0 +n = n = n + 0, joten induk-
tiovdite péatee arvolla m = 0.

Oletetaan sitten, ettd m + n = n + m. Talloin

mt+n 2 (m+mn)* (ind.ol) (n+m)* @ m

joten vdite pdtee arvolla m™.

Osittelulain todistus: Kiinnitetddn m, n € w ja todistetaan osittelulaki m - (n + p) =
m - n + m - p induktiolla luvun p suhteen.

Ensinndkin induktiovdite pétee arvolla p = 0, silld

(A1) (A1) (M1)
) = m-n = =

m-(n+0 m-n+0 m-n+m-0

Oletetaan sitten, ettd induktiovdite pétee arvolla p. Talloin
(A2)

P (n-+p)*
(M2)

m-(n+p")

m-(n+p)+m
(ind.ol.) (m'n+m'p)+m(-liitén§a'inen)m_n+(m.p_|-m)

(l\iz)m~n+m~p+.

Siis véite pdtee myos arvolla p™. O
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Luonnollisten lukujen jdrjestys

Kuten aikaisemmin todettiin, von Neumannin méaaritelman mahdollistaa sen, ettd luon-
nollisten lukujen tavallinen jdrjestys voidaan palauttaa alkiorelaatioon ja toisaalta myos
osajoukkorelaatioon: m <n <= men ja m<n < mCn.

Siksi on luonnollista ottaa alkiorelaatio joukon w jdrjestyksen madritelméksi. Mut-
ta ensin alkiorelaatio pitdd tulkita joukon w kaksipaikkaisena relaationa (eli joukon
w X w osajoukkona), ja sen jdlkeen on todistettava, ettd tima relaatio toteuttaa lineaa-
rijdrjestyksen aksioomat.

Madritelma 6.24. Luonnollisten lukujen jirjestys < on relaatio
<={(mn)cwxw|men}.

Tavoitteena on siis todistaa, ettd < on joukon w tiukka lineaarijdrjestys.

Apulause 6.25. Relaatio < on transitiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd m < njan < pelim,n,p € w,m € njan € p. Koska p on
transitiivinen joukko, pdtee nyt m € pelim < p. O

Pitda vield todistaa, ettd relaatio < toteuttaa trikotomian:
kaikilla m, n € w pétee tdsmélleen yksi ehdoista m < n,n < m tai m = n.

T&td varten tarvitaan seuraava apulause.

Apulause 6.26.
a) Kaikilla m,n € w pitee m < n, jos ja vain jos m* < n'.
b) Kaikilla m € w pitee m £ m.

Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd m* < nt elim™ € n'. Koska n* = n U {n}, tilléin
m* € ntaimt = n.Koskam € m™, edellisessd tapauksessa viite m € n pitee joukon n
transitiivisuuden perusteella, ja jalkimmadisessa tapauksessa suoraan oletuksen m = n
perusteella. Siis m < n.

Implikaatio toiseen suuntaan todistetaan induktiolla. Todistetaan nimittdin induk-
tiolla luvun n € w suhteen, ettd jos m € n, niin m™ € n™. Aloitusaskeleessa ei ole
mitddn todistamista, silld 0 = @. Oletetaan sitten, ettd viite patee luvulle n. Olkoon
m € n™ elijoko m € n tai m = n. Edellisessi tapauksessa induktio-oletuksesta seuraa
mt ent Cntt.Jos taas m = n, patee m™ = n* € n* . Siis molemmissa tapauksissa
mtentt = (nh)".

b) Todistetaan induktiolla luvun m € w suhteen, ettd m £ m eli m ¢ m.

Viite pétee triviaalista arvolla m = 0, koska 0 on tyhjad joukko. Oletetaan, ettd in-
duktiovéite on voimassa luvulle m € w elim & m. Soveltamalla kohtaa a arvollam = n
saadaanm ¢ m <= m™ ¢ m™. Siis induktioviite patee myos arvolla m™. O

Lause 6.27 (Trikotomialaki relaatiolle <). Kaikilla m,n € w piitee tasan yksi ehdoista m <
nm=mntain <m.
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Todistus. Todistetaan siis, ettd kaikilla m, n € w pétee tasan yksi ehdoistam € n,m =n
tai n € m. Ensinndkin korkeintaan yksi nédistd ehdoista pétee:

Jos olisim € n An € m, saataisiin luvun m transitiivisuuden perusteella m € m,
mikd on mahdotonta apulauseen 6.26 nojalla.

Jos taas pétisim € n Am = n (tain € m A'm = n), olisi myds m € m, ja saataisiin
sama ristiriita.

Vield pitdd osoittaa, ettd vahintddn yksi ehdoista pdtee. Osoitetaan siis induktiolla
luvun n € w, ettd jokaisellam € w pdteem € n,m = ntain € m.

1) Todistetaan induktiolla (induktiotodistuksen sisdssd) luvun m € w suhteen, etta
m = 0tai0 € m.Jos m = 0, niin tdma on triviaalia. Oletetaan, etta m = 0 tai 0 € m.
Talloin joko 0 € {0} = 0" = m™ tai 0 € m C m™*. Molemmissa tapauksissa siis
0emt.

2) Oletetaan, ettd induktiovdite pdtee luvulle n. Olkoon m € w, jolloin induktiovditteen
nojalla m € n, m = n tai n € m. Ensimmdisessd tapauksessa m € n € n*
ja koska n™ on transitiivinen, pdtee m € n™. Toisessa tapauksessa saadaan sa-
moin m = n € n'. Oletetaan sitten, ettd n € m, jolloin apulauseen 6.26 nojalla
nt € mt.Siis n™ € m tai nt = m, joten induktioviite on todistettu.

U
Lause 6.28. (w, <) on tiukasti lineaarijirjestetty joukko.

Todistus. Viitteen kanssa yhtdpitdvaa on, ettd relaatio < on transitivinen ja toteuttaa
trikotomiaehdon. Edellinen ehto on todistettu lemmassa 6.25 ja jalkimmaéinen edelli-
sessd lauseessa. O

Merkitddn A C B, jos A on B:n aito osajoukko, eli

ACB < ACBAA#B.

Seuraus 6.29. Kaikilla m,n € w pitee

m<n << men < mn.

ja
m<n < mCn.

Todistus. Ensimmadinen ekvivalenssi seuraa tietenkin suoraan relaation < maaritelmasta.
Oletetaan sitten, ettd m € n. Talldin m C n, koska n on transitiivinen joukko. Trikoto-
miaehdon perusteella m # n, joten osajoukkorelaatio on aito: m C n.

Oletetaan kdantden, ettd m C n. Talloin m # njan ¢ m, silld muuten edelld olevan
padttelyn mukaan olisi n C m. Nyt trikotomiaehdosta seuraa, ettd m € n.

Viimeinen vdite seuraa suoraan jo todistetusta. [
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Téssd vaiheessa on jo selvdd, ettd luonnollisten lukujen jarjestyksen yhteydessa voi-
daan yleensd kédyttdd tavanomaisia merkintdjad eli symboleita < ja <, mutta joukko-
opillisiin merkintdihin voidaan turvautua aina, kun se on todistuksissa tarpeellista.

Kasitelldan vield luonnollisten lukujen jarjestyksen ja aritmetiikan vélistd suhdetta.
Téhan liittyvat aidosti kasvavat ja kasvavat kuvaukset.

Miiritelmi 6.30. Olkoot (A, <)ja (B, <) osittaisesti jarjestettyjd joukkoja. Niiden vilinen
kuvaus f: A — B on kasvava, jos kaikilla x,y € A ehdosta x < y seuraa f(x) <’ f(y).
Kuvaus f on aidosti kasvava, jos vastaavasti kaikilla x,y € A ehdosta x < y seuraa
f(x) < fy).

Kasvavia ja aidosti kasvavia kuvauksia voidaan kasitelld myos tiukasti jdrjestettyjen
joukkojen yhteydessd, koska tiukkaa jarjestystd aina vastaa osittainen jérjestys.

Apulause 6.31. Olkoot (A, <) ja (B, <') lineaarijirjestettyjii joukkoja ja f: A — B aidosti
kasvava kuvaus. Tilloin:

a) Kaikilla x,y € A pitee x <y, jos ja vain jos f(x) < f(y).
b) f on injektio.

Todistus. a) Implikaatio vasemmalta oikealle seuraa suoraan méaaritelméasta. Oletetaan
sitten, ettd alkioille x,y € A pidtee f(x) < f(y). Koska < on lineaarijérjestys, se on
vertailullinen, joten x < y tai y < x. Ensiksi havaitaan, ettd jos olisi x = y, patisi
f(x) = f(y), miké on vastoin oletusta f(x) < f(y). Siis x # y, joten on oltava x < y tai
y < x. Jalkimmaisestd vaihtoehdosta seuraisi kuvauksen f aidon kasvavuuden vuoksi
f(y) < f(x), mikd on my6s vastoin oletusta f(x) < f(y). Siis x < y.

b) Olkoot x,y € A eri alkioita. Talloin lineaarijdrjestyksen < vertailullisuudesta
seuraa x < y tai y < x, mutta koska x # y, niin x < y tai y < x. Koska f on aidosti
kasvava, niin f(x) < f(y) tai f(y) < f(x). Siis joka tapauksessa f(x) # f(y). O

Lause 6.32. Kaikilla m,n, p € w piitee:
(1) m<n << m+p<n+p.
Jos lisiiksi p # O, pitee myos:

(2) m<n < m-p<n-p.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd luvuille m,n € w pétee m < n, ja osoitetaan ensin induk-
tiolla luvun p € w suhteen, ettd m + p < n + p. Vdite pétee arvolla p = 0, silld suoraan
oletuksesta saadaan m +0 = m < n = n + 0. Oletetaan sitten, ettd m +p = n + p.
Apulauseen 6.26 kohdasta a seuraa, ettd seuraajakuvaus ¢ on aidosti kasvava. Siis
m+pt=m+p)t =cm+p) <ocn+p)=nm+p)*t =n+p",ts. induktioviite
pitee myos arvolla p™.

Jokaisella p € w siis kuvaus f: w — w, f(x) = x + p, on aidosti kasvava. Kohdan 1
vdite seuraa siis edellisestd lemmasta.

’(2) Oletetaan, ettd luvuille m,n € w pdtee m < n, ja osoitetaan induktiolla luvun
p € w suhteen, ettd jos p # 0, niinm - p < n - p. Kun p = 0, induktiovdite on triviaalisti
tosi. Oletetaan sitten, ettd induktiovdite pdtee arvolla p. Jos p = 0, niin saadaan m -
0f=(m-0)+m=0+m=m<n=n-07,ts. induktioviite pétee arvolla p* = 0" =
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1. Oletaan sitten, ettd p # 0. Talloin induktio-oletuksen mukaan m - p < n - p, mista
yhteenlaskun vaihdannaisuutta ja edellistd kohtaa toistuvasti soveltamalla seuraa

m-pt=m-p+m=m+m-p=m+4n-p=n-p+m<n-p+n=n-p’.

Siis (jarjestyksen < transitiivisuuden vuoksi) m - p* < n - p* eli induktiovéite toteutuu

arvolla p™.
On siis todistettu, ettd jokaisella p € w ~ {0} kuvaus f: w — w, f(x) = x-p on
aidosti kasvava. Edellisen lemman nojalla tdstd seuraa kohdan 2 ekvivalenssi. O

Seuraus 6.33. Kaikilla m,n, p € w piitee:

(1) m+p=n+p = m=n.
Jos lisiksi p # O, pitee myos:

(2) m-p=n-p = m=n.

Todistus. Olkoon p € w. Tarkastellaan kuvauksia f: w = w, f(x) =x+p,jag: w —
w, g(x) = x - p. Edellisen lauseen mukaan f on joka tapauksessa aidosti kasvava ja g
on myos, jos p # 0. Siis apulauseen 6.31 nojalla f on injektio ja g on my®&s, jos p # O,
mistd seuraa vdite. [

Joukon A lineaarijérjestys < on hywvi eli hyvinjirjestys, jos jokaisessa A:n epdtyhjdssa
osajoukossa on pienin alkio:

VB e P(A)(B# @ — 3dm e BYx € B(m < xVm=x)).

Luonnollisten lukujen hyvinjdrjestyslause. Luonnollisten lukujen jirjestys < on hyvi.

Todistus. Oletetaan, ettd B C w on osajoukko, jossa ei ole pienintd alkiota. Osoitetaan,
ettd talloin B = @.

Sopivan induktiovditteen muotoileminen vaatii hiukan oveluutta. Osoitetaan siis
induktiolla luvun n € w suhteen, ettd n N B = @. Kun n = 0, niin induktiovdite pétee,
silla 0N B = @ N B = @. Oletetaan sitten, ettd n N B = @. Talloin

n"TNB=mU{n})NB=mnNB)U{n}NB)=0U({n}NB)={n}NB.

Induktio-oletuksen mukaan patee m € B, kunm € nelim € wjam < n.Siisjosn € B,
niin 7 olisi joukon B pienin alkio. Tdma ei oletuksen mukaan ole mahdollista, joten
ntNB={n}NB=0Q.

Induktiolla todistetusta véitteestd seuraa nyt jokaiselle n € w, ettd n € n™, mutta
ntNB=Q,jotenn ¢ B.Siis B= Q. O

Seuraus 6.34. Ei ole olemassa kuvausta f: w — w, jolle f(n™) < f(n) kaikilla n € w.

Todistus. Jos tillainen funktio f olisi olemassa, niin joukolla { f(n) | n € w } = ran(f)
ei olisi pienintd alkiota, vaikka ran(f) # @. O
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Esimerkki 6.35. Tarkastellaan rekursiivisen médarittelyn mahdollisuuksia kokonaislu-
kujen rakenteessa. Ei ole olemassa sellaista kuvausta h: Z — Z, ettd jokaisellan € Z
pétee

hin+1) =h(n)*+1.

Jos nimittédin h olisi tdllainen kuvaus, niin kaikilla n € Z pétisi ensinnékin h(n) =
h(n—1)2+1>0+1 =1 > 0, joten & olisi kuvaus Z — w. Asetetaan f: w — w,
f(n) = h(—n). Talloin kaikilla n € w patisi

fn)=h(-n)=h(—(n+1)+1) =h(-(n+1))2+1=f(n+1)>2+1
2f(n+1)+1 >f(n+1),

mikd on vastoin edellistd seurausta. Siis kaikkia rekursioehtoja ei voida toteuttaa ko-
konaislukujen rakenteessa.
Toisaalta rekursioehdot eivdt mddritd kuvauksia yksikésitteisestikddn. Jos F: Z —
Z on funktio
Fla) = {a—l—l, josa < 0;
a, josa >0,

niin on olemassa ddrettomédn monta kuvausta h: Z — Z, joille h(0) = 0jah(n+1) =
F(h(a)), nimittdin jokaisella k € IN kuvaus h: Z — Z, h(n) = min{k + n,0}, toteuttaa
rekursioehdon.

Siis rekursiolausetta ei voi yleistdd kokonaislukujen joukkoon!

Vahva induktioperiaate w:lle. Jos A C w ja jokaiselle n € w piitee
(%) (Vmen(me A)) - neA,
niin A = w.

Todistus. Olkoon A C w joukko, joka toteuttaa ehdon (x). Tehddan vastaoletus: A # w.
Talloin w \ A # @. Olkoon m joukon w \ A pienin alkio. Nyt Vp € m(p € A), joten
ehdon(x) perusteella m € A, mikd on vastoin oletusta, ettd m € w \ A. O

Airelliset joukot

Intuitiivisesti joukko on &drellinen, jos on mahdollista konkreettisella tavalla laskea,
kuinka monta alkiota joukossa on. T4dlloin sen alkioiden lukumaéé&rd on luonnollinen
luku. Tehdéaan tasta tasmallinen méaaritelma:

Maairitelmad 6.36. Joukko A on direllinen, jos A ~ njollain n € w, muutoin A on direton.

Lokeroperiaate. Jokainen luonnollinen luku on Dedekind-direllinen eli mikéiidn n € w ei ole
yhtimahtava aidon osajoukkonsa kanssa.

Todistus. Olkoon funktio f: n — n injektio. Riittd4d osoittaa, ettd talloin ran(f) = n.
Osoitetaan siis induktiolla luvun n € w suhteen, ettd jokainen injektio f: n — n on
myos injektio.
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1) Ainoa injektio f: 0 — 0 on f = @, jolle pédtee ja ran(@®) = @ = 0, joten f on
talloin surjektio. Siis induktiovdite pétee arvolla n = 0.

2) Oletetaan sitten, ettd induktiovéite pétee arvolla n. Olkoon f: nt — n™ injektio,
jolloin f | n on my®0s injektio. On kaksi mahdollisuutta:

a) f | noninjektio n — n. Induktio-oletuksen nojalla ran(f | n) = n. Koska f
on injektio, on tdlldin oltava f(n) = n. Mutta tdlloin my6s n € ran(f), joten
f on surjektio.

b) On olemassa p € n, jolle f(p) = n. Palautetaan tilanne tapaukseen (1)
madrittelemalld funktio f : nt — nt asettamalla

(x) = f(x), kunx € ntjax # p,n.

Selvisti f on injektio n™ — n* ja tapauksen (1) perusteella f on surjektio.
Toisaaltaran(f) = ran(f),joten my&s f on surjektio. Siis induktioviite patee
arvollan™.

[]

Seuraus 6.37. Adrelliset joukot ovat Dedekind-iiirellisii.

Todistus. Oletetaan, ettd joukko A on dérellinen, B C A sekd ¢ : A — B on bijektio.
Osoitetaan, ettd A = B.

Koska A on dérellinen, jollain n € w on olemassa bijektio f : A — n. Nyt koska f
ja g ovat bijektioita, myds fogo f~! : n — f[B] on bijektio. T4ten lokeroperiaatteen
nojalla f[B] = n. Téstd seuraa edelleen, ettd A = B. O

Seuraus 6.38.
a) Dedekind-direttomiit joukot ovat ddrettomid.

b) w on direton.

Todistus. Kohta a seuraa suoraan seurauksesta 6.37. Kohta b voidaan todeta tarkas-
telemalla seuraajafunktiota o. Kuvaus ¢ on bijektio kuvauksena w — w ~ {0}, joten
w ~ w\ {0}. Siis w on Dedekind-ddreton, joten a-kohdan perusteella se on dédreton. [

Seuraus 6.39. Jokaisella direlliselli joukolla A, on olemassa yksikisitteinen n € w, jolla A ~
n.

Todistus. Olkoon A ~ mja A ~ n. Télloin m ~ n. Trikotomian perusteella m = n, m C
n tai n C m. Lokeroperiaatteen nojalla kaksi viimeistd vaihtoehtoa ovat mahdottomia,
jotenm = n. [
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Apulause 6.40. Kun C C njan € w, niin on olemassa m € n, jolla C =~ m.

Todistus. Osoitetaan induktiolla luvun n € w suhteen, ettd jokaisella C C n on ole-
massa m € n, jolle C ~ m. Viite pitee tietenkin arvolla n = 0, silld O:lla ei ole aitoja
osajoukkoja. Oletetaan sitten, ettd viite patee arvolla n. Olkoon C C n™. Tillgin on
kolme vaihtoehtoa:

a) C=n.TallsinC~nent.

b) C C n.Induktio-oletuksen nojalla tédlléin on olemassa m € n , jolle C ~ m. Koska
menCnt,niinmen™.

c) n € C. Talloin C = (CNn)U{n}ja CNn C n. Induktio-oletuksen mukaan on
olemassa m € n, jolle C Nn ~ m. Siis on olemassa bijektio f: C Nn — m. Tdlldin
fU{(n,m)} onbijektio C — m™. Siis C ~ m™. Koska m € n, pitee m™ € n™.

O
Seuraus 6.41. Jos A on direllinen ja B C A, niin B on direllinen.

Todistus. Olkoot B C Aja f : A — n, n € w bijektio. Télloin B ~ f[B] C n, joten
apulauseen 6.40 perusteella on olemasssa m € n, jolle B ~ m. O
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